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ПРЕДИСЛОВИЕ

При проектировании любых промышленных или гражданских со-
оружений учитывают особые нагрузки и воздействия, как природные,
так и техногенные, т.е. создаваемые в результате деятельности челове-
ка. Их состав и интенсивность зависят от ответственности объекта, ха-
рактеризуемой тяжестью социальных, экономических и экологических
последствий, которые повлечет за собой его разрушение. Для таких
опасных промышленных объектов, как крупные химические заводы,
предприятия нефтехимии, хранилища и системы транспортировки газа
и нефтепродуктов, высокие плотины и тому подобное, предусматрива-
ют защиту даже от весьма редко повторяющихся и тяжелых нагрузок и
воздействий.

Особое место среди опасных промышленных объектов занимают
предприятия, связанные с использованием радиоактивных веществ, в
частности, атомные электростанции (АЭС). Непременным требованием
к ним является гарантия сохранения ядерной и радиационной безопас-
ности. Это означает, что при любых нормальных и аварийных режимах
работы, любых внутренних и внешних воздействиях должен быть пред-
отвращен выход радиоактивных продуктов за установленные пределы.

Одним из важнейших вопросов, решаемых при обеспечении безо-
пасности АЭС, является учет экстремальных природных и техногенных
воздействий. К первым относятся землетрясения, ураганы, торнадо
(смерчи), цунами, экстремальные климатические температуры, снег,
обледенение, лесные пожары и пр. Техногенные воздействия делят на
внутренние и внешние. Внутренние возникают при нарушении нор-
мальных условий эксплуатации и аварийных режимах работы АЭС: по-
вышение температуры и давления в помещениях, удары разлетающих-
ся обломков оборудования, падение транспортируемых грузов. Приме-
рами внешних техногенных воздействий являются падение на станцию
летательного аппарата, взрывы, распространение токсичных и коррози-
онно-опасных веществ и газов с близлежащих предприятий или транс-
портных путей, затопление территории вследствие прорыва водохрани-
лищ и пр.

Важнейшим экстремальным воздействием, обязательно учитывае-
мым в проекте любой АЭС, является землетрясение. Однако  в данной
книге оно не рассматривается, так как вопросы обеспечения сейсмо-
стойкости АЭС достаточно подробно описаны в литературе (библио-
графию можно найти, например, в [12]). Из остальных указанных выше
воздействий в книге рассмотрены падение на АЭС летательного аппа-
рата, внешние взрывы, удары разлетающихся при авариях тел, ветро-
вые нагрузки, ураганы и торнадо. Такой выбор воздействий обусловлен
тем, что они приводят к очень большим нагрузкам на строительные
конструкции и оборудование АЭС.

Особенностью этих воздействий является очень малая вероятность
реализации. Поэтому выполнять проектирование «по наихудшему ва-
рианту», как при обычных нагрузках и воздействиях, – это излишне ос-
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торожный подход. Редкость экстремальных воздействий оправдывает
использование специальных методов проектирования: применение ве-
роятностных методов анализа, задание прочностных характеристик ма-
териалов с меньшей вероятностью непревышения (т.е. их более высо-
ких значений), уменьшение запасов прочности конструкций и т.п. Ис-
ходя из концепции риска, вычисляемого на основе вероятностного ана-
лиза, устанавливают также требования к надежности наиболее ответст-
венного оборудования.

Защита АЭС от экстремальных воздействий включает разные ас-
пекты. Сюда входят анализ самой необходимости учета воздействия в
проекте; расчет прочности и колебаний строительных конструкций;
методы проектирования, конструкционные и объемно-планировочные
способы защиты; требования к технологическому оборудованию, га-
рантирующие сохранение его работоспособности; организация работ,
качество строительства; организационные мероприятия и гражданская
оборона. Однако в книге рассмотрена только часть из этих проблем:
анализ необходимости учета экстремальных воздействий, определение
создаваемых ими нагрузок, методы расчета строительных конструкций
и оборудования и, в меньшей степени, объемно-планировочные реше-
ния и способы защиты АЭС. При этом рассматривается только механи-
ческое действие на сооружения, а опасность, создаваемая, например,
тепловым воздействием, выделением токсичных газов, образованием
пыли и т.д., не рассматривается.

Книга разделена на три части, каждая из которых посвящена в ос-
новном какому-то одному кругу вопросов. Однако, поскольку указан-
ные выше проблемы тесно переплетены друг с другом, полностью раз-
делить их не удается. Поэтому в каждой из частей затрагиваются во-
просы, рассматриваемые в других частях.

В I части книги излагаются методы динамических расчетов конст-
рукций, причем особое внимание уделено импульсивным и ударным
нагрузкам, характерным для рассматриваемых воздействий. Отметим,
что по этой тематике существует множество печатных трудов. Тем не
менее авторы сочли полезным включить в книгу сводку необходимых
сведений и формул, на которые даются ссылки. Значительное внимание
уделено также упрощенным и эмпирическим способам расчета. Это
оправдано тем, что хотя сегодня прочностные расчеты конструкций
обычно выполняют с применением компьютера, но при проектирова-
нии на очень интенсивные экстремальные воздействия часто необхо-
димо учитывать нелинейную работу конструкций, а позволяющие сде-
лать это вычислительные программы очень дороги и малодоступны.

Во II части изложены методы определения нагрузок, создаваемых
экстремальными воздействиями. Рассмотрены нагрузки при ударах ле-
тящих тел различной природы, взрывах, авариях, ветре, ураганах и
торнадо.

Заключительная III часть посвящена проектированию АЭС на экс-
тремальные воздействия. Прежде всего, изложены общие принципы их
учета. Далее рассматриваются проблемы, связанные с двумя наиболее
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интенсивными воздействиями: падением на АЭС самолета и взрывами.
Описаны методы задания их расчетных параметров; проверка прочно-
сти строительных конструкций; расчет колебаний зданий АЭС с целью
определения нагрузок на находящееся в них оборудование. В послед-
ней главе книги изложена методика вероятностного расчета сооруже-
ния и оборудования на удар самолета.

Книга была задумана как практическое пособие для проектировщи-
ков. Поэтому в нее включено большое количество справочного мате-
риала, а также примеров, по аналогии с которыми можно самостоя-
тельно выполнить подобные расчеты. Но в то же время книга не явля-
ется чисто справочным изданием: в ней приведены доказательства мно-
гих положений, чтобы читатель мог понять исходные предпосылки и
пределы применимости описанных методов расчета.

По роду своей деятельности авторы связаны с проектированием
АЭС. Поэтому в книге в первую очередь затронуты вопросы, актуаль-
ные для ядерно- и радиационноопасных объектов, описаны методики и
нормативные документы, используемые в этой отрасли (хотя привлека-
лись документы и других отраслей). В то же время книга может пред-
ставлять интерес и для специалистов из других отраслей промышлен-
ности и строительства, сталкивающихся с необходимостью учета экс-
тремальных воздействий. Она также может быть полезна студентам и
аспирантам строительных специальностей при изучении курса динами-
ки сооружений. Предполагается, что читатель имеет подготовку в об-
ласти математики и механики в объеме, обычном для строительных
специальностей высших учебных заведений. Отдельные вопросы, вы-
ходящие за эти пределы, разъясняются в тексте.

В книге освещена отечественная и зарубежная практика проекти-
рования АЭС и, прежде всего, большой опыт, накопленный в Санкт-
Петербургском институте «Атомэнергопроект» (СПб АЭП). В то же
время количество публикаций по затронутым вопросам настолько ве-
лико, что отразить их все в ограниченном объеме невозможно. Поэтому
список литературы является далеко не полным.

Большинство описанных в книге расчетов выполнено сотрудника-
ми научно-исследовательского и расчетно-теоретического сектора
СПб АЭП. В написании разделов 8.1, 8.2, 11.1 и 16.4 принимал участие
И. А. Волкодав, а 2.3, 3.1 и 4.3 – Ю. В. Волкодав.

Авторы искренне признательны рецензенту, Заслуженному деяте-
лю науки, доктору технических наук, профессору А. В. Тананаеву за
полезные замечания, которые были с благодарностью учтены.

Авторы также благодарят руководство СПб АЭП за финансовую
поддержку, обеспечившую выход книги в свет.
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Список сокращений
АЭС − атомная электростанция
БР − безопасное расстояние
ВВ − взрывчатое вещество
ВВЭР − водо-водяной энергетический реактор
ВДО − величина дистанции отбора (то же, что БР)
ВПО − вероятность для проектных основ
ВУВ − воздушная ударная волна
ГВС − газовоздушная смесь
ГПВС − газо- и паровоздушная смесь
ККСК − квадратный корень из суммы квадратов
КИП − контрольно-измерительные приборы
КЭ − конечный элемент
ЛСТ − линейно-спектральная теория
МАГАТЭ − Международное агентство по атомной энергии
МКЭ − метод конечных элементов
МПА − максимальная проектная авария
ПА − поэтажная акселерограмма
ПВС − паровоздушная смесь
ПВ − продукты взрыва
ПС − поэтажный спектр отклика
СНиП − Строительные Нормы и Правила
ТВЭЛ − тепловыделяющий элемент
ТНТ − тринитротоуол (тротил)
УВНР − условная вероятность нарушения работы
УНП − ускорение нулевого периода
УОВ − уровень отбора событий по вероятности
ЭВ − экстремальное воздействие
ЯППУ − ядерная паропроизводящая установка
CPV Conditional Probability Value (то же, что УВНР)
CQC − Complete Quadratic Combination
DBPV − Design Basis Probability Value (то же, что ВПО)
MSK-64 − Шкала сейсмической активности Медведева−Спонхойера−

−Карника, версия 1964 г.
SDV Screening Distance Value (то же, что БР)
SPL − Screening Probability Level (то же, что УОВ)
SRSS − Square Root of the Sum of the Squares (то же, что ККСК)
ZPA − Zero Period Acceleration (то же, что УНП)



Часть  I
РАСЧЕТ  КОНСТРУКЦИЙ  НА УДАРНЫЕ

И ИМПУЛЬСИВНЫЕ  НАГРУЗКИ

Глава  1
ПРЕДЕЛЬНЫЕ СОСТОЯНИЯ И ПРОЧНОСТЬ

КОНСТРУКЦИЙ ПРИ ДИНАМИЧЕСКИХ
НАГРУЗКАХ

Прочность строительных материалов (бетона и арматурной ста-
ли) зависит от скорости изменения нагрузки на конструкцию. При
действии динамических, быстроизменяющихся нагрузок (например,
удар самолета, ВУВ) должны использоваться иные характеристики
материалов, чем при обычных, статических. Кроме того, при экс-
тремальных воздействиях допускаются другие предельные состоя-
ния конструкций, в частности, повышенные неупругие деформации.
Рассмотрению этих вопросов и посвящена настоящая глава.

1.1. Прочность материалов
при динамическом нагружении

1.1.1. Нормативные обозначения прочности
Прежде чем изложить вопросы прочности строительных мате-

риалов, остановимся на их нормативных обозначениях. До 1985 г.
расчет железобетонных конструкций регламентировался нормами
[3], которые были заменены нормами [4], а затем [5], в которых ис-
пользованы новые обозначения материалов. К сожалению, в неко-
торых документах, продолжающих действовать сегодня, в том чис-
ле в нормах [29], регулирующих методы проектирования на воздей-
ствие взрывов, по-прежнему используются обозначения из норм [3].
Поэтому ниже приведено сопоставление старых и новых обозначе-
ний.

В старых нормах использовались марки бетона по прочности
на сжатие, обозначавшиеся M 150, M 200 и т.п. В новых они заме-
нены классами, для которых применяются обозначения В 12.5,
В 15 и пр. Соотношение между ними вычисляется по формуле [77]

).(. V64110980
BM
−

= , (1.1)

где V – номинальное значение коэффициента вариации прочности
бетона; для всех бетонов, кроме ячеистых, V = 0.135, а для ячеистых
V = 0.18.
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Изменились также обозначения арматурных сталей. В [3] они
маркировались как А-I, A-III и т.д, а в новых нормах A-240, A-400 и
т.д. Приблизительное соответствие между этими обозначениями
показано в табл. 1.1

В настоящей главе применены обозначения из [3], т.е. старые,
поскольку они, как указано выше, используются в нормах [29],
представляющих особый интерес при проектировании конструкций
на импульсивные и ударные нагрузки. Их необходимо также знать
при проверке безопасности действующих АЭС, спроектированных
по старым нормам.

Таблица 1.1. Приблизительное соответствие по прочности
между старыми и новыми обозначениями марок арматурной стали
Старое Новое Старое Новое Старое Новое

A-I A 240 A-III A 400 A-V > B 500
A-II A 300 A-IV > B 500 Bp-I B 500

Имеются отличия в задании прочностных характеристик бетона
в Российских и зарубежных нормах. Эти характеристики определя-
ются путем испытания образцов и зависят от формы последних. В
нашей стране используются образцы в виде призмы, и в результате
получают «призменную прочность» бетона на сжатие, обозначае-
мую в [3] как Rпр. Во многих зарубежных странах используются ци-
линдрические образцы, и получают «цилиндрическую прочность»
fc. Их значения связаны соотношением

пр071 Rfc .= . (1.2)

Отметим, что в современных отечественных нормах по проек-
тированию железобетонных конструкций [5, 6] призменная проч-
ность бетона обозначается Rb. Кроме того, в старых нормах проч-
ность арматурной стали обозначалась Rа, а в новых – Rs.

1.1.2. Диаграммы деформирования материалов
Виды диаграмм деформирования. Большинство строительных

материалов можно разделить на три группы, различающиеся видом
диаграммы деформирования, т.е. зависимости между деформацией
ε и напряжением σ (рис. 1.1).

1. Материалы с физическим пределом текучести (рис. 1.1,а). К
ним относятся малоуглеродистые стали, в том числе арматурные
A-I – A-III. На их диаграмме деформирования сначала следует уча-
сток упругой деформации, где напряжения σ линейно возрастают
при увеличении ε, пока не достигнут предела текучести материала
σт. Затем идет «площадка текучести», на которой σ остается посто-
янным, несмотря на увеличение деформации. Наконец, при даль-
нейшем увеличении ε напряжения снова увеличиваются, пока не
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достигнут максимума σв (временное сопротивление), после чего
происходит разрушение. При изменении направления деформации
разгрузка происходит по линии, параллельной участку упругой де-
формации (пунктир со стрелкой). Значение ε  при пересечении ли-
нии разгрузки с горизонтальной осью представляет собой остаточ-
ную деформацию.

Приведенная диаграмма является упрощенной: в действитель-
ности перед достижением σт имеется небольшой криволинейный
участок. Поэтому считают, что материал деформируется линейно
вплоть до напряжения σ0.2, соответствующего величине остаточной
деформации 0.2 %.

а)

εт εв ε

σ

σт

σв

0

б)
σ

σ0.2

σв

0 εв ε

в)
σ
σв

ε0 εв
Рис. 1.1. Типы диаграмм деформирования материалов:

а – с физическим пределом текучести; б – с условным пределом
текучести; в – хрупкий

быстрое нагружение; медленное нагружение

2. Материалы с условным пределом текучести (рис. 1.1,б). К
ним относятся бетон при статическом сжатии, а также стали с по-
вышенным содержанием углерода и термически упрочненные. У
них с увеличением ε напряжения плавно нарастают до значения σв,
площадка текучести отсутствует. Разгрузка – по линии, параллель-
ной касательной в нулевой точке. Для таких материалов устанавли-
вают условный предел текучести, равный σ0.2.

3. Хрупкий материал (рис. 1.1,в). К ним относятся чугун, дере-
во, которые деформируются практически линейно вплоть до мо-
мента разрушения.

Диаграммы деформирования, приведенные на рис. 1.1, соответ-
ствуют статическому нагружению. Однако при большой скорости
нагружения характер деформирования и прочностные характери-
стики материалов изменяются. Имеется большое количество иссле-
дований, посвященных изучению прочностных и динамических ха-
рактеристик строительных материалов, в том числе их зависимости
от скорости деформации. Их подробный обзор можно найти в [66].
В нормах [29] предусмотрен упрощенный способ задания этих ха-
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рактеристик для бетона и арматурной стали при быстром нагруже-
нии, который описан далее.

Арматурная сталь. В настоящее время при практических рас-
четах конструкций обычно считают, что общий характер кривой
ε −σ при медленном и быстром нагружении одинаков, но изменя-
ются количественные значения ее параметров.

Ко
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ф
иц
ие
нт

 у
пр
оч
не
ни
я 
K у
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1.6

A-I   A-II   A-III   A-IV−A-V

Рис. 1.2. Зависимость коэффициента
упрочнения арматурных сталей
от скорости деформации [29]

У малоуглеродистых
сталей классов A-I – A-III с
диаграммой ε −σ, показан-
ной на рис. 1,а, скорость
деформирования наиболее
сильно сказывается на пре-
деле текучести, в меньшей
степени – на пределе проч-
ности, а модуль упругости
изменяется мало. Поэтому
увеличивается ширина пло-
щадки текучести.

У высокопрочных ста-
лей A-IV – A-V с диаграм-
мой ε −σ, показанной на
рис. 1,б, увеличение скоро-
сти  деформирования также

приводит к повышению условного предела текучести σ0.2 и времен-
ного сопротивления, но в меньшей степени, чем у малоуглероди-
стых сталей.

Таблица 1.2. Коэффициенты динамического упрочнения
арматурной стали [29]

Значения Kур и Kус для армату-
ры классовЗона сечения, в которой

расположена арматура
Обозначе-
ние коэф-
фициента A-I A-II A-III A-IV

Растянутая Kур 1.35 1.3 1.25 1.05
Сжатая Kус 1.1 1.1 1.1 1.0

В нормах [29] для получения расчетного динамического сопро-
тивления арматурной стали д

аR  следует умножить расчетное сопро-
тивление Rа (заданное с учетом коэффициента надежности по арма-
туре) на коэффициент динамического упрочнения Kу:

уа
д
а KRR = .  (1.3)

На рис. 1.2 показана экспериментальная зависимость коэффи-
циента Kу от скорости деформации ε& . В течение действия нагрузки
эта скорость изменяется, поэтому можно задавать ее приближенно,
разделив  максимальную деформацию  на время ее достижения.  Со-
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гласно [29], при проектировании конструкций на ВУВ для продоль-
ной арматуры используются постоянные значения Kу, приведенные
в табл. 1.2. Такие же прочностные характеристики арматуры при-
нимают при расчетах конструкций АЭС на удар самолета [50].

Бетон. При медленном
нагружении бетон деформи-
руется неупруго, и диаграмма
его деформирования имеет
вид, показанный на рис.
1.1,б. Но при быстром нагру-
жении он ведет себя, как
хрупкий материал, т.е. харак-
тер кривой ε −σ  приближает-
ся к виду на рис. 1.1,в. При
этом почти до самого момен-
та разрушения бетон дефор-
мируется практически линей-
но. Опыты показывают, что
предел прочности σв повыша-

Ко
эф

ф
иц
ие
нт

 у
пр
оч
не
ни
я 

K у
.б

.Скорость деформации ε, с−1
110−6 10010−4 10−2

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Рис. 1.3. Зависимость коэффициента
упрочнения бетона от скорости

деформации [61]

ется, но деформация εв, при которой он достигнут, изменяется мало.
В соответствии с [29] расчетная динамическая прочность бетона

д
прR  равна призменной прочности Rпр (заданной с учетом коэффици-

ента надежности по бетону), умноженной на коэффициент динами-
ческого упрочнения бетона Kу.б:

у.бпр
д
пр KRR = .            (1.4)

Коэффициент упрочнения, в принципе, зависит от скорости дефор-
мации (рис. 1.3).  Однако  в  нормах  [29], регламентирующих преж-
де всего нагрузки от ВУВ, используются постоянные значения Kу.б,
соответствующие средней скорости деформации при этом воздей-
ствии и зависящие от предельного состояния конструкции (виды
предельных состояний описаны в разд.1.2):

1.2 для предельного состояния Iа ;
Kуб = 1.3 для предельного состояния Iб.
Согласно нормам проектирования АЭС [50], такие же прочност-

ные характеристики бетона должны использоваться при расчете
конструкций на удар самолета.

1.2. Предельные состояния конструкций
1.2.1. Характеристика предельных состояний
Согласно нормам [6], расчеты бетонных и железобетонных кон-

струкций следует производить по методу предельных состояний.
Рассматриваются два их вида:
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предельные состояния I группы (или I предельное состояние),
развитие которых может привести к полной невозможности экс-
плуатации конструкций;

предельные состояния II группы (или II предельное состоя-
ние), которые не приводят к полной непригодности конструкции,
но затрудняют ее нормальную эксплуатацию или уменьшают дол-
говечность по сравнению с предусмотренной.

Расчеты по I предельному состоянию включают проверку проч-
ности конструкции, устойчивости ее формы (для тонкостенных
конструкций) и положения (опрокидывание, скольжение, всплыва-
ние). Расчет стальных конструкций в соответствии с нормами [80]
следует, как правило, выполнять с учетом неупругих деформаций,
т.е. они проектируются по I предельному состоянию. Для статиче-
ски неопределимых конструкций, методика расчета которых при
неупругих деформациях не разработана, расчетные усилия (изги-
бающие и крутящие моменты, продольные и поперечные силы)
следует определять в предположении упругих деформаций стали по

s

P

Q

Рис. 1.4. Дефор-
мированная рас-
четная схема

недеформированной схеме конструкции, т.е. без
учета влияния на эти усилия ее перемещений под
нагрузкой. При наличии обоснования допускает-
ся производить расчет по деформируемой схеме.

Отметим, что деформируемую расчетную
схему следует использовать, в частности, при
расчете на горизонтальные нагрузки гибких со-
оружений с тяжелыми массами наверху. Напри-
мер, у конструкции на рис. 1.4 к изгибающему
моменту в стойке за счет горизонтальной силы
добавляется момент от веса Qs/2, вклад которого
может оказаться существенным.

При проектировании конструкции по II предельному состоянию
выполняются проверки по образованию трещин, величине их рас-
крытия, по деформации конструкции.

Железобетонные конструкции при динамических воздействиях
(взрывах, ударе самолета и других летящих тел и т.п.) согласно
нормам [29, 50] должны рассчитываться по I предельному состоя-
нию, которое подразделяется на следующие две подгруппы.

Предельное состояние Iа предполагает развитие упругопла-
стических деформаций в конструкции. При этом в наиболее напря-
женных сечениях напряжения в бетоне сжатой зоны не превышают
предельную прочность, а в растянутой зоне сечения арматура пре-
терпевает неупругие (пластические) деформации. Допускается воз-
никновение остаточных перемещений и наличие раскрытых трещин
в бетоне растянутой зоны. Для конструкций АЭС при этом должно
быть гарантировано отсутствие неконтролируемых протечек радио-
активных жидкостей и газов.
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Предельное состояние Iб означает упругую стадию работы
конструкции и отсутствие в ней остаточных деформаций. Напряже-
ния в бетоне и арматуре не превосходят величин расчетной дина-
мической прочности.

Отметим, что железобетонная конструкция может находиться в
предельном состоянии Iа (т.е. в ней могут появиться неупругие пе-
ремещения) только в том случае, если она не переармирована. В
противном случае она остается упругой до момента разрушения
(предельное состояние Iб). Для того чтобы могло реализоваться со-
стояние Iа, относительная высота сжатой зоны сечения ξ 

д не долж-
на превосходить граничное значение д

Rξ . Вычисление этих величин
рассмотрено ниже.

1.2.2. Нормирование предельных состояний
железобетонных и стальных конструкций

Расчет конструкций на действие взрыва производится по нор-
мам [29]. Согласно нормам [50] такие же требования предъявляются
при ударе самолета и других летящих тел, а также иных динамиче-
ских воздействиях на АЭС. Отдельные положения этих норм кратко
воспроизведены ниже.

Как было указано, работа железобетонных конструкций по
предельному состоянию Iб предполагает, что они остаются в пре-
делах упругости. Нормирование этого предельного состояния произ-
водится по прочности. Методы
расчета в упругой стадии приведе-
ны в нормах [29]. Они не отлича-
ются от обычного расчета железо-
бетонных конструкций по нормам
[4, 6], за исключением использова-
ния  динамических  (т.е. повышен-
ных) прочностных характеристик
материалов.

Если конструкция находится
в стадии Iа, то критерий отказа ус-

Q
Qн

Y0 Yпр Y0

Yн

Рис. 1.5. Упругопластическая
зависимость между нагрузкой и
перемещением конструкции

(«диаграмма Прандтля»)
тановлен по величине ее неупругих перемещений. Связь между пе-
ремещениями конструкции Y и нагрузкой Q чаще всего принимают
в виде идеальной упругопластической зависимости, показанной на
рис. 1.5 («диаграмма Прандтля»). В диапазоне 0 ≤ Y ≤ Y0 эта связь
линейна, а при Y ≥ Y0 перемещения увеличиваются при неизменной
нагрузке.

Ниже описаны способы задания предельных перемещений по
нормам [29]. Они зависят от типа конструкции.

Для шарнирно опертых изгибаемых элементов и внецен-
тренно сжатых элементов с малым эксцентриситетом сжимаю-
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щей силы (т.е. если сила приложена в пределах поперечного сече-
ния [4, 6]) максимально допустимые перемещения задаются вели-
чиной коэффициента пластичности K. Он представляет собой от-
ношение полного прогиба конструкции Yпр, равного сумме неупру-
гого прогиба Yн и упругого прогиба Y0, при котором напряжение в
арматуре растянутой зоны достигло расчетного динамического со-
противления, к упругому прогибу Y0:

0

н0

0

пр

Y
YY

Y
Y

K +
== . (1.5)

Для элементов названных типов, которые рассчитываются по пре-
дельному состоянию Iа, это отношение следует принимать равным
K = 3 и соблюдать условие Yi ≤ Yпр. Очевидно, что для элементов,
рассчитываемых по предельному состоянию Iб, следует принимать
K = 1 и соблюдать условие Yi ≤ Y0.

Величины прогибов конструкций определяются следующим об-
разом:

а) для изгибаемых элементов упругий прогиб, при котором на-
пряжения в растянутой зоне достигают значений д

аR ,

0

2
0

д
пр

д
р

д

0

0030

а

а
h
Sl

M
M

E
RY 










+=

.
; (1.6)

б) предельный прогиб, при котором начинается раздробление
бетона на верхней грани сжатой зоны балочных элементов,

( )
2
0д

а

д
пр

0
пр

75.0
'

003.0 Sl
R

R
h

Y
µµ −

= ; (1.7)

в) для внецентренно сжатых элементов предельный прогиб, при
котором начинается разрушение сжатой зоны,

2
0

а
д
а.с

д
а

д
пр

пр
а

7500030
Sl

FRFRN
bR

Y
′−+

⋅
=′

.,
. (1.8)

Для элементов с защем-
ленными опорами, нераз-
резных изгибаемых и вне-
центренно сжатых элемен-
тов с малым эксцентриси-
тетом сжимающей силы,
находящихся в предельном
состоянии Iа, максимальное
перемещение нормируется
величиной углов раскрытия
трещин в шарнирах пластич-

ψпр

0

0.2

ξ  

д0.1 0.2

0.1

x 
д

h0

ψпр

Рис. 1.6. Предельный угол поворота
в шарнире пластичности
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ности, которые возникают только в пластической стадии работы
конструкции. Эти углы не должны превышать предельного значе-
ния

прii ψψ ≤ , (1.9)







<

≥+
=

...

,...

020при20

020при00300350
д

д
д

пр

ξ

ξ
ξψ i (рад). (1.10)

Эта зависимость показана на рис. 1.6.
Допускаемые неупругие перемещения железобетонных плит

также задаются предельной величиной угла поворота в шарнире
пластичности, т.е. формулами (1.9)−(1.10), где ширину сечения сле-
дует принимать равной b = 1 м.

В формулах (1.5)−(1.10) использованы следующие обозначения:
д
аR , д

а.сR − расчетные динамические сопротивления арматуры рас-
тяжению (сжатию), Па;   

д
прR − расчетная динамическая призменная прочность бетона,

Па;   
Еа − модуль упругости арматуры, Па;

µ, µ′ − коэффициенты армирования сечения растянутой (сжа-
той) арматуры

)( 0а bhF=µ ; )( 0а bhF ′=′µ ; (1.11)

аF , аF ′ − площадь растянутой (сжатой) арматуры, м2;
b − ширина прямоугольного сечения, м;

h0 − рабочая высота сечения, м;
l0 − расчетная длина элементов, м;
a′ − расстояние от равнодействующей усилий в сжатой арма-

туре до ближайшей грани сечения, м;
N − продольная сжимающая сила, Н;
д
рM − изгибающий момент, при котором напряжение в армату-

ре достигает д
аR ,
( ) ( )'5.05.0 дд

а.са
д

0
д
а

д
а

д
р axRFxhRFM −′+−= ;  (1.12)

д
прM − максимальный изгибающий момент, воспринимаемый

нормальным сечением при условии дд
Rξξ = ; для прямо-

угольного сечения
д
пр

2
0

д
р 50 RbhM .= ;  (1.13)

x д − высота сжатой зоны бетона при эквивалентной статиче-
ской нагрузке

)( д
пр

дд
аа bRRFx = ;  (1.14)
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ξ 

д − относительная высота сжатой зоны бетона; для изгибае-
мых элементов

0
дд hx=ξ  или  д

пр
д
а

д RRµξ = ,  (1.15)
а для внецентренно сжатых с малым эксцентриситетом
сжимающей силы

)( д
пр0

д
пр

д
а

д RbhNRR += µξ ;  (1.16)
д
Rξ  − граничное значение относительной высоты сжатой зоны

бетона, при котором предельное состояние элемента на-
ступает одновременно с достижением растянутой арма-
турой расчетного динамического сопротивления:
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RR ; (1.17)

д
0ξ  − характеристика сжатой зоны бетона,

д
пр

9д
0 108850 R−⋅−= .ξ .  (1.18)

При расчете изгибаемой конструкции в стадии Iа значе-
ние д

0ξ , найденное по этой  формуле, следует, во избежа-
ние хрупкого разрушения, уменьшить на 10 %;

S − коэффициент, зависящий от схемы загружения элемен-
тов и условий на опорах. Для отдельных схем загруже-
ния и условий на опорах коэффициент S приведен в
табл. 1.3. В случае загружения элемента одновременно
по нескольким схемам

n

nn

MMM
MSMSMSS

+++
+++

=
...
...

21

2211 , (1.19)

где S1 и M1, S2 и M2, …, Sn и Mn – соответственно коэф-
фициент S и наибольший изгибающий момент M для
каждой схемы загружения. В этом случае в формуле
прогиба ρ2

0Slf =  величина ρ1  определяется при зна-
чении M, равном сумме наибольших изгибающих мо-
ментов, определенных для каждой схемы загружения.

Таблица 1.3. Коэффициент S для отдельных схем загружения
и условий на опорах [29]

q
l 4

1
=S

P

l 3
1

=S
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Окончание табл. 1.3
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Подобным образом нормируются допускаемые неупругие пере-
мещения и в других странах. Для примера в табл. 1.4 приведены до-
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пускаемые коэффициенты пластичности для железобетонных и
стальных конструкций, принятые в США [127, 135].

Таблица 1.4. Допускаемые значения коэффициента
пластичности K,  принятые в США [127, 135]

Тип конструкции и характер деформации K
I. Армированные железобетонные конструкции

1. Изгиб:
а) балки )4( 0пр Ylψ

б) плиты )4( 0
ср
пр Ylψ

2. Сжатие (стены и колонны) 1.3
3. Сдвиг (балки и плиты):

а) сдвиг воспринимается только бетоном 1.0
б) сдвиг воспринимается и бетоном, и хомутами 1.3
в) сдвиг воспринимается только хомутами 3.0

II. Стальные конструкции
4. Изгиб (если обеспечена местная и поперечная устойчи-
вость):

а) открытое сечение (U, V, T-образное и т.п.) 12.5
б) замкнутое сечение (труба, короб и т.п.) 20

5. Колонны:
а) если λ < 10 и обеспечена местная устойчивость 5
б) если λ ≥ 10 ≤ 1

6. Сдвиг 5
7. Элементы при осевом растяжении 2yпр εε =

В табл. 1.4 использованы следующие обозначения (для приве-
дения в соответствие с Российскими нормами [29] они частично из-
менены по сравнению с оригиналом):
Y0 – упругий прогиб [то же, что в формуле (1.5)];

l – длина балки;
λ – гибкость колонны, определяемая по нормам [80];

εпр – предельная величина продольной деформации;
εu – продольная деформация, соответствующая достижению вре-

менного сопротивления;
ψпр – предельное раскрытие трещины в шарнире пластичности,

07000650пр .. ≤=
c
dψ ,       (1.20)

где d – расстояние от наружной поверхности сжатой зоны се-
чения до растянутой арматуры; c – расстояние от этой поверх-
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ности до нейтрального сечения при предельной прочности
(при вычислении c должна учитываться внешняя облицовка);

ср
прψ  – для плиты – среднее значение ψпр с учетом армирования в

обоих направлениях.
При применении коэффициентов пластичности, приведенных в

табл. 1.4, необходимо учитывать следующее [135]:
1. Для железобетонных конструкций эти коэффициенты получе-

ны на основании экспериментов с образцами, армированными
обычными методами. Имеются некоторые специальные методы ар-
мирования, значительно повышающие способность конструкций к
большим неупругим деформациям, и на них эти значения K не рас-
пространяются.

2. Для того чтобы в железобетонной конструкции реально могли
развиваться неупругие деформации, указанные в табл. 1.4, должны
соблюдаться следующие соотношения:

bd
A

d
t

R
R s

s

b ≤⋅
24.1

;
s

bss

R
R

bd
AA 250.≤
′− , (1.21)

где Rb – призменная прочность бетона; Rs – прочность арматурной
стали; As – площадь растянутой арматуры; sA′ – площадь сжатой ар-
матуры; t – толщина плиты или высота сечения балки; b – ширина
балки или единица ширины плиты; d – расстояние от наружной зо-
ны сжатой зоны сечения до растянутой арматуры.

3. Кроме выполнения соотношений (1.21), следует убедиться,
что ширина раскрытия трещины в шарнире пластичности не пре-
восходит допустимую величину (1.20). Надо иметь в виду, что экс-
перименты, на основе которых установлена последняя, производи-
лись на балках с высотой сечения от 150 до 500 мм. Если толщина
конструктивного элемента существенно выходит за эти пределы, то
формула (1.20) может приводить к значительному консерватизму.

4. Для стальных балок коэффициент пластичности K = 20, при-
веденный в табл. 1.4, является консервативным: в экспериментах
его среднее значение составило 26.4. В то же время следует убе-
диться, что изгиб балки не будет сопровождаться неупругими де-
формациями и потерей устойчивости фланцев, стенок, а также об-
щей устойчивости в поперечном направлении. Правила конструи-
рования для исключения таких деформаций приведены в
нормах [80].

5. При осевом растяжении стальных элементов неупругая де-
формация может, в принципе, достигать величины, соответствую-
щей временному сопротивлению. Однако в табл. 1.4 введен коэф-
фициент запаса 2.

6. При расчетах на повторяющиеся или длительно действующие
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импульсивные нагрузки следует с осторожностью использовать
значения, приведенные в табл. 1.4, так как небольшое занижение
нагрузки при отдельном импульсе может привести к значительному
занижению суммарной деформации конструкции. Поэтому реко-
мендуется расчетный отклик конструкции на каждый импульс в за-
пас повышать на 20 %.

1.2.3. О критериях отказа  железобетонных конструкций
при неупругих перемещениях

При динамических нагрузках неупругие перемещения в железо-
бетонных конструкциях образуются за счет пластических деформа-
ций арматуры. Поэтому логично было бы определять отказ конст-
рукции по критерию достижения этими деформациями предельной
величины. Это можно сделать при выполнении неупругого расчета
по методу конечных элементов, который позволяет найти распреде-
ление по конструкции деформаций в бетоне и арматуре.

Но при неупругом расчете конструкции с использованием схе-
матизации с шарнирами пластичности (таким расчетам посвящена
гл. 5) применение такого критерия отказа затруднительно. Дело в
том, что в этом случае, с одной стороны, предполагается, что ли-
нейный размер шарнира равен нулю, а с другой − что в нем полно-
стью сосредоточены неупругие деформации арматуры. При таких
условиях расчетное относительное удлинение арматуры оказывает-
ся бесконечно большим. В действительности же шарнир пластично-
сти – это математическая абстракция, а на самом деле в конструк-
ции образуется область конечной величины, в которой происходят
интенсивное растрескивание бетона и неупругие деформации арма-
туры. Однако размеры этой области существенно зависят от гео-
метрических размеров конструкции и прочностных характеристик
материалов, поэтому на практике достоверно определить их можно
лишь экспериментально [61].

По этой причине, как указано выше, при использовании шарни-
ров пластичности критерий отказа изгибаемых железобетонных
элементов устанавливают не по величине деформаций, а по неупру-
гим перемещениям конструкции: либо по величине коэффициента
пластичности K, либо по углу раскрытия трещины в шарнире ψпр.
При этом имеется отличие в задании предельной величины неупру-
гих перемещений по Российским нормам [29] и по документам
США [127, 135] (табл. 1.4). В нормах [29] коэффициент пластично-
сти K используется только для шарнирно опертых балок, а при дру-
гих краевых условиях предельные неупругие перемещения норми-
руются углом ψпр. В отличие от этого, в табл. 1.4 коэффициент пла-
стичности используется во всех случаях [правда, при условии кон-
троля величины ψпр – см. (1.20)].

Применение коэффициента пластичности K оправдано при рас-
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четах железобетонных конструкций, подверженных сжатию или
сдвигу: в этих случаях величина K обычно задается малой, а вычис-
ление действительных максимальных перемещений не практикует-
ся. Такой подход целесообразен также при расчетах металлических
конструкций, так как для них можно с достаточной точностью най-
ти упругий прогиб Y0, через который вычисляется коэффициент
пластичности. Но при изгибе железобетонных балок и плит (осо-
бенно последних) использование этого критерия осложняется тем,
что для них  расчетный упругий прогиб Y0 зависит от того,  как учи-
тывается снижение жестко-
сти сечения из-за растрес-
кивания бетона.

На рис. 1.7 в качестве
примера приведена заимст-
вованная из [127] зависи-
мость между перемещени-
ем и силой сопротивления,
полученная при расчете
железобетонной плиты. Ее
максимальное неупругое
перемещение Yн = 6.7 см
вычислено через предель-
ный угол поворота в шар-
нирах пластичности. Вели-
чина силы неупругого со-
противления   Qн = 25.1 МН
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Рис. 1.7. Влияние расчетной жесткости
сечения на зависимость между

перемещением и силой
сопротивления плиты

найдена по теории предельного равновесия (подробнее об этой тео-
рии см. гл. 4). Упругое перемещение Y0 вычислялось с использова-
нием трех разных значений момента инерции: I1 = Iспл – для сплош-
ного бетонного сечения (без учета армирования); I2 = Iтр – для сече-
ния с трещинами, как описано в разд. 3.4; I3 = (I1 + I2)/2 – среднее
значение.

Расчет показал, что при моменте инерции, равном I1, коэффици-
ент пластичности K = 61.9, при I2 – 34.5, а при I3 – 7.7, т.е. он изме-
няется в восемь раз. В то же время площадь под кривой, т.е. работа
деформации плиты, изменилась всего на 5 %.

В рассмотренном примере зависимость «перемещение−сила»
имеет один перелом («диаграмма Прандтля»). Это справедливо для
шарнирно опертой балки, в которой образуется единственный шар-
нир пластичности в пролете. Но, скажем, в балке с заделкой и шар-
нирной опорой образуется два шарнира: в пролете и в заделке, а с
двумя заделками – три: в пролете и на обеих опорах (см. разд. 5.5).
В случае их неодновременного образования зависимость «переме-
щение−сила» будет иметь не один, а соответственно два или три
перелома. При расчете таких балок иногда используют эквивалент-
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ное упругое перемещение Y0,экв (см. рис. 5.22), но при этом коэффи-
циент K становится еще более условным.

Из изложенного следует вывод, что коэффициент пластичности
K очень чувствителен к особенностям выбранной математической
модели железобетонной конструкции, в то время как энергия ее де-
формации – нет, поэтому допускаемую неупругую деформацию
предпочтительно нормировать по величине энергии. Критерием от-
каза, удовлетворяющим этому требованию, служит предельная ве-
личина угла поворота в шарнире пластичности ψпр .

По этой причине в Российских нормах [29] допускаемая вели-
чина неупругой деформации всех балок, кроме шарнирно опертых,
задается через угол ψпр. Более того, во внимание принимаются
только неупругие перемещения, а упругие исключаются из рас-
смотрения.



Глава  2
ЛИНЕЙНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ

В настоящей главе описаны методы выполнения расчетов дис-
кретных линейных систем на динамические нагрузки. Помимо из-
ложения общих принципов расчета, специальное внимание уделено
действию кратковременных нагрузок, в том числе возникающих
при экстремальных воздействиях на АЭС. Такие нагрузки иногда
разделяют на ударные и импульсивные.

Первые возникают за счет кинетической энергии летящих тел
(«снарядов»), взаимодействующих с конструкцией. Они ограниче-
ны исходным количеством энергии тела, а их величина и закон из-
менения зависят от механических параметров тела и преграды (их
массы, жесткости, прочности). Примерами могут служить нагрузки
при ударах самолета и других «снарядов».

Импульсивными называют кратковременные нагрузки, созда-
ваемые внешними по отношению к конструкции источниками и не
зависящие от ее динамических свойств. Примером является нагруз-
ка от воздушной ударной волны.

При проектировании на импульсивные и ударные нагрузки зда-
ний и сооружений АЭС требуется решить две задачи: первая – ана-
лиз прочности строительных конструкций, вторая – расчет вынуж-
денных колебаний здания с целью определения динамических на-
грузок на расположенное в нем оборудование.

Далее изложение доведено до определения перемещений конст-
рукции. По ним затем обычными методами строительной механики
могут быть найдены внутренние усилия и произведена проверка
прочности. Имеется обширная литература, посвященная этим во-
просам, и здесь они не затрагиваются.

2.1. Система с одной степенью свободы
(«линейный осциллятор»)

2.1.1. Свободные колебания
Рассматривается простейшая линейно-упругая система с одной

степенью свободы («линейный осциллятор»), показанная на
рис. 2.1. Способы приведения сложной конструкции к такой рас-
четной схеме будут рассмотрены в разд. 4.1.

Свободные колебания осциллятора с затуханием, пропорцио-
нальным скорости (вязкое трение, или затухание* по Фойгту−
Кельвину) описываются дифференциальным уравнением

0=++ kxxbxm &&& , (2.1)
                                                          

* Кроме термина затухание, используют термины трение, демпфирование,
диссипация энергии, потери энергии, рассеяние энергии, имеющие тот же смысл.
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где m – масса, кг; b – коэффициент затухания, Н/(м/с); k –жесткость,
Н/м; x&& , x&  и x – ускорение, скорость и перемещение массы.

x
k

m
y

x

b

Рис. 2.1. Линей-
ный осциллятор

После деления на m уравнение (2.1) приоб-
ретает вид

02 2 =++ xxx ωζω &&& ,  (2.2)
где ω − круговая частота осциллятора без демп-
фирования,

m
k

=ω , рад/с;  (2.3)

ζ − безразмерный коэффициент демпфирования,

km
b

m
b

22
==

ω
ζ  .   (2.4)

Круговую частоту можно выразить иначе. Предположим, что к
массе осциллятора горизонтально приложена сила веса mg. Полу-
ченное перемещение ∆x связано с нею соотношением

xkmg ∆⋅= . (2.5)
Выразив отсюда жесткость k и подставив в (2.3), получим для кру-
говой частоты выражение

x
g
∆

=ω , рад/с. (2.6)

Если начальные условия (перемещение и скорость осциллятора
в нулевой момент времени) равны

00 xx =)( ; 00 xx && =)( , (2.7)
а ζ < 1, то перемещение осциллятора подчиняется закону

)sin( αωζω += − tAex D
t , (2.8)

где Dω  − круговая частота с учетом демпфирования,
21 ζωω −=D ; (2.9)

A – амплитуда колебаний,

2

2
002

0
D

xxxA
ω

ωζ )( +
+=

&
; (2.10)

α  − начальная фаза,

Dx
xx
ω
ωζ

α
0

00 +=
&

. (2.11)
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Круговая частота ω показывает темп колебаний. Он может так-
же измеряться числом циклов колебаний в секунду f, герц (Гц), или
периодом колебаний T, с (продолжительностью цикла). Эти три ве-
личины связаны между собой соотношениями

π
ω
2

1
==

T
f . (2.12)

Из формулы (2.9) видно, что с увеличением затухания частота
колебаний ωD убывает и при ζ = 1 обращается в ноль. Значение
ζ = 1 называется критическим затуханием. Оно представляет собой
пороговый уровень, начиная с которого движение осциллятора пе-
рестает быть колебательным, а его масса апериодически стремится
к положению равновесия. В уравнении (2.2) затухание выражено в
долях критического (относительное затухание). В строительных
конструкциях и оборудовании затухание обычно составляет малые
доли критического, т.е. ζ << 1. В этом случае ωD ≈ ω.

Кроме относительного затухания, применяются и иные количе-
ственные характеристики потерь энергии. Наиболее употребитель-
ные из них – логарифмический декремент колебаний δ, равный на-
туральному логарифму отношения двух последовательных откло-
нений массы осциллятора в одну сторону, и коэффициент поглоще-
ния Ψ, представляющий собой отношение количества энергии, рас-
сеиваемой за один цикл колебаний, к полному количеству перед его
началом. Эти три характеристики затухания вычисляются одна че-
рез другую:

21
2

2 ζ
πζδ
−

=
Ψ

= . (2.13)

При обычных малых значениях относительного затухания δ ≈ 2πζ.
Как видно из (2.3) и (2.4), собственная частота и коэффициент

демпфирования зависят только от свойств самой системы (массы,
жесткости, потерь энергии), но не зависят от начальных условий,
т.е. от того, как она выведена из положения равновесия. Таким об-
разом, они являются параметрами самой системы (именно поэтому
частота и называется собственной). Напротив, амплитуда и началь-
ная фаза не могут рассматриваться как параметры системы, по-
скольку зависят от начальных условий.

2.1.2. Вынужденные колебания
Силовое возмущение. Так называют вынужденные колебания

осциллятора,  вызванные действием силы  R(t),  приложенной к массе
(рис.  2.2). Движение массы описывается дифференциальным урав-
нением

)(tRkxxbxm =++ &&& , (2.14)
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которое после деления на m приобретает вид

)(tR
m

xxx 12 2 =++ ωζω &&& . (2.15)

Общее решение уравнения  (закон  перемещений массы) при нуле-
вых начальных условиях выражается интегралом Дюамеля

ττωτ
ω

τζω dteR
m

tx D

t

D

t )](sin[)()( )( −= ∫ −−

0

1 , (2.16)

который надо вычислить в последовательные моменты времени t.
При этом для получения достаточной точности решения шаг по
времени ∆t должен быть в несколько раз меньше периода синуса в

y

x

x
k

m R(t)

b

Рис. 2.2. Силовое
возмущение осцил-

лятора

подынтегральной функции TD = 2π /ωD [обычно
принимают ∆t ≤ TD/(8÷10)]. Если закон R(t)
задан не аналитически, а «оцифровкой», т.е.
таблицей значений с определенным шагом, то
при вычислении интеграла должен быть ис-
пользован меньший из двух шагов − оцифров-
ки и указанного ∆t.

Решение дифференциального уравнения
(2.15) можно также найти путем его непосред-
ственного пошагового интегрирования каким-
либо численным методом (Рунге−Кутта, Нью-
марка, Вильсона и др.).  Чтобы обеспечить  до-

статочную точность, шаг интегрирования должен удовлетворять
приведенным выше требованиям (даже если используются неявные
методы, сходимость которых обеспечена при любом шаге). При
действии кратковременной нагрузки максимальный отклик осцил-
лятора обычно достигается через короткое время,  в течение которо-

)(0 tXm &&−

)(0 tX&&

x

y

k
x

0

m

b

Рис. 2.3. Кинематиче-
ское возмущение

го демпфирование сказывается мало. Поэто-
му если интересует только максимальный
отклик осциллятора, а не закон его колеба-
ний, то демпфированием можно пренебречь
и рассматривать уравнение

)(tRkxxm =+&& , (2.17)
или

)(12 tR
m

xx =+ω&& . (2.18)

Кинематическое возмущение. В этом
случае вынужденные колебания осциллятора
возбуждаются не действием силы, а движе-
нием опоры,  заданным законом  переносного
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ускорения  )(0 tX&&   (рис.2.3).  Такие колебания рассматриваются, в
частности, при сейсмическом воздействии [12]. В качестве возму-
щающей силы выступает переносная сила инерции  )()( 0 tXmtR &&−= .
Ее подстановка в (2.14) приводит к дифференциальному уравнению
относительных колебаний, которое описывает перемещения массы
в координатах x0y, связанных с движущимся основанием

)(tXmkxxbxm 0
&&&&& −=++ . (2.19)

После деления на m получаем
)(2 0

2 tXxxx &&&&& −=++ ωζω . (2.20)
Интеграл Дюамеля, дающий общее решение уравнения (2.20) при
нулевых начальных условиях,

ττωτ
ω

τζω dteXtx D

t

D

t )](sin[)(1)(
0

0
)( −−= ∫ −−&& . (2.21)

Решение (2.20) и (2.21) находят так же, как (2.15) и (2.16).
Абсолютное ускорение осциллятора при кинематическом воз-

мущении равно сумме переносного и относительного ускорений:
)()()( 0 tXtxtxa

&&&&&& += . (2.22)
В процессе колебаний на массу действует инерционная сейсмиче-
ская нагрузка, пропорциональная абсолютному ускорению:

axmtF &&−=)(сейсм . (2.23)

2.2. Свободные колебания дискретной системы
2.2.1. Выбор дискретной расчетной модели
В настоящее время статические и динамические расчеты строи-

тельных конструкций чаще всего производятся с использованием
дискретных расчетных схем (математических моделей), т.е. таких,
которые имеют конечное число точек и, соответственно, координат
(степеней свободы). Их колебания описываются системами обыкно-
венных дифференциальных уравнений.

Разумеется, все реальные тела являются сплошными, и при по-
строении модели производится их дискретизация тем или иным ме-
тодом. Сегодня для этого чаще всего используется метод конечных
элементов (МКЭ). Сложность расчетной модели и число степеней
свободы зависят от многих факторов: имеющихся вычислительных
возможностей; целей расчета, требований к его точности; ограниче-
ний, связанных с его трудоемкостью, стоимостью, сроками; законов
изменения и максимальных значений учитываемых нагрузок и т.д.
Выбор оптимальной модели, адекватной решаемой задаче, пред-
ставляет собой самостоятельную, причем достаточно непростую



Гл. 2. Линейные дискретные системы38

проблему. Он зависит от опыта и интуиции инженера и в значи-
тельной степени является искусством. В принципе, современные
компьютеры и программное обеспечение позволяют использовать
модели с очень большим, доходящим до многих тысяч числом сте-
пеней свободы. Но иногда разумно выбранная простая модель мо-
жет дать лучшие результаты, чем сложная. Подробное и содержа-
тельное обсуждение проблемы выбора схематизации можно найти в
[56]. Отдельные вопросы применительно к сейсмическим расчетам
рассмотрены также в [12]. Некоторую оценку необходимого числа
степеней свободы модели можно получить, сопоставив частоты
воздействия и собственные частоты конструкции. Для вычисления с
приемлемой точностью ее вынужденного движения необходимо,
чтобы наивысшая достоверно определенная собственная частота
была не меньше наивысшей частоты воздействия (способ ее опре-
деления по спектру отклика рассмотрен в разд. 4.4.1). При этом час-
то считают, что число достоверно определяемых собственных час-
тот и мод конструкции (эти понятия разъясняются далее) составляет
примерно половину от числа степеней свободы модели.

2.2.2. Дифференциальные уравнения движения
Далее предполагается, что строительная конструкция схемати-

зирована как линейная дискретная система с n степенями свободы.
Если потери энергии в системе отсутствуют (в этом случае она на-
зывается консервативной), то дифференциальные уравнения, опи-
сывающие ее свободные колебания, имеют вид

}0{}]{[}]{[ =+ xKxM && , (2.24)
где }{x&&  и {x} − векторы-столбцы ускорений и перемещений (раз-
мерность n×1); [M] и [K] − соответственно матрицы масс и жестко-
стей (n×n); {0} – нулевой (т.е. состоящий из нулей) вектор (n×1).

Движение системы определяется начальными условиями, пред-
ставляющими собой векторы перемещений и скоростей ее точек в
нулевой момент времени:

}{)}0({ 0xx = ; }{)}0({ 0xx && = . (2.25)

2.2.3. Собственные частоты и моды системы
Динамическими характеристиками линейных систем являются

собственные частоты и моды (иное наименование мод − собст-
венные формы). Они имеют следующий физический смысл.

Если система выведена из положения равновесия произвольным
образом [т.е. при произвольных начальных условиях (2.25)], то в
процессе колебаний движение по каждой из степеней свободы про-
исходит по закону, отличающемуся от гармонического (синусои-
дального). Но можно задать такие специальные начальные условия,
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при которых колебания по всем степеням свободы будут гармони-
ческими, причем с одной и той же частотой. При таком движении
вектор перемещений системы можно представить в виде

),sin(}{}{ αωφ += tx  (2.26)
где {φ} − вектор амплитуд (n×1); ω − круговая частота, рад/с; α –
начальная фаза.

Чтобы найти частоту ω и вектор амплитуд {φ}, подставим (2.26)
в уравнение (2.24). После простых преобразований получим

( ) }{)sin(}{][][ 02 =++− αωφω tKM . (2.27)
Синус не равен тождественно нулю, поэтому его можно сократить:

( ) }{}{][][ 02 =+− φω KM . (2.28)
Данное выражение представляет собой записанную в матричной

форме систему n однородных линейных алгебраических уравнений
относительно элементов φk вектора {φ}. Матрица этой системы −
это сумма матриц в круглых скобках. Она зависит от квадратов не-
известных пока собственных частот ω 2. Чтобы найти их, воспользу-
емся следующим свойством однородной линейной алгебраической
системы. Как известно, она имеет решение только в двух случаях.
Первый – если все φk = 0, что, очевидно, не представляет интереса,
так как означает отсутствие движения. Второй случай – если опре-
делитель (детерминант) матрицы системы равен нулю:

( ) 02 =+− ][][det KMω (2.29)
(значок «det» означает детерминант). Развернув этот определитель,
получим уравнение n-й степени* относительно квадратов частот ω 2.
Его решение дает n значений частот ω 

j, которые называются соб-
ственными частотами системы. Их число равно числу степеней
свободы, все они положительны и ниже будут считаться разными**.
Их принято нумеровать в порядке возрастания величины:

nωωω <<< K21 . (2.30)
 Каждой собственной частоте соответствует свой вектор ампли-
туд {φj}, называемый j-й модой (или j-й собственной формой) сис-
темы. Для его нахождения надо подставить ωj в (2.28). В результате
получим систему линейных алгебраических уравнений, из которой
определяются элементы φ jk вектора {φ j}. Но согласно (2.29) опреде-
                                                          

* Оно называется вековым уравнением. Это наименование связано с тем, что
аналогичные уравнения служат в астрономии для вычисления периодических
отклонений движения планет от эллиптических орбит, периоды которых исчис-
ляются сотнями лет.

** Иногда система имеет и одинаковые (кратные) частоты, но этот случай
здесь рассматриваться не будет.
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литель матрицы этой системы равен 0. Это означает, что одно из
уравнений системы не является независимым, т.е. его можно полу-
чить, сложив остальные с соответствующими коэффициентами.
Иными словами, фактически для нахождения n неизвестных эле-
ментов φ jk мы располагаем  только n−1 уравнением. Поэтому какой-
либо один из элементов φ jk можно задать произвольно, а значения
остальных будут пропорциональны ему. Таким образом, элементы
вектора {φ j} представляют собой не численные значения перемеще-
ний по координатам, а соотношения между ними. Если система со-
вершает колебания по какой-либо моде, то перемещения по коор-
динатам изменяются, но их отношения остаются неизменными.

Поскольку элемент вектора моды, через который вычислены ос-
тальные, может быть задан произвольно, то мода определяется с
точностью до постоянного множителя k, т.е. вектор k{φ j} являет-
ся модой, так же как и вектор {φ j}. Задание конкретного значения
множителя k называется нормированием моды. Например, иногда
его задают таким образом, чтобы максимальный элемент вектора
{φ j} был равен 1. Другой способ нормирования будет рассмотрен
ниже в связи с обсуждением формул (2.36) и (2.37).

Отметим, что если система совершает колебания по одной из
мод, то для определения координат всех ее точек достаточно знать
координату только какой-либо одной точки, так как все остальные
можно вычислить через найденные соотношения. Это означает, что
в процессе таких колебаний система имеет одну степень свободы.

φ12

φ13
y

φ11

φ23

y

φ22

φ21

1 мода 2 мода 3 мода

m1

x2

x

y

m2

m3

x1

x3

φ32

y
φ33

φ31

Рис. 2.4. Моды (собственные формы) системы с тремя
степенями свободы

На рис. 2.4 в качестве примера изображен стержень с тремя со-
средоточенными массами, совершающими горизонтальные колеба-
ния. В любой момент времени положение системы в пространстве
задается тремя координатами x1, x2, x3. Следовательно, она имеет
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три степени свободы и, соответственно, три собственные частоты и
три моды, которые изображены справа.

Из описания процедуры нахождения собственных частот и мод
видно, что они зависят только от динамических параметров систе-
мы (распределения масс и жесткостей, т.е. матриц [M] и [K]), но не
от начальных условий, т.е. способа возбуждения колебаний по дан-
ной моде (это можно сделать по-разному). Таким образом, собст-
венные частоты и моды являются естественными, внутренними ха-
рактеристиками самой системы (именно поэтому они и именуются
собственными).

Совокупность квадратов собственных частот и мод называют
собственными значениями матрицы ( )][][ KMj +− 2ω . При их нахож-
дении различают частную и общую проблемы собственных значе-
ний. Первая (наиболее часто используемая) означает вычисление
только требуемого количества низших, а вторая – всех n значений.

Сложность вычисления собственных значений существенно за-
висит от порядка системы n. Для простейшей системы с 2 степеня-
ми свободы процедура сводится к элементарным алгебраическим
формулам (см., например, [12]). Но с повышением порядка системы
вычислительные трудности быстро возрастают. Классические мето-
ды таких вычислений излагаются во многих работах по теории ко-
лебаний и динамике сооружений (например, [54, 84] и др.) и здесь
не рассматриваются. Заметим, что эти методы рассчитаны на «руч-
ной» счет. В настоящее время собственные значения вычисляют с
помощью компьютера, и соответствующие процедуры имеются в
большинстве современных вычислительных программ. Но изложе-
ние их алгоритмов не входит в задачи настоящей книги.

2.2.4. Свойства мод
Моды обладают следующими свойствами:
1. Совокупность мод {φ j} представляет собой полную систему

векторов в n-мерном пространстве. Это означает, что любой
n-мерный вектор может быть разложен по векторам {φ j} (т.е. пред-
ставлен как их сумма с определенными коэффициентами). 

2. Моды удовлетворяют двум условиям ортогональности, кото-
рые доказываются следующим образом.

Рассмотрим уравнение (2.28), соответствующее j-й моде. Рас-
кроем скобки и умножим слева на транспонированный вектор дру-
гой, i-й моды {φ i}T:

}{}{}]{[}{}]{[}{ 02 T
ij

T
ij

T
ij KM φφφφφω =+− . (2.31)

Произведения матриц и векторов в левой и правой частях уравне-
ния представляют собой числа. В правой части оно равно 0, т.е.

02 =+− }]{[}{}]{[}{ j
T

ij
T

ij KM φφφφω . (2.32)
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Проделаем аналогичную процедуру с уравнением (2.28), соот-
ветствующим i-й моде, которое умножим слева на транспонирован-
ный вектор j-й моды {φ j}T. Получим

02 =+− }]{[}{}]{[}{ i
T

ji
T

ji KM φφφφω . (2.33)
Транспонируем обе части (2.33). Как известно, при транспони-

ровании произведения матриц получается произведение транспони-
рованных матриц, записанных в обратном порядке. Кроме того, по-
скольку матрицы масс и жесткостей симметричны, [M]T = [M] и
[K]T = [K]. Таким образом, транспонирование (2.33) дает

02 =+− }]{[}{}]{[}{ j
T

ij
T

ii KM φφφφω . (2.34)
Почленно вычтем уравнения (2.32) из (2.34). Так как вторые

слагаемые в их левых частях одинаковы, получим
022 =− }]{[}){( j

T
iji M φφωω . (2.35)

Если i ≠ j, то собственные частоты различны, т.е. 0)( 22 ≠− ji ωω , и,
следовательно, произведение {φ i}T[M]{φ j} = 0. Если же i = j, то

022 =− )( ji ωω , и это произведение равно не нулю, а положительно-
му числу ||φ i||2, именуемому квадратом нормы вектора моды.

Таким образом, из (2.35) следует первое условие ортогонально-
сти мод:





=>=
≠

=
.||||}]{[}{
;

}]{[}{
jiM
ji

M
ii

T
i

j
T

i при0
при0

2φφφ
φφ (2.36)

Подставив его в (2.34), получим второе условие ортогональности:





=>
≠

=
.||||
;

}]{[}{
ji
ji

K
ii

j
T

i при0
при0

22 φω
φφ (2.37)

Отметим, что условия ортогональности выполняются только
для мод с разными собственными частотами, а в случае кратных
частот они не справедливы.

Иногда моды нормируют исходя из условия ||φi||2 = 1 (получен-
ные таким образом моды }

~
{ iφ  называются ортонормированными).

Для этого следует каждую моду разделить на ее норму:

}]{[}{
}{

||||
}{}~{

i
T

i

i

i

i
i

M φφ
φ

φ
φφ == . (2.38)

В этом случае условия ортогональности упрощаются:





=
≠

=
.
;

}~]{[}~{
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ji

M i
T

i при1
при0

φφ (2.39)
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
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2ω
φφ (2.40)

2.2.5. Решение уравнений свободных колебаний методом
модальной суперпозиции

Теперь перейдем к нахождению закона свободных колебаний
дискретной системы (конструкции) при произвольных начальных
условиях (2.25). Как было указано, в этом случае колебания точек
не будут гармоническими. В принципе, их можно определить путем
прямого пошагового интегрирования системы дифференциальных
уравнений (2.24). Краткие сведения о методах таких расчетов при-
ведены в разд. 2.3.2. Найдя законы перемещений точек конструк-
ции, внутренние усилия в ней в каждый момент времени вычисляют
по обычным формулам строительной механики.

Но часто применяется другой способ интегрирования уравнений
движения – метод модальной суперпозиции, или разложение коле-
баний по модам, который основан на использовании условий орто-
гональности (2.36)−(2.37). Его суть сводится к тому, что сначала
связанную систему дифференциальных уравнений (2.24) расклады-
вают на совокупность независимых дифференциальных уравнений,
каждое из которых описывает движение по одной из мод. После
этого вычисляют законы движения по всем интересующим модам, а
затем складывают их в каждый момент времени (суперпозиция, или
наложение). В результате этого получают движение системы в ис-
ходных координатах. Опишем эту процедуру подробнее.

Чтобы разложить движение по модам, ищем решение системы
(2.24) в виде

∑∑
==

==
n

j
jj

n

j
j tqtxtx

11
)(}{)}({)}({ φ , (2.41)

где {xj(t)} – вектор перемещений по j-й моде (модальных), равный
произведению вектора моды на нормальную или обобщенную коор-
динату qj(t) – неизвестную пока функцию времени*, которая подле-
жит определению. Остальные обозначения в (2.41) прежние. Под-
ставив (2.41) в (2.24) и опустив для краткости обозначение зависи-
мости qj от времени t, получим

}{}{][}{][ 0
11

=+ ∑∑
==

n

j
jj

n

j
jj qKqM φφ && . (2.42)

Воспользуемся условиями ортогональности. Для этого умножим
(2.41) слева на транспонированный вектор i-й моды {φi}T:

                                                          
* Обращаем внимание читателя, что координата qj(t) – это функция времени,

а не пространственное положение точки, как это привычно понимать.
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}{}{}{][}{}{][}{ 0
11

T
i

n

j
jj

T
i

n

j
jj

T
i qKqM φφφφφ =+ ∑∑

==

&& . (2.43)

В силу (2.36)−(2.37) все члены сумм, кроме i-го, равны нулю, а
единственный оставшийся член

0222 =+ iiiii qq |||||||| φωφ && . (2.44)

Сравнивая (2.44) и (2.1), видим, что множитель перед iq&&  играет
роль массы, а перед qi − жесткости. Поэтому иногда для них ис-
пользуют следующие наименования:

− i-я модальная (или обобщенная) масса
}]{[}{|||| i

T
iii Mm φφφ == 2 ; (2.45)

− i-я модальная жесткость
22 |||| iiik φω= . (2.46)

Сократив (2.44) на ||φi||2, получим уравнение
02 =+ iii qq ω&& , (2.47)

из которого определяется i-я нормальная координата. Это диффе-
ренциальное уравнение не содержит члена, отражающего потери
энергии. Их можно было бы учесть, введя в (2.24) матрицу дисси-
пации, однако модальное разложение такой системы возможно
только при специальных видах этой матрицы [12]. Чаще затухание
учитывают, добавляя соответствующий член в каждое из уравнений
(2.47). В случае вязкого трения они приобретают вид

02 2 =++ iiiiii qqq ωζω &&& . (2.48)

В дальнейшем будем рассматривать это уравнение.
Определение начальных условий для уравнений движения

по модам. Уравнение (2.48) аналогично уравнению свободных ко-
лебаний линейного осциллятора (2.2). Способ определения началь-
ных условий к нему по условиям (2.25) подобен процедуре модаль-
ного разложения системы (2.24). Разложим {x0} и }{ 0x&  по модам:

∑
=

=
n

j
jj qx

1
00 }{}{ φ ; ∑

=

=
n

j
jj qx

1
00 && }{}{ φ . (2.49)

Коэффициенты jq0  и jq0&  представляют собой начальные переме-
щения и скорости для уравнения колебаний по j-й моде. Для их вы-
числения домножим слева обе части равенств (2.49) на {φi}T[M]:
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В силу условия ортогональности (2.36) единственные не равные ну-
лю члены сумм в правых частях соответствуют i = j:

ii
T

i qxM 0
2

0 ||||}]{[}{ φφ = ; ii
T

i qxM 0
2

0 && ||||}]{[}{ φφ = . (2.51)
Отсюда находим
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& = . (2.52)

Решение уравнения (2.48) с этими начальными условиями ана-
логично (2.8):

)sin( iDi
t

ii teAx ii αωωζ += − , (2.53)
где Diω  − i-я собственная частота с учетом демпфирования,

21 iiDi ζωω −= ; (2.54)
Ai – амплитуда колебаний по i-й моде,

2

2
002

0 
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qqqA
ω

ζω )( +
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; (2.55)

αi − i-я начальная фаза,

Dii

iiii
i q

qq
ω

ζωα
0

00 +
=
&

. (2.56)

Как видно, амплитуда и начальная фаза зависят от начальных
условий. Поэтому их, в отличие от мод и собственных частот, рас-
сматривать как характеристики самой системы нельзя.

Вектор перемещений системы. Для получения этого вектора
вернемся к (2.41):

∑
=

− +=
n

i
iDi

t
ii teAtx ii

1
)sin(}{)}({ αωφ ωζ . (2.57)

Таким образом, сложные, не синусоидальные колебания точек сис-
темы представлены как сумма (суперпозиция) синусоидальных коле-
баний.

Достаточную точность решения можно получить, учитывая в
сумме (2.57) не все n, а только s < n мод. Этот вопрос особенно ак-
туален, если порядок системы n очень велик. Количество мод, кото-
рое необходимо учесть, можно определить на основе следующих
энергетических соображений.
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Энергия системы в момент начала колебаний
000 TUE += , (2.58)

где U0 – начальная потенциальная энергия,

}]{[}{
2
1

000 xKxU T= ; (2.59)

T0 – начальная кинетическая энергия,

}]{[}{
2
1

000 xMxT T &&= . (2.60)

Если система консервативная, т.е. в (2.57) все ζi = 0, то в любой
момент времени ее энергия равна начальной энергии E0. Вычислим
кинетическую энергию системы. Для этого сначала найдем вектор
скоростей, продифференцировав (2.57):
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i
iiiii tAtx

1
)cos(}{)}({ αωωφ& . (2.61)

Кинетическая энергия
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С учетом (2.36)
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Число учтенных мод s можно считать достаточным, если мак-
симальное значение кинетической энергии Tmax, рассчитанное с
учетом s первых членов суммы в (2.63), отличается от начальной
энергии E0 не более чем на заданную величину (например, на 5 %).

Независимость решения от масштаба мод. Как указано ранее,
вектор моды задается с точностью до произвольного множителя
(масштаба). Остановимся на вопросе о влиянии этого масштаба на
результаты расчета. Обозначим i-ую масштабированную моду
тильдой:

}{}~{ iii k φφ = . (2.64)
Квадрат ее нормы равен

222 ||||}~]{[}~{||~|| jii
T

ii kM φφφφ == . (2.65)

Подставив (2.64) и (2.65) в (2.52), видим, что начальное перемеще-
ние и скорость, вычисленные с использованием масштабированной
моды, уменьшаются в ki раз. Из (2.55) следует, что во столько же
раз уменьшается амплитуда колебаний:



2.3. Вынужденные колебания при силовом возмущении 47

i
i

i A
k

A 1
=~ . (2.66)

Начальная фаза αi не изменяется.
После подстановки (2.64) и (2.66) в (2.57) получается
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Масштабный множитель ki сокращается. Сравнив с (2.57), видим,
что перемещение не изменилось, т.е. закон колебаний системы не
зависит от масштаба мод. Это естественно, так как этот масштаб
выбирается произвольно, т.е. зависит от нашей воли, а перемещения
точек системы являются реальными физическими величинами, не
зависимыми от нашей воли.

Тем не менее иногда моды нормируют согласно (2.38). В этом
случае их нормы равны 1, и все формулы соответствующим обра-
зом упрощаются.

2.3. Вынужденные колебания дискретной системы
при силовом возмущении

2.3.1. Дифференциальные уравнения движения
Обратимся к рассмотрению вынужденных колебаний линейной дис-
кретной системы с n степенями свободы под действием зависящей
от времени нагрузки R(t). Перемещения системы описываются
дифференциальными уравнениями

)(}{}]{[}]{[ tRJxKxM =+&& , (2.68)
где вектор {J} показывает распределение нагрузки по конструкции:
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Такой вид вектора {J} означает, что нагрузка приложена по s степе-
ням свободы системы с номерами k, k+1, …, k+s и распределена
между ними с постоянными коэффициентами ak, ak+1, …, ak+s,

11 =+++ ++ skkk aaa K .
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Это означает, что в любой момент времени нагрузки по всем степе-
ням свободы остаются пропорциональными друг другу.

2.3.2. Решение системы дифференциальных уравнений
методом прямого пошагового интегрирования

При пошаговом интегрировании перемещения и скорости точек
системы определяются в дискретные моменты времени, интервал
между которыми называется шагом интегрирования ∆t. Перемеще-
ния и скорости точек системы в каждый момент времени находят по
их значениям в предыдущий момент.

Существует большое количество методов пошагового интегри-
рования. Их часто используют при расчетах на ударные и импуль-
сивные воздействия. Это удобно потому, что во многих случаях
длительность нагрузки измеряется десятыми и даже сотыми долями
секунды (см., например, гл. 8 и 9), и поэтому количество шагов ин-
тегрирования оказывается небольшим.

Например, на рис. 9.7,а приведена нагрузка при ударе самолета
Phantom RF-4E. Ее длительность составляет 0.07 с, и после оконча-
ния ее действия необходимо рассмотреть свободные колебания кон-
струкции еще примерно в течение такого же времени. Таким обра-
зом, общая продолжительность рассчитываемых колебаний соста-
вит 0.15 ÷ 0.2 с. Шаг интегрирования должен быть не более
1/10 ÷ 1/12 периода колебаний по наивысшей моде, дающей суще-
ственный вклад в динамический отклик системы. На рис. 9.7,б вид-
но, что выше частоты 80 Гц график коэффициента динамичности
для этой нагрузки мало отличается от 1, т.е. отклик необходимо
достоверно определить примерно до этой частоты. Значит, период
равен 0.0125 с, а шаг интегрирования

( ) 001.00012.00125.012/110/1 ÷≈⋅÷≤∆t с.

Если принять ∆t = 0.001 с, то окажется, что при указанной длитель-
ности колебаний потребуется сделать всего 150 ÷ 200 расчетных
шагов. 

Возможность выполнения пошагового интегрирования преду-
смотрена во многих современных вычислительных комплексах (на-
пример, в MSC/NASTRAN [123−125]). При подробной конечно-
элементной схематизации конструкции период ее колебаний по
наивысшей моде обычно оказывается меньше шага интегрирования
∆t, выбранного так, как описано ранее. Поэтому используются не-
явные методы интегрирования, обеспечивающие сходимость реше-
ния независимо от величины ∆t (методы Вильсона, Ньюмарка и
др.). Их подробное рассмотрение не входит в задачи настоящей
книги, a описание можно найти в [2, 37] и др.
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2.3.3. Решение методом модальной суперпозиции
Процедура решения. Интегрирование системы уравнений дви-

жения можно выполнить методом модальной суперпозиции. Для
этого, как и в случае свободных колебаний, решение системы оты-
скивается в виде (2.41). Его подстановка в (2.68) дает
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φφ && . (2.70)

Умножим (2.70) слева на произведение {φ i}T[M]:
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В силу условий ортогональности (2.36)−(2.37) все члены сумм рав-
ны нулю, кроме i-го:

)(}{}{)(||||)(|||| 222 tRJtqtq T
iiiiii φφωφ =+&& . (2.72)

Разделив на квадрат нормы (модальную массу), получим
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iii 2
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φω =+&& . (2.73)

Мы получили дифференциальное уравнение вынужденных ко-
лебаний по i-й моде, интегрирование которой дает i-ю обобщенную
координату qi(t). Оно не учитывает потери энергии в системе, кото-
рые можно включить в рассмотрение, добавив в уравнение соответ-
ствующий диссипативный член. При вязком трении

)(
||||

}{}{ tRJqqq
i
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iiiiii 2
22

φ
φωζω =++ &&& . (2.74)

В дальнейшем будет рассматриваться это уравнение. Впрочем, как
было указано в разд. 2.1.2, при импульсивных и кратковременных
нагрузках величины максимальных перемещений слабо зависят от
затухания, и в этом случае им иногда в запас пренебрегают.

Коэффициенты участия. Обозначим

2||||
}{}{

i

T
i

i
J

φ
φ

=Γ . (2.75)

Число Γi называется коэффициентом участия i-й моды. Оно пока-
зывает, какая часть возмущающей силы расходуется на возбужде-
ние вынужденных колебаний по ней. С использованием этого обо-
значения уравнение (2.75) приобретает вид

)(2 2 tRqqq iiiiiii Γ=++ ωζω &&& . (2.76)
Это – дифференциальное уравнение вынужденных колебаний ли-
нейного осциллятора с круговой частотой ω i при действии силы
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R(t), аналогичное (2.15). Методы его интегрирования рассматрива-
лись ранее. Оно еще более упрощается, если сделать подстановку

iiiq Γ=ψ . (2.77)
Тогда

)(tRiiiiii =++ ψωψζωψ 22 &&& . (2.78)
Подставив (2.78) в разложение (2.41), с учетом всех обозначе-

ний получим вектор перемещений в виде
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Произведение {φ i}Γi представляет собой нормированный вектор i-й
моды. Обозначим

}{}{ jjj ηφ =Γ . (2.80)
Тогда окончательный вид вектора перемещений
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Независимость решения от масштабирования мод. Как и в
случае свободных колебаний, результат расчета не зависит от мас-
штаба мод. Чтобы показать это, вычислим коэффициент участия

}~{ jΓ  с модой }~{ jφ , масштабированной согласно (2.64):
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В формуле (2.81) должна стоять нормированная мода }~{ jη , вычис-
ленная по формуле (2.80):

}{}{}{~}~{}~{ jjjjjjjj k
k ηφφφη =Γ=Γ=Γ=

1 . (2.83)

Как видно, при любом масштабе моды вектор {ηj}, а следова-
тельно, и перемещение {x(t)} не изменяется.

Ограничение числа учитываемых мод и оценка погрешно-
сти. Преимущество динамического расчета методом модальной су-
перпозиции заключается в том, что в действительности в сумму
(2.81) можно включить не все n мод системы, а только ограничен-
ное число r < n низших. Погрешность за счет отбрасывания высших
мод можно следующим образом оценить с помощью выведенного
далее соотношения между векторами {ηi}.

Домножим (2.73) на [M]{φ i}:
)(}]{[)(}]{[)(}]{[ 2 tRMtqMtqM iiiiiii Γ=+ φφωφ && . (2.84)
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Из условий ортогональности (2.36)−(2.37) следует, что
}]{[}{}]{[}{ j

T
ij

T
ii KM φφφφω =2 , (2.85)

и, следовательно,
}]{[}]{[ jji KM φφω =2 . (2.86)

С учетом этого запишем (2.84) в виде
)(}]{[)(}]{[)(}]{[ tRMtqKtqM iiiiii Γ=+ φφφ && . (2.87)

Просуммируем уравнения (2.87) для всех n мод:
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Сравнивая (2.70) и (2.88), видим, что их левые части аналогичны, а
следовательно, равны и правые:
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Поскольку множитель R(t) ≢ 0, сократим его, и тогда
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Отсюда получаем следующее равенство для суммы векторов {ηi}:
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С помощью этого «контрольного соотношения» можно оценить
погрешность, вносимую отбрасыванием высших мод. Для этого оно
должно использоваться в сочетании с коэффициентом динамично-
сти kд(ω) для нагрузки R(t), который представляет собой макси-
мальное перемещение линейного осциллятора с собственной часто-
той ω при действии этой нагрузки. При некоторой частоте ω  ≥ ω r+1
значения kд(ω) становятся постоянными, или его изменения доста-
точно малы, чтобы ими можно было пренебречь. В теории сейсмо-
стойкости коэффициент динамичности именуется «спектром откли-
ка» S(ω). Подробнее он рассматривается в гл. 4.

Оценка указанной погрешности основана на следующих сооб-
ражениях. Допустим, что в сумме (2.81) учтено только r < n низших
мод с частотами до ω r включительно. Тогда для суммы остальных
векторов {η  i} получаем равенство
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Назовем сумму в левой части «остаточным вектором»
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Низшая из неучтенных частот равна ω r+1. Предположим, что
при более высоких частотах коэффициент динамичности можно
считать постоянным:

kд(ω) ≈ kд(ω r+1) ≈ const при ω >ω r+1. (2.94)
Поскольку коэффициент динамичности представляет собой макси-
мальное перемещение при данной частоте, то выполняется следую-
щее неравенство:
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Полученное двойное неравенство задает «вилку», в пределах
которой лежит истинное перемещение: левая часть – это его оценка
снизу, а правая – сверху. Величина

)(}~{ 1д +=∆ rk ωη  (2.96)

показывает наибольшую величину ошибки за счет отбрасывания
высших мод.

Запишем «контрольное соотношение» (2.91) для случая, когда
нагрузка приложена по s степеням свободы с номерами k, k+1, … ,
k+s, которым соответствуют сосредоточенные массы mk, …, mk+s. В
этом случае вектор {J} выражается согласно (2.69). Произведя ум-
ножение векторов в числителе (2.75), получим
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Обозначим
}{}{][ )(1 sJJM =− , (2.98)

где {J(s)} − вектор, элементы которого с k-го по (k+s)-й равны соот-
ветственно ak/mk, …, ak+s/mk+s, а остальные – нулю:
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Тогда «контрольное соотношение» (2.91) запишется в виде
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В простейшем случае, когда нагрузка приложена в одной, k-й
точке, в которой сосредоточена масса mk, соотношение (2.100) уп-
рощается:

}{}{
||||

)(1

1
2 J

n

i
i

i

ik =∑
=

φ
φ
φ , (2.101)

где вектор {J(1)} равен:

элементй

элементй

элементй1

0

1

0

1

−

−

−



























=

n

kmJ k

M

M

M

M

/}{ )( (2.102)

Приведенные ранее формулы упрощаются, если векторы мод
ортонормированы. Так, коэффициент участия (2.75)
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Соответственно этому, контрольное условие (2.100) имеет вид
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а формула (2.101)
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2.4. Вынужденные колебания дискретной системы
при кинематическом возмущении

2.4.1. Дифференциальные уравнения движения
В предыдущем разделе рассматривались вынужденные колеба-

ния системы под действием силы (силовое возмущение). Но колеба-
ния могут происходить также под действием инерционной нагрузки
при колебаниях основания (кинематическое возмущение). Эта про-
блема возникает, во-первых, при проверке сейсмостойкости конст-
рукций. Кроме того, такие расчеты необходимо выполнять для про-
верки прочности и работоспособности вторичных систем (оборудо-
вания, строительных конструкций), находящихся внутри зданий,
совершающих колебания под действием экстремальных динамиче-
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ских нагрузок (например, удара самолета или ВУВ). Вопросы рас-
чета конструкций на сейсмическое воздействие, т.е. при кинемати-
ческом возмущении, подробно рассмотрены в [12]. Поэтому здесь
они будут изложены кратко и в основном без доказательств.

Считаем, что конструкция линейная и в ней отсутствуют потери
энергии. Закон ускорений ее основания (переносное ускорение)

)(tX&& . Как и ранее, матрица масс равна [M], а матрица жесткостей
[K]. Вектор инерционных сейсмических нагрузок, действующих на
конструкцию,

)(}]{[)( 0 tXJMtR &&−= , (2.106)
где {J} – вектор, компонентами которого являются косинусы углов
между направлением колебаний основания и перемещениями по
степеням свободы (для степеней свободы, соответствующих угло-
вым колебаниям, его компоненты равны 0). Подставив (2.106) в
(2.68), получим уравнение вынужденных колебаний системы при
кинематическом возмущении:

)(}]{[}]{[}]{[ 0 tXJMxKxM &&&& −=+ . (2.107)

2.4.2. Интегрирование системы
методом модальной суперпозиции

Будем, как и ранее, искать решение системы в виде (2.41). Под-
ставим его в (2.107) и умножим обе части слева на транспонирован-
ный вектор i-й моды{φi}T:

)(}]{[}{)(}{][}{)(}{][}{ tXJMtqKtqM T
i

n

j
jj

T
i

n

j
jj

T
i 0

11

&&&& φφφφφ =+ ∑∑
==

. (2.108)

В силу условий ортогональности (2.36) и (2.37) все члены сумм,
кроме i = j, равны нулю. Единственный оставшийся член

)(}]{[}{)(||||)(|||| tXJMtqtq T
jjjjjj 0

222 &&&& φφωφ =+ . (2.109)

После деления на квадрат нормы получаем дифференциальное
уравнение, из которого определяется координатная функция q j(t):

)(
||||

}]{[}{
)()( tX

JM
tqtq

j

T
j

jjj 02
2 &&&&

φ
φ

ω =+ . (2.110)

Оно отличается от дифференциального уравнения колебаний ли-
нейного осциллятора (2.20)  множителем  в правой части,  который
называется коэффициентом участия j-й моды. Обозначим его

2||||
}]{[}{

j

T
j

j

JM
φ

φ
=Γ . (2.111)
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Он показывает, какая часть инерционной нагрузки расходуется на
возбуждение колебаний именно по данной моде. Если Γj = 0, то ко-
лебания по ней отсутствуют.

Дальнейшее решение аналогично (2.77)−(2.81). С учетом (2.77)–
–(2.80) закон перемещений системы имеет вид

∑
=

=
n

j
jj ttx

1
)(}{)}({ ψη . (2.112)

2.4.3. Сумма нормированных векторов мод
Векторы {η j} удовлетворяют равенству

}{}{
1

J
n

j
j =∑

=

η . (2.113)

Это соотношение используется для определения необходимого чис-
ла учитываемых мод и оценки погрешности (этот вопрос будет под-
робнее рассмотрен в гл. 4). Приведем его доказательство.

Как известно [22], моды {φ j} образуют базис в n-мерном век-
торном пространстве, т.е. любой вектор такой размерности может
быть разложен по векторам мод. Выполним это для вектора {J}:

∑
=

=
n

j
jjaJ

1
}{}{ φ , (2.114)

где aj – коэффициенты, подлежащие определению. Чтобы найти их,
умножим слева обе части (2.114) на произведение транспонирован-
ного вектора i-й моды и матрицы масс:

∑
=

=
n

j
jj

T
i

T
i aMJM

1
}{][}{}]{[}{ φφφ . (2.115)

В силу условия ортогональности (2.36) все члены суммы равны 0,
кроме i = j:

2||||}]{[}{}]{[}{ iii
T

ii
T

i aMaJM φφφφ == . (2.116)
Отсюда получаем

2||||
}]{[}{

i

T
i

i
JMa

φ
φ

= , (2.117)

т.е. коэффициент ai равен коэффициенту участия Γi. Подставив это
в (2.116), с учетом (2.113) получаем искомое соотношение (2.115).

2.5. Вычисление матриц масс и податливости
с помощью мод

Большинство вычислительных программ позволяет найти соб-
ственные частоты системы и моды, но получение матриц масс и же-
сткостей может быть затруднительно. Ниже показано, как, пользу-
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ясь условиями ортогональности мод, можно вычислить по ним мат-
рицы масс и жесткостей.

Образуем матрицу [Φ], составленную по столбцам из мод. С ее
применением условие ортогональности (2.36) запишется следую-
щим образом:

[ ] [ ][ ] [ ]2|||| i
T M φ=ΦΦ , (2.118)

где [ ]2|||| iφ  – диагональная матрица, i-й элемент на диагонали кото-
рой равен квадрату нормы i-й моды.

Вычислим обратные матрицы от обеих частей равенства (на-
помним, что обратная матрица от произведения матриц равна про-
изведению обратных матриц в обратном порядке):

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] 12111 −−−− =ΦΦ |||| i
TM φ . (2.119)

Умножив обе части равенства (2.119) слева на [Φ], а справа на [Φ]T,
получим

[ ] [ ][ ] [ ]TiM ΦΦ=
−− 121 ||||φ . (2.120)

Матрица [ ] 12 −|||| iφ  − диагональная, составленная из чисел, обратных
квадратам норм мод.

Аналогичным образом можно вычислить матрицу податливо-
стей [Λ] = [K]−1. Запишем условие ортогональности (2.37) в виде:

[ ] [ ][ ] [ ][ ]22 |||| ii
T K φω=ΦΦ , (2.121)

где [ ]2
iω  − диагональная матрица, i-й элемент на диагонали которой

равен квадрату i-й собственной круговой частоты. Вычислив обрат-
ные матрицы от обеих частей равенства и домножив обе части слева
на [Φ], а справа на [Φ]T, получим

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]TiiK ΦΦ==Λ
−−− 12121 ωφ |||| , (2.122)

где [ ] 12 −
iω  − диагональная матрица, составленная из обратных чисел

к квадратам собственных круговых частот.
Если моды ортонормированны, то
[ ] [ ]Ei =2||||φ , (2.123)

где [E] – единичная матрица. Тогда соотношения (2.120) и (2.122)
приобретают более простой вид

[ ] [ ][ ]TM ΦΦ=−1 ; (2.124)

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]TiK ΦΦ==Λ
−− 121 ω . (2.125)



Глава 3
ЛИНЕЙНЫЕ КОНТИНУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

Континуальными, т.е. непрерывными или сплошными, называют
системы с непрерывным распределением масс. К ним относятся
балки, пластинки, оболочки, объемные тела, которые имеют беско-
нечно большое число точек сосредоточения масс, а следовательно,
и степеней свободы. Их колебания описываются дифференциаль-
ными уравнениями в частных производных.

Исследованию колебаний континуальных систем посвящены
многие классические работы, являющиеся фундаментом науки о
динамике конструкций. Сегодня, несмотря на появление мощной
вычислительной техники и программного обеспечения, классиче-
ские методы не утратили своей актуальности. На них  основаны ал-
горитмы вычислительных программ. Кроме того, они позволяют
понять характер и взаимосвязь динамических параметров системы
(собственных частот и мод) и предварительно оценить их величины,
что позволяет более обоснованно выбирать параметры конечно-
элементных моделей конструкций (число степеней свободы, разме-
ры сетки, необходимое число учитываемых частот и пр.). Наконец,
аналитическая «прикидка» результатов с применением простейших
схематизаций позволяет оценить достоверность результатов ком-
пьютерного расчета, а во многих случаях − и получить требуемые
данные о динамических нагрузках и перемещениях конструкции.

В данной главе излагаются методы анализа колебаний простей-
ших континуальных систем – стержней и пластинок [53, 54, 63,  85].

3.1. Изгибные колебания стержней
3.1.1. Свободные колебания
Дифференциальное уравнение движения. При поперечных

колебаниях стержня перемещения его точек y (x, t) зависят от коор-
динаты x и времени t (рис. 3.1). Его свободные колебания описыва-
ются дифференциальным уравнением в частных производных
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x
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µ , (3.1)

где E(x) – модуль упругости материала, Па; I(x) –момент инерции
сечения, м4; µ(x) − масса единицы длины стержня, кг/м.

Если жесткость и распределение массы по длине стержня l по-
стоянны, то уравнение имеет более простой вид

02

2

4

4

=
∂
∂

+
∂
∂

t
y

x
yEI µ .  (3.2)

Уравнения (3.1) и (3.2) не отражают потери энергии. Способ их
учета будет рассмотрен далее.
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y(x,t)
x

xy

l
Рис. 3.1. Поперечные колебания

стержня

Краевые и начальные ус-
ловия. Совместно с уравнением
движения должны быть заданы
условия двух видов.

Во-первых, это краевые или
граничные условия, которые
показывают, как закреплены
концы x = 0 и x = l. Для приме-
ра они приведены для x = 0:

в заделке отсутствует перемещение и угол поворота, т.е.

0)0( =y  и 0)0(
=

∂
∂

x
y ; (3.3)

при шарнирном опирании равны нулю перемещение и мо-
мент, следовательно

0)0( =y  и 0)0(
2

2

=
∂

∂
x

y ; (3.4)

на свободном конце равны нулю момент и перерезывающая си-
ла, следовательно
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y . (3.5)

Существуют и более сложные граничные условия: упруго опер-
тый конец, сила и момент на конце и пр. [22]. В данной работе они
для краткости не рассматриваются.

Второй вид задаваемых условий − начальные. Они показывают
распределение перемещений и скоростей точек стержня при t = 0:

)()0,( 0 xyxy = ; )()0,(
0 xy

t
xy

&=
∂

∂ . (3.6)

Решение уравнения методом Фурье. Согласно этому методу,
называемому также методом разделения переменных, решение
уравнения движения отыскивается в виде

)()(),( tqxtxy φ= , (3.7)

т.е. как произведение двух функций, одна из которых зависит толь-
ко от x, а вторая – от t. Для простоты изложения ниже будем рас-
сматривать стержень с постоянными по длине характеристиками,
т.е. уравнение (3.2). Подставив в него (3.7) и выполнив дифферен-
цирование, после простого преобразования получим

)(
)(

)(
)(

x
xEI

tq
tq IV

φ
φ

µ
⋅−=

&&
. (3.8)

Функции в числителе и знаменателе левой части этого равенства
зависят только от t, а в правой – только от x. Следовательно, обе
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части не зависят от этих аргументов, т.е. являются постоянным чис-
лом. Обозначив его через −ω 

2, получим для нахождения φ  (x) и q (t)
два обыкновенных дифференциальных уравнения:

0)()(
2

=− x
EI

xIV φµωφ ; (3.9)

0)()( 2 =+ tqtq ω&& . (3.10)

Частотное уравнение и моды системы. Рассмотрим сначала
первое из этих уравнений. Оно имеет четвертый порядок, и, соот-
ветственно, его решение содержит четыре постоянные. Оно может
быть записано в виде

)()()()()( 4321 kxVCkxUCkxTCkxSCx +++=φ , (3.11)
где

4
2

EI
k µω
= ; (3.12)

правая часть выражена через функции А.Н. Крылова:
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−=+=
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(3.13)

Дальнейший ход решения продемонстрируем на примере шар-
нирно опертой балки. Постоянные в (3.11) определяются из гранич-
ных условий (3.4), которые после подстановки в них (3.3) преобра-
зуются в следующие условия относительно функции φ (x):

0)0( =φ ; 0)0( =′′φ ; 0)( =lφ ; 0)( =′′ lφ . (3.14)
Подстановка в (3.11) первых двух условий дает C1 = C3 = 0. Два ос-
тальных условия приводят к системе однородных алгебраических
уравнений относительно C2 и C4:
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(3.15)

Чтобы решение этой системы не было тождественно равно нулю,
равняться нулю должен ее определитель:

0
)()(
)()(
=

klTklV
klVklT

. (3.16)

Раскрывая его, получим частотное уравнение, из которого опреде-
ляется параметр k:

0)()( 22 =− klVklT . (3.17)
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После подстановки в него функций из (3.13) оно принимает вид
0sinsh =klkl . (3.18)

Если считать, что первый из сомножителей shkl = 0, то из (3.12)
следует, что ω = 0, т.е. колебания отсутствуют. Этот случай не пред-
ставляет интереса. Поэтому считаем, что shkl ≠ 0, и, следовательно,

0sin =kl . (3.19)
Это уравнение имеет бесконечное число корней:

),3,2,1( K== nnlkn π . (3.20)
С их помощью можно определить моды системы. Подставив n-й ко-
рень в (3.15), найдем зависимость между постоянными:
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n−= . (3.21)

Следовательно, уравнение (3.11) имеет вид

)shsinsh(sin
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Cx nnnn
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n +=φ . (3.22)

С учетом (3.19) получается, что для шарнирно опертой балки n-я
мода (собственная форма) равна:

xkCx nnn sin)( =φ , (3.23)
где Cn – новая постоянная,
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Поскольку значение коэффициента C2 произвольно, то и множитель
Cn произволен. Таким образом, как и в случае дискретных систем,
моды φn(x) определяются с точностью до произвольного множи-
теля. Далее будет показано, что его величина не влияет на резуль-
таты расчета перемещений балки.

Свойства мод. Для краткости эти свойства приведены ниже без
доказательств  [22].

1. Моды зависят только от краевых условий, но не зависят
от начальных.

2. Моды попарно ортогональны по кинетической и потенци-
альной энергии. Для стержней с постоянными по длине харак-
теристиками условия ортогональности имеют вид:

a) по кинетической энергии:

     ∫




=
≠

=
l

n
mn mn

mn
dxxx

0
2 ,при||||

;при0
)()(

φ
φφ (3.25)

где ||φ n||2 – число, называемое квадратом нормы,
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(его величина зависит от масштаба моды);
б) по потенциальной энергии:
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    В случае переменных по длине характеристик стержня
условия ортогональности несколько усложняются:
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где

∫=
l

nn dxxx
0

22 )()(|||| φµφ . (3.30)

3. Моды образуют полную систему функций (или полный ба-
зис). Это означает, что практически любая функция f (x), встре-
чающаяся в реальных задачах расчета конструкций, может быть
разложена на интервале 0 ≤ x ≤ l в сходящийся ряд Фурье по
функциям φ n(x):

    )()(
1

xaxf
n

nn∑
∞

=

= φ . (3.31)

Собственные частоты и уравнения движения по модам. Об-
ратимся к рассмотрению уравнения (3.10). Прежде всего, отметим,
что оно не учитывает потери энергии в системе. Их можно вклю-
чить в рассмотрение, добавив в левую часть диссипативный член. В
случае вязкого трения оно примет вид

0)()(2)( 2 =++ tqtqtq nnnnnn ωζω &&& . (3.32)
Оно аналогично уравнению (2.2), описывающему свободные коле-
бания осциллятора. Каждому значению k n, а следовательно, и каж-
дой моде φn(x) соответствует собственная частота ω  n, которая оп-
ределяется из (3.12) и может быть записана в виде

µ
λω EI
l

n
n 2

2

= , рад/с, (3.33)

где для шарнирно опертой балки
λn = nπ,    n = 1, 2, 3 …
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Таким образом, стержень (как и все континуальные системы) имеет
бесконечно большое количество собственных частот и мод.

Отметим, что так же, как и моды, собственные частоты зави-
сят только от условий закрепления концов балки, но не зависят от
начальных условий. Таким образом, собственные частоты и моды
являются внутренними характеристиками системы, которые не за-
висят от того, как она выведена из положения равновесия.

Таблица  3 . 1 .  Динамические характеристики

Условия за-
крепления
концов

Моды φn(ξ),

где 
l
x

=ξ
Номер
моды

n
Dn λn

1 − π
2 − 2π
3 − 3π
4 − 4πx

l sinλnξ

n ≥ 5 nπ

1 1.0178 4.730
2 0.9992 7.853
3 1.0000 10.996
4 1.0000 14.137

x

l

),cosch(
shsin

ξλξλ
ξλξλ

nnn

nn

D −+
+−

где

nn

nn
nD

λλ
λλ

cosch
sinsh

−
−

= n ≥ 5
2

)12( π+n

1 1.0000 3.927
2 1.0000 7.069
3 1.0000 10.210
4 1.0000 13.352

x

l

),sh(sin
cosch

ξλξλ
ξλξλ

nnn

nn

D −+
+−

где

nn

nn
nD

λλ
λλ

sinsh
cosch

+
+

= n ≥ 5
4

)14( π+n

1 1.3622 1.875
2 0.9817 4.694
3 1.0008 7.855
4 0.9999 10.996

x

l

)cosch(
shsin

ξλξλ
ξλξλ

nnn

nn

D −+
+−

где

nn

nn
nD

λλ
λλ

cos
sin

+
+

=
ch
sh

n ≥ 5
2

)12( π−n

*) Примечание. Коэффициент участия Γn дан для случая
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Решение уравнения (3.32) выражается формулой (2.6)
)sin()( nDn

t
nn teAtq nn αωωζ += − , (3.34)

где An – амплитуда колебаний по n-й моде; αn – начальная фаза;
ω Dn − n-я круговая частота с учетом демпфирования:

21 nnDn ζωω −= . (3.35)

стержней с различными закреплениями концов

Коэффициент
участия*)

Γn

)(ξφn′′ )(ξφn′′′

1.2732
0

0.4424
0

πn

n ])1(1[2 −−

ξλλ nn sin2− ξλλ nn cos3−

0.8152
0

0.3637
0 )]cosch(

shsin[2

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D ++
+−−

)]sinsh(
chcos[3

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D −+
+−−

1.2304
−0.1170
0.4728
−0.0620 )]shsin(

cosch[2

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D +−
−+

)]ch(cos
sinsh[3

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D +−
−−

0.57485
0.44112
0.35454
0.1819 )]cosch(

shsin[2

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D ++
+−−

)]sinsh(
chcos[3

ξλξλ
ξλξλλ

nnn

nnn

D −+
+−−

кинематического (сейсмического) возмущения (см. разд. 3.1.3).
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Собственные частоты и моды стержней с различными за-
креплениями концов. Аналогичным образом рассчитываются сво-
бодные колебания стержней с иными закреплениями концов. Им
соответствует другое частотное уравнение, а следовательно, другие
собственные частоты и моды [84]. При этом собственные частоты
вычисляются по формуле (3.33), но с иными значениями λn. Эти
значения, а также моды приведены в табл. 3.1.

Определение движения по начальным условиям. Подставив
(3.23) и (3.34) в (3.7), получим общее решение уравнения (3.2), т.е.
закон перемещений произвольной точки балки, в виде ряда

∑
∞

=

− +=
1

)sin()(),(
n

nDn
t

nn teAxtxy nn αωφ ωζ (3.36)

(множитель Cn перед модой пока принят равным 1). Скорости точек

∑
∞

=

− +−+=
1

)]sin()cos([)(),(
n

nnnnnDnDn
t

nn tteAxtxy nn αωζωαωωφ ωζ& . (3.37)

Амплитуды An и начальные фазы αn в (3.37) зависят от начальных
условий, т.е. от того, каким именно образом балка выведена из по-
ложения равновесия. Они определяются посредством следующей
процедуры.

Подставим в (3.36) и (3.37) значение t = 0 и будем для простоты
считать затухание ζn = 0. Полученные выражения  [см. (3.38)] равны
начальному перемещению и скорости, найденным согласно (3.6),

∑
∞

=

=
1

0 sin)()(
n

nnn Axxy αφ ;  ∑
∞

=

=
1

0 cos)()(
n

nnnn Axxy αωφ& .    (3.38)

Умножим оба эти равенства на φm(x) и проинтегрируем их левые
и правые части от 0 до l. В силу условия ортогональности (3.25) все
члены рядов, кроме m = n, обратятся в нуль. Оставшиеся члены

.cos||||)()(;sin||||)()( 2

0
0

2

0
0 nnnn

l

nnnn

l

n AdxxyxAdxxyx αωφφαφφ == ∫∫ & (3.39)

Обозначим

∫=
l

nn dxxyxI
0

01 )()(φ ; ∫=
l

nn dxxyxI
0

02 )()( &φ . (3.40)

С учетом этих обозначений
( ).||||cos;||||sin 2

2
2

1 nnnnnnnnn IAIA φωαφα == (3.41)
Отсюда

( )
2

22
12||||

1








+=

n

n
n

n
n

IIA
ωφ

; (3.42)
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n

nn
n I

I

2

1arctgωα = . (3.43)

Выражения (3.42) и (3.43) для амплитуды и начальной фазы
полностью определяют закон перемещений (3.36) при заданных на-
чальных условиях. Таким образом, колебания балки представлены в
виде суммы синусоидальных колебаний по модам. Этот способ ре-
шения называется методом модальной суперпозиции (сравни с
разд. 2.2, где этот метод был использован для дискретных систем).

Внутренние усилия в стержне. Пользуясь законом перемеще-
ний (3.36), можно по обычным формулам строительной механики
найти  усилия в каждом сечении стержня. Они изменяются как по
его длине, так и во времени. Изгибающий момент

∑
∞

=

− +′′=′′=
1

)sin()(),(),(
n

nDn
t

nn teAxEItxyEItxM nn αωφ ωζ , (3.44)

а перерезывающая сила

∑
∞

=

− +′′′=′′′=
1

)sin()(),(),(
n

nDn
t

nn teAxEItxyEItxQ nn αωφ ωζ . (3.45)

Функции )(xnφ ′′  и )(xnφ ′′′  приведены в табл. 3.1. С помощью (3.36)
можно также определить зависимость от времени опорных нагрузок
и прочих параметров.

Следует учитывать, что ряд (3.36), описывающий перемещения
точек стержня, сходится хорошо, ряд для моментов (3.44) – значи-
тельно хуже, а ряд для перерезывающей силы (3.45) при некоторых
начальных условиях может вообще расходиться. В частности, он
расходится, если функция начальных скоростей )(0 xy&  имеет разрыв
по координате x [53]. Примером являются свободные колебания
стержня под действием распределенного по длине мгновенного им-
пульса силы S (так иногда моделируют нагрузку от ВУВ). В этом
случае во всех точках стержня, кроме опорных, начальные скорости
равны S /µ, а  на опорах – нулю, т.е. здесь имеет место разрыв (ска-
чок) скорости.

Причиной плохой сходимости рядов является то, что в исход-
ных уравнениях (3.1) и (3.2) не учитываются инерция поворота се-
чения и влияние перерезывающих сил. Более точная теория, пред-
ложенная С.П. Тимошенко, кратко изложена в разд. 3.2.4. При поль-
зовании технической теорией сходимость можно улучшить, если
искусственно «сгладить» функции начальных условий. Например,
при действии импульса можно принять, что скорость на опоре воз-
растает от 0 до максимума не скачком, а на малом интервале вблизи
опоры. Такое допущение, по-видимому, мало скажется на результа-
тах расчета.
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Независимость решения от масштаба мод. Покажем, что за-
кон перемещений балки не зависит от масштаба моды [множителя
Cn в (3.23)]. Обозначим масштабированную моду

)()(~ xCx nnn φφ = . (3.46)
Подставив ее в (3.25), (3.40), (3.42) и (3.43), можно убедиться, что
амплитуда колебаний по n-й моде уменьшится в Cn раз,

nnn CAA =
~ , (3.47)

а начальная фаза останется прежней. Подставляя (3.46) и (3.47) в
(3.36), получим

=+=+= ∑∑
∞

=

∞

= 11

)sin(1)()sin()(~),(
n

nnn
n

nn
n

nnnn tA
C

xCtAxtxy αωφαωφ

∑
∞

=

+=
1

)sin()(
n

nnnn tAx αωφ . (3.48)

Сравнивая с (3.36), видим, закон перемещений действительно не
изменился.

3.1.2. Вынужденные поперечные колебания стержня
при силовом возмущении

y

x

F(x,t) = Fmaxf(x)θ(t) 

x
l

Рис. 3.2. Вынужденные колебания
стержня при силовом возмущении

Дифференциальное урав-
нение движения. Рассмотрим
стержень с постоянными по
длине характеристиками, со-
вершающий вынужденные по-
перечные колебания под дей-
ствием распределенной силы
F(x,t), т.е. при силовом возму-
щении, показанный на рис. 3.2.

Дифференциальное уравнение движения стержня 

),(2
в

2

4
в

4

txF
t
y

x
yEI =

∂
∂

+
∂
∂ µ , (3.49)

где yв(x,t) – частное решение, соответствующее вынужденным коле-
баниям. Будем считать, что в любой момент времени отношение
нагрузок в разных точках остается постоянным. В этом случае на-
грузку можно выразить в виде произведения двух функций, каждая
из которых зависит только от одного аргумента:

)()(),( max txfFtxF θ= ,   (3.50)

где функции θ (t) и f (x) − безразмерные с максимальными значения-
ми, равными 1, а Fmax – максимальное значение нагрузки, имеющее
размерность Н/м.
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В этом случае дифференциальное уравнение движения записы-
вается в виде

)()(max2
в

2

4
в

4

txfF
t
y

x
yEI θµ =

∂
∂

+
∂
∂ . (3.51)

Решение уравнения методом модальной суперпозиции. Бу-
дем отыскивать решение в виде разложения в ряд по модам:

∑
∞

=

=
1

в )()(),(
n

nn txtxy ϕφ , (3.52)

где φ n(x) – n-я мода, соответствующая условиям закрепления концов
балки; ϕ n(t) – неизвестная функция времени, подлежащая определе-
нию. Подставим (3.52) в (3.51):

)()()()()()( max
11

txfFtxtxEI
n

nn
n

n
IV
n θϕφµϕφ =+ ∑∑

∞

=

∞

=

&& . (3.53)

Моды удовлетворяют дифференциальному уравнению (3.9), из ко-
торого следует

)()(
2

x
EI

x n
nIV

n φµωφ = . (3.54)

Подставив это в (3.53), после несложных преобразований получим

)()()]()([)( max txfFttx
n

nnnn θϕωϕµφ =+∑
∞

=1

2&& . (3.55)

Разложим функцию f (x) в ряд по модам:

)()(
1

xaxf
n

nn∑
∞

=

= φ (3.56)

(коэффициенты an будут вычислены далее). Тогда уравнение (3.55)
приобретает вид

)()()]()([)( max xatFttx
n

nn
n

nnnn ∑∑
∞

=

∞

=

=+
11

2 φθϕωϕµφ && . (3.57)

Приравняв коэффициенты при φсn(x) в обеих частях, найдем, что
функция ϕ n(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

)()()( max tFatt n
nnn θ

µ
ϕωϕ =+ 2&& . (3.58)

Обозначим коэффициент в правой части:

n
na

Γ=
µ

. (3.59)

С учетом этого
)()()( max

2 tFtt nnnn θϕωϕ Γ=+&& . (3.60)
Γn – это коэффициент участия n-й моды, показывающий, какая
часть нагрузки расходуется на возбуждение колебаний по ней.
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Уравнение (3.60) не учитывает потери энергии в балке. Их мож-
но принять в рассмотрение, добавив в левую часть диссипативный
член. При вязком трении получим

)()()(2)( max
2 tFttt nnnnnnn θϕωϕζωϕ Γ=++ &&& . (3.61)

Это уравнение можно упростить посредством подстановки
)()( max tFt nnn ψϕ Γ= . (3.62)

Тогда
)()(2)( 2 ttt nnnnnn θψωψζωψ =++ &&& . (3.63)

Мы получили дифференциальное уравнение вынужденных ко-
лебаний линейного осциллятора с круговой частотой ω  n при дейст-
вии силы θ (t), которое аналогично (2.13). Методы интегрирования
обсуждались при рассмотрении последнего уравнения. 

Подставив (3.62) в разложение (3.52), с учетом всех обозначе-
ний получим закон перемещений в виде

∑
∞

=

Γ=
1

maxв )()(),(
n

nnn txFtxy ψφ . (3.64)

Вычисление коэффициентов участия. Вернемся к вычисле-
нию коэффициентов an в разложении (3.56), фигурирующих в вы-
ражении для коэффициента участия. Для этого умножим обе части
(3.56) на φ n(x) и проинтегрируем по длине стержня:
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1 00

)()()()(
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l

n dxxxadxxxf φφφ . (3.65)

В силу условия ортогональности (3.25), члены ряда при i ≠ n равны
0, а при i = n
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||||)()( nn

l

n adxxxf φφ =∫ .     (3.66)

Отсюда получаем

∫=
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n
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n dxxxfa
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.       (3.67)

Следовательно, n-й коэффициент участия

∫=Γ
l

n
n

n dxxxf
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2 )()(
||||
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φµ

. (3.68)

Если нагрузка приложена не на всей длине стержня, а только на
интервале a ≤ x ≤ b (рис. 3.3,а), то за его пределами подынтеграль-
ная функция в (3.68) равна 0, т.е. интеграл вычисляется не от 0 до l,
а от a до b.
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а)

x

y F(x,t) = maxF f(x)θ(t) a

b
l

б)

P2θ(t) Pkθ(t)P1θ(t)a1

x

y

ak

l

Рис. 3.3. Варианты нагрузок на стержень:
а – задание нагрузки на части пролета;   б – сосредоточенные силы

Если в точках x = a1,…, ak балки действуют сосредоточенные
силы P1θ (t),…, Pkθ (t), имеющие разные максимальные значения, но
изменяющиеся по одному закону (рис. 3.3,б), то для вычисления Γn
их удобно представить с помощью δ -функции Дирака. Как известно
[30], она обладает следующими свойствами:
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2) 1)( =∫
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dxxδ .      (3.70)

Из (3.69) и (3.70) следует, что

)()()( adxaxx ξδξ =−∫
∞

∞−

.  (3.71)

С помощью δ -функции можно следующим образом записать
совокупность сил P1, …, Pk в виде функции x:

)()()()( 2211 kk axPaxPaxPxP −++−+−= δδδ K . (3.72)

Поэтому с учетом (3.71) получим, что в (3.68) интеграл равен:

∫ ++=−++−
l

knknnkk aPaPdxxaxPaxP
0

1111 )()()()]()([ φφφδδ KK . (3.73)

Следовательно, при действии сосредоточенных сил коэффициент
участия

2
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||||
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n
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φφ ++
=Γ

K . (3.74)

Наконец, если на балку действуют и сосредоточенные силы, и
распределенная нагрузка, то коэффициент участия равен сумме
правых частей (3.68) и (3.74).
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Независимость закона колебаний от масштабов мод. Выше
было сказано, что мода φn(x) определяется с точностью до произ-
вольного множителя (масштаба) Сn. Покажем, что его выбор не
влияет на результаты расчета. Обозначим масштабированную моду

)()(~ xCx nnn φφ = . (3.75)
Из (3.25) следует, что 222 ||)(||||)(

~
|| xCx nnn φφ = . Следовательно, коэф-

фициент участия
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Подстановка (3.75) и (3.76) в (3.64) дает
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Видим, что закон вынужденных колебаний не изменился.
Внутренние усилия в стержне. Внутренние усилия при выну-

жденных колебаниях обычным образом вычисляются по закону пе-
ремещений (3.64). Изгибающий момент

∑
∞

=

Γ′′=′′=
1

maxвв )()(),(),(
n

nnn txEIFtxyEItxM ψφ . (3.78)

Перерезывающая сила

∑
∞

=

Γ′′′=′′′=
1

maxвв )()(),(),(
n

nnn txEIFtxyEItxQ ψφ . (3.79)

Функции )(xnφ ′′  и )(xnφ ′′′  для стержней с различными краевыми ус-
ловиями приведены в табл. 3.1

3.1.3. Вынужденные колебания стержня
при кинематическом возмущении

Дифференциальное уравнение движения. Допустим, что опо-
ры стержня с постоянной по длине жесткостью  EI  и погонной  мас-

)(),( 0 tXtxF &&µ=y

)(0 tX&&

x

)(0 tX&&
x

l
Рис. 3.4. Кинематическое возмущение

сой µ колеблются поперек его
оси с ускорением )(0 tX&&  (кине-
матическое возмущение). В
этом случае он совершает вы-
нужденные колебания под
действием инерционной на-
грузки )(0 tX&&µ  (рис. 3.4). Дви-
жение описывается дифферен-
циальным уравнением
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∂
∂ .  (3.80)

Решение уравнения методом модальной суперпозиции. Про-
цедура решения не отличается от ранее использованной при сило-
вом возмущении. Будем отыскивать решение  в виде разложения в
ряд по модам:

∑
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=
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в )()(),(
n

nn txtxy ϕφ ,  (3.81)

где φ n(x) – n-я мода, соответствующая условиям закрепления концов
балки; ϕ n(t) – неизвестная функция времени, подлежащая определе-
нию. Подставим данное выражение в (3.80):
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. (3.82)

Воспользовавшись соотношением (3.54) между модами и их четвер-
тыми производными, после преобразований получим

)()]()()[( 0
1

2 tXttx
n

nnnn
&&&& µϕωϕφµ −=+∑

∞

=

, (3.83)

или, после сокращения на µ,

)()]()()[( 0
1

2 tXttx
n

nnnn
&&&& −=+∑

∞

=

ϕωϕφ . (3.84)

Правую часть можно формально записать как произведение
)()( 0 tXxf && , где f (x) = 1 на интервале от 0 до l и f (x) = 0 вне его. Раз-

ложим f (x) в ряд по модам:

)(1)(
1

xxf
i

ii∑
∞

=

Γ== φ . (3.85)

Чтобы найти коэффициенты Γi, умножим обе части (3.85) на φ n(x) и
проинтегрируем по длине стержня:

∑ ∫∫
∞

=

Γ=
1 00

)()()(
i

l

nii

l

n dxxxdxx φφφ . (3.86)

В силу условия ортогональности (3.25) все члены ряда, кроме i = n,
равны 0, а единственный оставшийся член

2

0

2

0

||||)()( nn

l

nn

l

n dxxdxx φφφ Γ=Γ= ∫∫ , (3.87)

где ||φn||2 – квадрат нормы n-й моды [см. (3.26)]. Отсюда

∫=Γ
l

n
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n dxx
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2 )(
||||

1 φ
φ

. (3.88)
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Возвращаясь к уравнению (3.84), с учетом (3.85) и (3.88) запи-
шем его в виде

)()()]()()[( 0
1

2 tXxttx nn
n

nnnn
&&&& φϕωϕφ Γ−=+∑

∞

=

. (3.89)

Приравняем коэффициенты при φ n(x) в обеих частях. Получим, что
функция ϕ n(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

)()()( 0
2 tXtt nnnn

&&&& Γ−=+ ϕωϕ . (3.90)
Это уравнение подобно дифференциальному уравнению (2.18),

описывающему вынужденные колебания линейного осциллятора
при кинематическом возмущении, за двумя исключениями. Во-
первых, в правой части фигурирует множитель Γn, являющийся ко-
эффициентом участия n-й моды. Он показывает,  какая часть на-
грузки расходуется на возбуждение колебаний по ней. Во-вторых, в
левой части отсутствует слагаемое, описывающее потери энергии в
балке (они при выводе уравнения не учитывались). Для того чтобы
учесть их, можно добавить в левую часть диссипативный член. При
вязком трении получим

)()()(2)( 0
2 tXtqtqtq nnnnnnn

&&&&& Γ−=++ ωζω . (3.91)

Если сделать подстановку
)()( ttq nnn ψΓ= , (3.92)

то уравнение упростится:
)()(2)( 0

2 tXtt nnnnnn
&&&&& −=++ ψωψζωψ . (3.93)

В таком виде оно полностью совпадает с уравнением вынужденных
колебаний линейного осциллятора (2.18).

Подставив (3.92) в разложение (3.81), найдем закон перемеще-
ний в виде

∑
∞

=

Γ=
1

в )()(),(
n

nnn txtxy ψφ . (3.94)

3.1.4. Переходный процесс при колебаниях стержня
Переходный процесс представляет собой наложение свободных

колебаний при заданных начальных условиях и вынужденных коле-
баний, вызванных действием внешней нагрузки. В случае стержня
при силовом возмущении переходный процесс описывается суммой
уравнений (3.36) и (3.64). Соответственно этому внутренние усилия
равны: момент – сумме (3.44) и (3.77), а перерезывающая сила –
сумме (3.45) и (3.78).

Если учитываются потери энергии в системе, а длительность
нагрузки достаточно велика, то в течение ее действия свободные
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колебания затухают, и начиная с какого-то момента времени дви-
жение описывается только решением (3.64).

На практике нагрузка часто прикладывается к недеформирован-
ной и неподвижной конструкции (стержню), т.е. начальные условия
являются нулевыми. Поэтому в течение времени ее действия пере-
мещения описываются только формулой (3.64). В момент оконча-
ния ее действия точки конструкции имеют перемещения и скорости,
которые служат начальными условиями при ее дальнейших свобод-
ных колебаниях, описываемых (3.36).

3.1.5. О точности моделирования конструкции
в виде стержня

Дифференциальные уравнения колебаний стержня (3.1) и (3.2)
получены в предположении, что его поперечные сечения при пере-
мещениях остаются плоскими и перпендикулярными к недеформи-
рованной оси. Это так называемая техническая теория поперечных
колебаний стержня. Моды, полученные с ее помощью, приведены в
табл. 3.1. Начиная со второй, они представляют собой знакопере-
менные функции с узловыми точками, в которых они равны нулю и
которые при колебаниях по данной моде неподвижны. Техническая
теория дает хорошие результаты, если основной вклад в перемеще-
ния дают моды с расстоянием между узловыми точками, достаточно
большим по сравнению с высотой поперечного сечения стержня в
плоскости колебаний. Если же эти величины сопоставимы, то по-
мимо поперечных перемещений точек стержня необходимо учиты-
вать инерцию поворота сечений и влияние усилий сдвига. Соответ-
ствующая теория была разработана С.П. Тимошенко и носит его
имя («балка Тимошенко»).

Уравнение свободных поперечных колебаний стержня с незави-
сящими от длины характеристиками приведено в [84]. После не-
больших преобразований оно получает вид
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где ρ – плотность материала стержня; G – модуль сдвига,

)1(1 ν+
=

EG , (3.96)

ν – коэффициент Пуассона; fсдв – коэффициент сдвига, зависящий от
формы поперечного сечения (см. разд. 3.3.1).

Первые два члена уравнения (3.95) совпадают с (3.1), третий
учитывает инерцию вращения, четвертый – прогибы, вызываемые
сдвигом. Решение этого уравнения здесь рассматривать не будем
(для случая шарнирного опирания концов его можно найти в
[54, 84]). Укажем только, что влияние инерции вращения и сдвига
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тем существеннее, чем выше номер моды, т.е. чем больше высота
поперечного сечения по сравнению с расстоянием между узлами.
При этом основной вклад дает поправка на сдвиг [84].

Выше было сказано, что при использовании технической теории
стержней ряды (3.44) и (3.45), выражающие изгибающий момент и
перерезывающую силу, могут плохо сходиться и даже расходиться.
При использовании уравнения (3.95) проблем со сходимостью ря-
дов не возникает.

Резюмируя, можно заключить, что схематизацию конструкции в
виде балки Тимошенко следует применять, если характер дейст-
вующей на нее нагрузки требует учета отклика по высшим модам.
Кроме того, такая схематизация необходима, если высота попереч-
ного сечения стержня достаточно велика по сравнению с расстояни-
ем между опорами. Иногда считают, что погрешность технической
теории заметна, если эта высота больше 1/8 ÷ 1/10 пролета.

Для демонстрации влияния факторов, учитываемых теорией
Тимошенко, далее приведено сравнение моментов в шарнирно
опертой железобетонной балке прямоугольного поперечного сече-
ния с постоянными по длине характеристиками, вычисленными по
этой и технической теориям. Длина балки l, ширина сечения b = 1.
На нее действует кратковременная равномерно распределенная на-
грузка с суммарным импульсом I. Импульс давления

l
Ii =+ . (3.97)

Будем считать, что нагрузка создана воздействием детонацион-
ной воздушной ударной волны с давлением на фронте ∆pф и про-
должительностью фазы сжатия τ+ (см. разд. 9.1). Считая профиль
волны (закон изменения давления) треугольным, получим, что

2
ф +

+

∆
=

τp
i . (3.98)

По технической теории изгибающий момент в балке выражает-
ся в виде ряда [53]:
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или, с учетом (3.97) и (3.98),
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Для получения значений изгибающих моментов были просум-
мированы 100 членов ряда в различные моменты времени с шагом
T1/32, где T1 – период колебаний по 1 моде. Наибольший изгибаю-
щий момент достигается в середине пролета в момент времени
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132
13 Tt = . (3.101)

Он равен:
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Преобразуем выражение (3.102). Первая собственная круговая
частота шарнирно опертой балки
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С учетом этого
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Вторая дробь в правой части представляет собой момент в середине
пролета при статическом приложении равномерно распределенной
нагрузки ∆pф:
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ф
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M
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Таким образом,

ст1ст13max 762.016477.1 MMM ωτωτ
π ++ == . (3.106)

Будем называть отношение максимального динамического и
статического моментов коэффициентом динамичности:

1
ст

max
д 762.0 ωτ+==

M
Mk . (3.107)

Напомним, что это значение соответствует середине пролета балки
и моменту времени (3.101). Для других точек и моментов времени
значения отличаются только числовым множителем в правой части
(3.107). На рис. 3.5 приведены значения этих числовых множителей,
т.е. дроби

1

д

ωτ +

k
. (3.108)

Для сравнения на рис. 3.5 приведены коэффициенты динамич-
ности для моментов, вычисленных по теории Тимошенко. Они так-
же выражаются с помощью тригонометрического ряда по коорди-
натам x и l, который здесь для краткости не приводится (при жела-
нии его можно найти в [53]). Суммировались 100 первых членов
ряда. На рисунке видно, что при учете одинакового числа членов
ряда техническая теория дает более грубое распределение усилий
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по длине балки. При этом отличие от теории Тимошенко может
оказаться очень значительным, как, например, при t = 10T1/32.
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Рис. 3.5. Эпюры коэффициентов
динамичности в различные

моменты времени:
техническая теория колеба-
ний балок;
балка Тимошенко;

T1 – период колебаний по 1 моде
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Приведенный анализ также показывает, что при кратковремен-
ной нагрузке важен учет высших собственных частот и мод конст-
рукции. Рис. 3.5 показывает, что хотя нагрузка в любой момент
времени равномерно распределена по длине балки, но, тем не ме-
нее, возбуждаются ее высокочастотные колебания, а потому макси-
мумы моментов в различных точках достигаются не одновременно.

3.2. Изгибные колебания прямоугольных пластинок
3.2.1. Предварительные замечания
Теория изгибных колебаний пластинок значительно сложнее,

чем стержней, и сколько-нибудь подробно изложить ее в рамках на-
стоящей книги невозможно. Кроме того, как уже было указано в на-
чале главы, практические расчеты конструкций сегодня редко вы-
полняют аналитическими методами, а чаще используют конечно-
элементные вычислительные программы (разумеется, основанные
на этих методах). Поэтому далее будут приведены только основные
сведения об изгибных колебаниях пластинок и указаны их принци-
пиальные особенности, которые надо иметь в виду при выполнении
и интерпретации результатов конечно-элементных расчетов. Рас-
сматривается так называемая техническая теория поперечных коле-
баний пластинок, в основе которой лежит ряд упрощающих допу-
щений, называемых гипотезами Кирхгофа−Лява.

3.2.2. Свободные колебания
Дифференциальное уравне-

ние движения. Свободные попе-
речные колебания однородной
прямоугольной пластинки посто-
янной толщины h, стороны кото-
рой параллельны осям координат x
и y (рис. 3.6), описываются диф-
ференциальным уравнением
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где w(x, y, t) − перемещение пла-
стинки,   зависящее   от  координат
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Рис. 3.6. Прямоугольная
пластинка

точки x и y и времени t; ∆ – оператор Лапласа,
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µ − масса единицы площади, кг/м2; D – цилиндрическая жесткость
пластинки,
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где E − модуль упругости материала; ν − коэффициент Пуассона.
Краевые и начальные условия. Как и для балки, совместно с

уравнением движения задаются условия двух видов.
Во-первых, это краевые (граничные) условия, которые показы-

вают, как пластинка закреплена по контуру. Их аналитические вы-
ражения имеются, например, в [22, 63] и для краткости здесь не
приводятся. Наиболее часто рассматривают шарнирное опирание
края (при котором равны нулю его перемещение и момент в пер-
пендикулярной краю плоскости), заделку (отсутствуют перемеще-
ние и угол поворота), свободный край (отсутствуют момент и попе-
речная сила). Могут рассматриваться также упругое опирание,
скользящая заделка и пр.

Второй вид условий – начальные, представляющие собой пере-
мещения и скорости точек пластинки при t = 0:

),()0,,( 0 yxwyxw = ; ),()0,,(
0 yxw

t
yxw

&=
∂

∂ . (3.111)

Решение уравнения колебаний. Решение уравнения (3.109)
можно найти методом разделения переменных (методом Фурье).
Процедура решения, в принципе, такая же, как и для балки, и здесь
подробно рассматриваться не будет. Ограничимся ее описанием.

Закон свободных колебаний (при отсутствии затухания) полу-
чается в виде двойного ряда

∑∑
∞

=

∞

=

+=
1 1

)sin(),(),,(
m n

mnmnmnmn tAyxtyxw αωφ , (3.112)

где φ mn(x,y) – мода; ω mn – собственная частота; Amn – амплитуда;
α mn – начальная фаза.

Моды и собственные частоты зависят от граничных условий и
не зависят от начальных. Амплитуды и начальные фазы, напротив,
зависят от начальных условий и не зависят от граничных. Так же,
как для стержня, они определяются путем разложения начальных
условий в ряд по модам с использованием условий ортогональности
последних, которые приведены далее.

Моды шарнирно опертой по контуру пластинки

b
yn

a
xmyxmn

ππφ sinsin),( = ,  (3.113)

а ее и собственные круговые частоты

µ
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2

2

2
2 . (3.114)

Для пластинок с другими краевыми условиями моды и собст-
венные частоты приведены, например, в [63].
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Свойства мод [22].
1. Моды попарно ортогональны:

а) по кинетической энергии:

 ,0),(),(
0 0

=∫ ∫
a b

ijmn dxdyyxyx φµφ (3.115)

если хотя бы один из индексов m, n отличается от соответ-
ствующего индекса i, j;
б) по потенциальной энергии:

−






















∂

∂

∂
∂

+
∂

∂

∂
∂

−−∆∆∫ ∫
a b

ijmnijmn
ijmn xyyx

D
0 0

2

2

2

2

2

2

2

2

2
1)1(2

φφφφνφφ

0
22

=










∂∂
∂

∂∂
∂

− dxdy
yxyx
ijmn φφ . (3.116)

2. Моды образуют полную систему функций (или полный базис).
Это означает, что функцию f (x,y) можно разложить в области
0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b в двойной рад Фурье по функциям φ mn(x,y).
3.2.3. Вынужденные колебания пластинок

при силовом возмущении
Дифференциальное уравнение движения. Вынужденные ко-

лебания пластинки под действием силы R(x,y,t) (силовое возмуще-
ние) описываются дифференциальным уравнением

),,(2

2

tyxR
t
wwD =

∂
∂

+∆∆ µ . (3.117)

Будем считать, что нагрузка может быть представлена в виде
),()(),,( 21max yxftfRtyxR = ,  Н/м2,   (3.118)

где Rmax – максимальное значение нагрузки, Н; f2(x,y) – закон ее
распределения по пластинке, 1/м2, при суммарной внешней нагруз-
ке, равной 1; f1(t) – безразмерный закон изменения силы во времени,
нормированный так, чтобы его максимум равнялся единице*. При
этом считаем, что нагрузка распределена по «пятну» площадью S1,
положение и размеры которого не изменяются (рис. 3.7).

В этом случае уравнение (3.117) принимает вид

),()(max yxftfR
t
wwD 212

2

=
∂
∂

+∆∆ µ .   (3.119)

                                                          
* Например, для нагрузки на рис. 9.7,а, максимальное значение кото-

рой равно 110 МН, следует считать, что Rmax = 110 МН, а функция f1(t) по-
лучается путем деления всех значений графика на это число.
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По определению,
1),(

1

2 =∫
S

dxdyyxf .   (3.120)

В случае, если нагрузки равномерно распределена по «пятну»
удара, функция f2(x,y) выражается в виде
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w(x,y,t)z
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R(x,y,t)

y
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a

b S1

f2(x,y)S

Рис. 3.7. Нагрузка на пластинку

Решение дифференциаль-
ного уравнения. Дифференци-
альное уравнение (3.117) может
быть, в принципе, решено ме-
тодом модальной суперпозиции,
подобно тому, как это было
сделано для стержня. Для этого
следует разложить функцию
f2(x,y) в ряд по модам, и в ре-
зультате будет получено урав-
нение движения по каждой из
них. Суммируя их решения, по-
лучим уравнение вынужденных
колебаний всей пластинки.

В настоящее время решение чаще находят численно, методом
конечных элементов. Для этого пластинка моделируется как дис-
кретная система с n степенями свободы. Определение перемещений
такой дискретной системы обсуждалось в разд. 2.2.

С применением уравнения (3.119) можно также привести пла-
стинку к системе с одной степенью свободы методом Релея−Ритца
или Бубнова−Галеркина (см. разд. 4.1.3).

3.2.4. Вынужденные колебания пластинок
при кинематическом возмущении

z

x

w(x,y,t) )(0 tZ&&)(0 tZ&&

)(),,( 0 tZtyxR &&µ−=

Рис. 3.8. Нагрузка на пластинку при
кинематическом возмущении

Вынужденные колебания
пластинки возникают вследствие
движения ее опор перпендику-
лярно средней плоскости пла-
стинки (рис. 3.8) (кинематиче-
ское возмущение). Инерционная
нагрузка

)(),,( 0 tZtyxR &&µ−= ,     (3.122)

где )(0 tZ&&  − закон изменения ускорения. Подставим (3.122) в (3.117):

  )(02

2

tZ
t
wwD &&µµ −=

∂
∂

+∆∆ .  (3.123)
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Решение этого дифференциального уравнения движения можно
найти методом модальной суперпозиции. Перемещения получаются
в виде двойного ряда
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1 1
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m n

mnmn tyxtyxw ϕφ . (3.124)

Координатная функция ϕmn(t) является решением уравнения
)(0

2 tZmnmnmn
&&&& Γ−=+ ϕωϕ , (3.125)

где Γmn – коэффициент участия,
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mnmn dxdyyxφφ . (3.127)

Интегрирование в (3.126) и (3.127) выполняется по площади
пластинки S. С помощью подстановки

)()( tt mnmnmn ψϕ Γ= (3.128)
получим перемещения пластинки в виде
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mnmnmn tyxtyxw ψφ , (3.129)

где ψ mn(t) – вынужденные колебания линейного осциллятора с соб-
ственной круговой частотой ω mn при возмущении, заданном пере-
носным движением с ускорением )(0 tZ&& .

Для шарнирно опертой по контуру прямоугольной пластинки
мода ϕ mn(x,  y) представляет собой произведение балочных функций
[см. (3.113)]. Поэтому для нее коэффициент участия равен произве-
дению коэффициентов участия, найденных, как для балок по на-
правлениям x и y:

ynxmmn ,, ΓΓ=Γ .  (3.130)
Так же можно найти коэффициенты участия для прямоугольных

пластинок с другими краевыми условиями, приближенно задав про-
гиб в виде произведения балочных функций.

Приведенное решение применимо только в элементарных слу-
чаях – прямоугольные пластинки при простейших граничных усло-
виях. Поэтому сегодня при проектировании сложных конструкций
колебания пластинок чаще всего рассчитывают по методу конечных
элементов. Это позволяет рассматривать пластинки любых очерта-
ний, с любыми граничными условиями, переменной толщиной и пр.
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3.2.5. Об уточненной теории
поперечных колебаний пластинок

Если толщина пластинки h соизмерима с характерным масшта-
бом изменения напряженно-деформированного состояния, то тех-
ническая теория поперечных колебаний пластинок дает существен-
ную погрешность. Как и для стержней (см. разд. 3.1.5), это важно
при рассмотрении высших мод. В этом случае следует пользоваться
уточненной теорией, которая учитывает влияние деформаций сдви-
га и инерцию поворота сечений [22].

3.3. Приближенное определение
динамических характеристик конструкций

Часто при определении нагрузок на сооружения при динамиче-
ских воздействиях, таких как ВУВ, ветер и т.п., достаточно знать
только их низшие собственные частоты и моды. Далее описаны
способы приближенного определения этих динамических парамет-
ров при некоторых простейших схематизациях конструкций.

3.3.1. Однопролетные балки и плиты
с постоянными характеристиками

Формулы для точного определения собственных частот и мод
однопролетных балок приведены в табл. 3.1. Первую собственную
частоту балки, плиты и других конструкций можно найти по фор-
мулам (2.3) или (2.6), сведя их к эквивалентному осциллятору по
методике, которая будет описана далее в разд. 4.1. В табл. 4.2, со-
держащейся в этом разделе, даны выражения для эквивалентной
жесткости mэ и массы kэ при изгибных колебаниях однопролетных
балок и плит с постоянными характеристиками.

В случае сдвиговых колебаний консольной балки эквивалентная
жесткость mэ и масса kэ приведены в табл. 3.2, где использованы
следующие обозначения: E и G – соответственно модули упругости
и сдвига материала; I – момент инерции сечения; F – площадь се-
чения; m – масса балки; fсд – коэффициент сдвига, который зависит
от формы сечения и равен: для сплошного прямоугольника – 1.3;
для сплошного круга – 1.11;  для тонкостенного кольца − 2;  для
коробчатого сечения, двутавра и т.п. – отношению суммарной пло-
щади Fст стенок, параллельных сдвигу, к общей площади сечения F.

Таблица  3 .2 .  Эквивалентный осциллятор
при сдвиговых колебаниях консольной балки

Схема балки Эквивалентная система kэ, Н/м mэ, кг

l mэ
l lf

GF

сд
0.405m
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Далее приведены формулы для приближенного определения
динамических параметров конструкций, которые заимствованы,
главным образом, из [111], где они используются при расчетах аэ-
роупругих колебаний.

3.3.2. Многопролетные балки
Первые собственные частоты изгибных колебаний многопро-

летных балок приближенно определяются по формуле

m
EI

l
Kf b

21 2π
= , Гц, (3.131)

где l – длина главного пролета, м; E – модуль упругости материала,
Н/м2;  Ib – момент инерции сечения в середине главного пролета, м4;
m – масса единицы длины  в
середине  главного пролета с
учетом приложенной внешней
массы, кг/м; K – безразмерный
коэффициент. Для 2- и 3-
пролетных балок на рис. 3.9 он
определяется следующим обра-
зом:

для 2-пролетных балок ко-
эффициент K приведен на
рис. 3.11;

для 3-пролетных балок, у
которых наибольшую длину l
имеет главный (центральный)
пролет, и при этом  l ≥ l1 ≥ l2,
коэффициент K определяется
по рис. 3.10. Если  l ≤ l1, то
можно найти K по кривой для
2-пролетной балки, пренебре-
гая самым коротким пролетом
и приняв l1 за главный пролет;

для 4-пролетной балки,
симметричной относительно
центральной опоры, K можно
определить,  рассматривая каж-

ll1

l ≥ l12-пролетная балка

ll1 l2

l ≥ l1 ≥ l23-пролетная балка

Рис. 3.9. Геометрические параметры
2- и 3-пролетных балок

0 0.2 0.4 0.6 0.8 l1/l
3

3.5

4

4.5

K
3-пролетная балка

l1/l2 = 2    1.5    1 

2-пролетная

Рис. 3.10. Коэффициент K

дую из половин как эквивалентную 2-пролетную балку;
для несимметричных 4-пролетных балок, а также в случае, ко-

гда число пролетов больше четырех, коэффициент K можно задать,
как для 3-пролетной балки, приняв самый длинный пролет в качест-
ве главного.



Гл. 3. Линейные континуальные системы84

Если величина mEI  на опоре вдвое больше значения в сере-
дине пролета или составляет менее 80 % от него, то формула (3.131)
дает большую погрешность и может использоваться только для на-
хождения грубого приближения.

3.3.3. Трубы

y

x

b h 1
 =

 h

h 3

      

bh 3

h 1
h 2

 

bh 3

h 1
h 2

h

Рис. 3.11. Геометрические параметры труб

Первая собственная частота трубы (рис. 3.11) приближенно вы-
числяется по формуле

M
M

h
bf э
2
э

1
1

ε
= , Гц, (3.132)

где b – диаметр верха трубы, м; hэ – эквивалентная длина трубы,
321э hhh += ; (3.133)

Mэф – эквивалентная масса трубы, равная массе участка h3,
313 hh = ; (3.134)

M – масса всей трубы; ε1 – коэффициент, равный: для бетонных и
кирпичных труб ε1 = 700; для стальных труб ε1 = 1000.

3.3.4. Многоэтажное здание высотой более 50 м
Первая частота изгибных колебаний здания приближенно равна

hf 461 = , Гц, (3.135)
где h – высота, м [111]. Это выражение можно также применить для
предварительной оценки первой частоты одноэтажных зданий и
башен. Отметим, что эта зависимость, по-видимому, предназначена
для достаточно гибких (каркасных) зданий. Кроме того, в [111],
очевидно, не учитывается влияние податливости основания, кото-
рая для жестких и массивных зданий может существенно влиять на
величину первой частоты.
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3.3.5. Первые моды сооружений
Для зданий, башен и труб,

опирающихся на грунт, первая
мода φ1(x) может быть прибли-
женно найдена по формуле

( )ξφ hxx =)(1 .    (3.136)
Первые моды для сооруже-

ний различных типов показаны
на рис. 3.12.

Показатель степени ξ при-
нимается по табл. 3.3.

0.2

0.4

0.6

0.8

x/h

0 0.2 0.4 0.6 0.8 φ1(x)

ξ = 1.5  1  0.6

ξ = 2.5   2

Рис. 3.12. Первые моды
сооружений

Таблица  3 . 3 . Коэффициенты ξ для сооружений различных типов

Тип сооружения ξ Тип сооружения ξ

Решетчатые стальные башни 2.5

Башни и трубы 2.0

Здания с центральным ядром и
периферийными колоннами
или с большими колоннами и
сдвиговыми связями 1.0

Гибкие рамные сооружения
со стенами, не распределяю-
щими нагрузку 0.6

Гибкие консольные здания, а
также здания, опертые на же-
лезобетонное ядро 1.5

3.3.6. Эквивалентная погонная масса конструкции
В некоторых случаях (например, при расчете аэроупругих коле-

баний конструкций, схематизированных в виде стержня; см.
разд. 12.3) необходимо заменить переменную по длине погонную
массу m(x) на эквивалентную постоянную погонную массу mэ. При
колебаниях стержня по 1 моде

∫

∫
= l

l

dxx

dxxxm
m

0

2
1

0

2
1

э

)(

)()(

φ

φ
, (3.137)

где φ 1(x) – первая мода; l – высота или пролет сооружения или его
конструкционного элемента. Очевидно, что если погонная масса m
постоянна, то mэ = m.

Для консольных сооружений с изменяющейся по длине погон-
ной массой можно приближенно принять эквивалентную массу mэ 
равной массе в верхней трети сооружения h3 [см. рис. 3.9 и экспли-
кацию к формуле (3.132)].

Для опертой на концах конструкции длиной l, имеющей пере-
менную погонную массу m(x),  в качестве  эквивалентной  массы  mэ
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можно принять среднее значение m(x) на отрезке длиной l / 3 с цен-
тром в точке, где находится максимум моды φ 1(x).

3.4. Изгибная жесткость железобетонных элементов
При изгибе железобетонного элемента на растянутой грани об-

разуются трещины, снижающие жесткость. Иногда этим обстоя-
тельством пренебрегают и определяют жесткость, как для сплошно-
го бетонного сечения. Более точный подход – принять во внимание
снижение жесткости за счет образования трещин. Так, нормы [6]
требуют определять жесткость сечений железобетонных элементов
с учетом возможного образования трещин, а также нелинейных де-
формаций в бетоне и арматуре, отвечающих кратковременным и
длительным нагрузкам. На предварительных стадиях проектирова-
ния, когда армирование еще неизвестно, нелинейную работу реко-
мендуется учитывать, понижая жесткость путем умножения на ус-
ловные обобщенные коэффициенты. В первом приближении нормы
[6] рекомендуют при определении внутренних усилий умножать
модуль упругости материала на следующие понижающие коэффи-
циенты: для вертикальных сжатых элементов – 0.6; для плит пере-
крытий (покрытий) с учетом длительности действия нагрузки – 0.3.
При расчете вертикальных перемещений перекрытий и покрытий
рекомендовано умножать модуль упругости бетона  на коэффициен-
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Рис. 3.13. Коэффициент F

ты: для вертикальных несу-
щих элементов – 0.6; для плит
перекрытий (покрытий) при
отсутствии трещин – 0.3, а при
их наличии – 0.2. Такой спо-
соб учета снижения жесткости
можно использовать как для
балок, так и для плит. Он яв-
ляется приближенным, так как
не учитывает величину внут-
ренних усилий в конструкции.

Несколько более точный
способ   снижения   жесткости

сечений  балок применяют в США [127, 135], где для этого задают
среднее значение между моментами инерции сплошного бетонного
сечения Iспл (без учета армирования) и сечения с трещинами Iтр:

( ) 







+=+= FbdbhIII

122
1

2
1 3

трспл , (3.138)

где b и h – соответственно ширина и высота бетонного сечения; d –
расстояние от края сжатой зоны сечения до оси растянутой армату-
ры;  F – коэффициент,  показанный на рис. 3.13.  Он определяется  в
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зависимости от значения µ n, где n – отношение модулей упругости
арматурной стали Ea и бетона Eб ,

б

а

E
En = ;   (3.139)

µ − коэффициент армирования растянутой зоны сечения, т.е. отно-
шение площади арматуры в этой зоне к полной площади попереч-
ного сечения.

Коэффициент F вычислен по формуле
22

3

)1.0(9.1)1(
3

−
′

+−+= KKnKF
µ
µµ , (3.140)

где µ ′ − коэффициент армирования сжатой зоны сечения;

qmmK 22 ++−= ;  (3.141)
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µµ 19.01nq . (3.143)

Еще более точный, но и более сложный способ определения же-
сткости сечения с трещинами можно найти в [61]. В настоящей ра-
боте он рассматриваться не будет.



Глава 4
КВАЗИСТАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ

В предыдущих главах были рассмотрены способы динамиче-
ских расчетов, которые позволяют определить движение конструк-
ции и внутренние усилия в ней в любой интересующий момент
времени. Однако на практике часто бывает необходимо знать толь-
ко максимальные значения перемещений и усилий. Их можно найти
с помощью упрощенных квазистатических расчетов, рассмотрению
которых посвящена настоящая глава.

4.1. Схематизация конструкции как системы с одной
степенью свободы

4.1.1. Способы схематизации
Динамические расчеты конструкций с использованием подроб-

ных конечно-элементных схематизаций, описанные в гл. 2, требуют
наличия достаточных вычислительных возможностей. Но часто
внутренние усилия в конструкции можно с приемлемой точностью
определить квазистатическим методом, т.е. с помощью коэффици-
ента динамичности. Но для этого необходимо свести конструкцию
к эквивалентной системе с одной степенью свободы («эквивалент-
ному линейному осциллятору»).

В принципе, это можно сделать, ограничившись одним членом в
разложении движения по модам, описанном в гл. 2, но одна мода
может плохо отображать действительную конфигурацию системы
при перемещениях. Той же цели можно достигнуть многими други-
ми способами – методами Бубнова−Галеркина, Релея−Ритца, с по-
мощью уравнений Лагранжа второго рода, принципа возможных
перемещений, вариационных принципов механики и др.

Все эти способы предполагают задание приближенного закона
перемещений системы с точностью до одного неизвестного пара-
метра, который и выступает в качестве эквивалентной координаты.
В результате для описания движения эквивалентной системы полу-
чаем обыкновенное дифференциальное уравнение:

)(эээээ tFykym =+&& , (4.1)
где yэ – эквивалентная координата; mэ, kэ и Fэ(t) – соответственно
эквивалентная масса, жесткость и нагрузка. В это дифференциаль-
ное уравнение может быть включено еще слагаемое, отражающее
потери энергии [см. уравнение (2.2)]. Заметим, однако, что реакция
конструкции на импульсивные воздействия слабо зависит от зату-
хания и при расчете на них затуханием часто пренебрегают.
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Если при действии импульсивной или ударной нагрузки в кон-
струкции могут быть допущены неупругие деформации, то ее также
можно свести к эквивалентной системе с одной степенью свободы,
но параметры эквивалентных систем в упругой и неупругой стадиях
деформации различны. В настоящем разделе будут описаны спосо-
бы схематизации в виде эквивалентного линейного осциллятора при
работе конструкции в упругой стадии. Эквивалентные неупругие
системы будут рассмотрены в гл. 5.

4.1.2. Параметры эквивалентного линейного осциллятора
Процедуру нахождения параметров эквивалентной системы с

одной степенью свободы («эквивалентного линейного осциллято-
ра») продемонстрируем на заимствованном из [37] примере, кото-
рый показан на рис. 4.1. Изображенная конструкция содержит эле-
мент с распределенными параметрами – балку длиной l с постоян-
ной жесткостью EJ и погонной массой µ ; кроме того, имеются эле-
менты с сосредоточенными параметрами: масса m и жесткость k.
Нагрузки на систему: сосредоточенная сила F(t) и распределенная
нагрузка p(x)ϕ(t).

Вывод параметров эквивалентного линейного осциллятора в це-
лом аналогичен [37], но используется не вариационный принцип
Гамильтона, как там, а уравнение Лагранжа второго рода. Зададим-
ся приближенной формой перемещений конструкции в виде произ-
ведения двух функций, каждая из которых зависит только от одной
переменной – x или t:
      )()(),( э xftytxy = .    (4.2)
Обобщенной координатой
является yэ. Для вывода
дифференциального уравне-
ния воспользуемся уравне-
нием Лагранжа второго рода

      Q
y
T

y
T

dt
d

=
∂
∂

−
∂
∂

ээ&
,    (4.3)

где T – кинетическая энергия
системы; Q – обобщенная
сила.

x

p(x)ϕ(t)

y(x,t) = yэ(t)f(x)

y

m

k

a

b

l

F(t)

δy

Рис. 4.1. К определению эквивалент-
ной системы с 1 степенью свободы

Кинетическая энергия системы
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Подставим ее в левую часть (4.3). Поскольку она не зависит от
перемещения, второе слагаемое в (4.3) равно нулю. Выполнив диф-
ференцирование, получим первое слагаемое


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




+=

∂
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∫ )()()( 2

0

2
э

э

lmfdxxfty
y
T

dt
d l

µ&&
&

. (4.5)

Вычислим обобщенную силу Q. Она представляет собой коэф-
фициент в выражении работы на возможном перемещении δy. За-
пишем возможное перемещение функции y  (x, t) в виде

)(э xfyy δδ = . (4.6)

Работа силы F(t) и распределенной нагрузки p(x)ϕ(t) на нем
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0

э )()()()()( ϕδ . (4.7)

Работа реакции пружины равна разности работ на перемещении
[y(a, t)+δy(a)] и на исходном перемещении y(a, t)

( )[ ] ( )[ ]222 )(),()(2
2

),()(),(
2

aytayfy
k

tayaytay
k

Ak δδδδ +⋅−=−+−= .   (4.8)

Второе слагаемое в квадратной скобке имеет более высокий поря-
док малости, чем первое. Пренебрегая им, получим
   )()()()()( 2

ээээ aftkyyaftyafykAk δδδ −=⋅−= . (4.9)
Работа упругой деформации балки при перемещении y(x,t)
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Штрихами обозначено дифференцирование по координате x. Так
же, как и выше,
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Сложив все найденные работы, получим
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Обобщенная сила равна сумме слагаемых в фигурных скобках:
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Подставив (4.5) и (4.13) в (4.3), приходим к дифференциальному
уравнению движения
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Таким образом, эквивалентная масса для рассматриваемой кон-
струкции
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эквивалентная жесткость
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а эквивалентная нагрузка
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Прогиб балки и момент связаны соотношением

EJ
xMxf )()( =′′ . (4.18)

Поэтому эквивалентная жесткость может быть записана иначе:

∫+=
l

dxxM
EJ

akfk
0

22
э )]([1)( . (4.19)

Пример 1. Определим пара-
метры эквивалентного осциллято-
ра для балки длиной l с двумя за-
делками, постоянной жесткостью
EJ и погонной массой µ, на кото-
рую действует равномерно рас-
пределенная нагрузки (рис. 4.2).
Общая масса балки составляет
µl = M.

f(x) 

y

l

x
p⋅ϕ(t)

Рис. 4.2. Приближенный закон
перемещений балки

Примем приближенный закон перемещений в виде
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На концах балки перемещения и углы поворота равны нулю, т.е.
этот закон удовлетворяет граничным условиям.

Согласно (4.15) находим эквивалентную массу:
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Эквивалентная жесткость вычисляется в соответствии с (4.16):
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Наконец, эквивалентную нагрузку найдем по формуле (4.17):
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Конструкция, изображенная на рис. 4.1, содержала одну сосре-
доточенную массу и сосредоточенную жесткость, на нее действова-
ла одна сила, балка имела постоянную погонную массу и жесткость.
В более общем случае возможны следующие отличия:

1) могут иметься s упругих опор с жесткостями ks, расположен-
ных в точках xs; r сосредоточенных масс mr в точках xr; n сил Fn(t) в
точках xn;

2) помимо точечных сосредоточенных масс могут иметься эле-
менты в точках xd, обладающие моментами инерции I0d ;

3) масса и жесткость упругого элемента могут зависеть от коор-
динаты x;

4) кроме сосредоточенных жесткостей (пружин), может иметься
распределенная жесткость k(x) (например, упругое основание);

5) на конструкцию, помимо сосредоточенных и распределенных
нагрузок, могут также действовать изгибающие моменты Mj(t), при-
ложенные в точках xj.

При таких изменениях параметры эквивалентного осциллятора
вычисляются с помощью следующих соотношений [37]:
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или
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Ранее не принимались во внимание потери энергии в системе.
Их можно учесть обычным образом, добавив в дифференциальное
уравнение (4.1) диссипативный член [см. уравнение (2.2)]. Если в
точках xm расположены сосредоточенные демпферы с коэффициен-
тами относительного затухания ζm, а кроме того, имеется распреде-
ленное затухание ζ(x) (например, в основании), то эквивалентный
коэффициент относительного затухания [37]
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Аналогичные выраже-
ния для параметров эквива-
лентного осциллятора мож-
но записать для двумерных
систем, например, для пря-
моугольной плиты с тол-
щиной h и массой единицы
площади µ(x,y) (рис. 4.3). В
точках с координатами xi,yi
с плитой соединены массы
mi.  На плиту действует рас-

a

x

b

y

w(x,y,t)wэ(t)

Рис. 4.3. Приближенный закон пере-
мещений пластинки

пределенная нагрузка p(x,y)ϕ(t), а также силы Fn(t) в точках xn,yn.
Если принять за обобщенную координату перемещение в центре
wэ(t), то прогибы плиты можно приближенно выразить в виде

),()(),,( э yxftwtyxw = . (4.25)
Функцию f (x,y) можно задать в виде произведения одномерных
функций, удовлетворяющих граничным условиям на опорах, на-
пример, уравнений изогнутой линии балки при статическом дейст-
вии нагрузки.

Параметры эквивалентного осциллятора определяются по при-
веденным далее соотношениям, заимствованным из [37].

Эквивалентная масса

∑∫∫ += ),(),(),( 22
э iii

S

yxfmdxdyyxfyxm µ ; (4.26)

эквивалентная жесткость
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где D – цилиндрическая жесткость плиты,

)1(12 2

3

ν−
=

EhD , (4.28)

где E – модуль упругости, а ν − коэффициент Пуассона материала.
Эквивалентная нагрузка

∫∫∑ +=
S

nnn dxdyyxfyxptyxftFF ),(),()(),()(э ϕ . (4.29)

В (4.26)−(4.29) интегрирование производится по площади плиты S.
Пользуясь эквивалентной массой и жесткостью конструкции,

можно по обычной формуле для линейного осциллятора вычислить
ее эквивалентную частоту ω э. Например, для балки с двумя задел-
ками, рассмотренной в примере выше,

µµ
πω EJ

l
EJ

lm
k

22

2

э

э
э

79.22
3

4
=== .

Это менее чем на 2 % отличается от точного значения (у него коэф-
фициент равен 22.37). Поскольку задание закона перемещений кон-
струкции равносильно наложению на нее дополнительных связей,
эквивалентная частота всегда выше точной.

После того, как путем интегрирования дифференциального
уравнения движения эквивалентного осциллятора (4.1) или квази-
статическими методами, описанными далее в настоящей главе, бу-
дет найдено эквивалентное перемещение yэ, по формуле (4.2) вы-
числяется действительное перемещение конструкции, а по нему –
внутренние усилия в ней. Подчеркнем, что точность получаемых
при этом результатов самым существенным образом зависит от
точности задания функции прогиба f (x). Ее вид достаточно мало
сказывается на величине yэ и значении эквивалентной частоты, но
для внутренних усилий, которые получаются путем дифференциро-
вания f  (x), ошибка может оказаться существенной.

Обратим внимание еще на одно обстоятельство. В качестве f(x)
может быть задана любая функция, удовлетворяющая граничным
условиям. В приведенном выше примере она была подобрана так
[см. (4.18)], чтобы ее максимальное значение равнялось 1. Но, в
принципе, f  (x) можно умножить на произвольное число, скажем,
удвоить. Проследим, как это скажется на результатах расчета пере-
мещений. Эквивалентная масса и жесткость увеличатся в четыре
раза, а эквивалентная нагрузка удвоится. При этом эквивалентная
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частота ωэ останется прежней, а значение yэ, найденное с помощью
дифференциального уравнения (4.1), уменьшится вдвое. Следова-
тельно, перемещение конструкции y (x,t), вычисленное согласно
(4.2), останется неизменным. Как видим, масштабирование функции
f  (x) не влияет на получаемую величину перемещений. Но в то же
время отметим, что, скажем, при удвоении функции (4.18) эквива-
лентная масса, вычисленная согласно (4.19), окажется больше об-
щей массы балки, что физически невозможно.

Таким образом, параметры эквивалентного осциллятора, во-
первых, определяются не однозначно. Во-вторых, их следует рас-
сматривать как некоторые условные величины, которые позволяют
вычислить с определенной точностью перемещения конструкции,
но при этом сами они могут не иметь реального физического смыс-
ла. Чтобы избежать такого неудобства, предпочтительно масштаби-
ровать функцию f(x) так, чтобы ее максимум равнялся 1.

Те же самые методы можно, в принципе, применить и к более
сложным, в том числе трехмерным, конструкциям. Однако если для
простейших конструкций подобрать функцию f(x) относительно
просто, то с возрастанием их сложности это становится все более
трудной задачей, что понижает точность результатов.

4.1.3. Задание приближенной функции прогиба
в виде перемещений при статических нагрузках

Для приведения конструкции к системе с одной степенью сво-
боды можно задать приближенную функцию прогиба в виде пере-
мещений при статическом действии приложенных к ней нагрузок.

Продемонстрируем эту процедуру на примере поперечных ко-
лебаний плиты, которая была рассмотрена в разд. 3.2.3 (рис. 3.7). Ее
вынужденные колебания описываются дифференциальным уравне-
нием (3.118). Использованные в этом уравнении обозначения были
разъяснены в экспликациях к формулам (3.118) и (3.119), но для яс-
ности изложения повторим их. Полная площадь плиты равна S. На
ее участок площадью S1 действует нагрузка

),()(),,( 21max yxftfRtyxR = ,  Н/м2, (4.30)

где Rmax – максимальное безразмерное значение, Н; f1(t) – безраз-
мерный, нормированный к единице закон изменения силы во вре-
мени; f2(x,y) – закон распределения нагрузки по пластинке, 1/м2, при
суммарной внешней нагрузке, равной 1. Если считать, что положе-
ние и размеры участка S1 не изменяются и нагрузка f2(x,y) распреде-
лена по нему равномерно, то
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Воспользуемся методом Бубнова−Галеркина. Примем, что в
любой момент времени прогиб пластинки w(x, y, t) пропорционален
прогибу при статическом действии максимальной нагрузки:

)(),(),,( стmax tTyxwRtyxw = , (4.32)
где wст (x, y) – статический прогиб при единичной суммарной на-
грузке; он удовлетворяет соотношению

),(),( 2ст yxfyxwD =∆∆ ; (4.33)
T(t) – зависящий от времени коэффициент пропорциональности, ко-
торый требуется определить.

Поскольку выражение (4.32) является приближенным, то при
его подстановке в дифференциальное уравнение (3.124) оно не бу-
дет удовлетворено точно. Разность левой и правой частей («невяз-
ка») составит:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxftftTx,ywtTx,ywDRtyxL ,,, 21стстmax −+∆∆= &&µ ,  (4.34)

или, с учетом (4.33),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxftfyxftTtTx,ywRtyxL ,,,, 212стmax −+= &&µ .    (4.35)

Следуя методу Бубнова−Галеркина, потребуем, чтобы функция
L(x,y,z) в любой момент времени была ортогональна функции ста-
тического прогиба, т.е. удовлетворяла условию

∫∫ =
)(

ст 0),(),,(
S

dxdyyxwtyxL , (4.36)

где интегрирование выполняется по всей площади пластинки S.
Подставим сюда (4.35):
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S

dxdyyxwyxftf . (4.37)

Отсюда получаем дифференциальное уравнение, из которого опре-
деляется функция T(t):

( )tfTT 1
2
э

2
э ωω =+&& , (4.38)

где ω э − эквивалентная круговая частота,
( ) ( )
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Уравнение (4.38) аналогично уравнению вынужденных колебаний
линейного осциллятора. Но следует подчеркнуть, что эквивалент-
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ная частота ω э не является собственной частотой системы, так
как зависит от формы и места расположения «пятна удара», т.е. от
внешней нагрузки (например, по мере приближения удара к опор-
ному краю пластинки эквивалентная частота повышается). Собст-
венная же частота полностью определяется только свойствами сис-
темы и не зависит от нагрузки и начальных условий движения.

Если функция f2(x,y) подчиняется условию (4.31), то эквива-
лентная частота
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В случае, когда размеры «пятна удара» S1 малы по сравнению с
размерами пластинки S, можно приближенно считать, что в его
пределах прогиб равен прогибу в центре (x0,y0):

)(),( 00стст ,yxwyxw ≈ . (4.41)
Тогда получаем
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Эту формулу можно использовать и в том случае, если нагрузка со-
средоточена в одной точке (x0, y0).

Иногда нагрузка приложена не по площади, а по линии. Для оп-
ределенности будем считать ее параллельной оси 0x, x1 и x2 – коор-
динаты ее начала и конца. Тогда

( )
∫∫

∫−
=

S

x

x

dxdyx,yw

dxxw
xx

)(

)(1

2
ст

ст
122

э

2

1

µ
ω . (4.43)

В формулах (4.39), (4.42) и (4.43) числитель должен быть умножен
на 1 Н.

Изложенный вывод не учитывает рассеяние энергии. Это можно
сделать, добавив в (4.38) диссипативный член:

)(2 1
22

ээ tfTTT ωωζω =++ &&& , (4.44)

где ζ − коэффициент относительной диссипации энергии. В случае
расчета на интенсивную динамическую нагрузку, например, на удар
самолета, внутренние усилия в железобетонной конструкции могут
оказаться очень большими. Поэтому в данном случае можно при-
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нимать потери энергии не меньше, чем при максимальном расчет-
ном землетрясении (ζ = 0.05÷0.10).

Можно представить пластинку как эквивалентный линейный
осциллятор. Примем за эквивалентное перемещение wэ среднее пе-
ремещение в пределах области приложения нагрузки S1 при ее ста-
тическом действии. Для нахождения параметров осциллятора заме-
тим, что интеграл в числителе (4.40) представляет собой среднее
перемещение в области S1 при суммарной нагрузке 1 Н:

∫∫=
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ст
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ср
1

S

dxdyyxw
S

w . (4.45)

Если в пределах «пятна удара» различия в прогибах незначительны,
то так же, как и в (4.41), можно принять, что

),( 00стср yxww ≈ . (4.46)
Эквивалентная жесткость осциллятора kэ равна отношению

силы 1 Н к вызванному ею перемещению, т.е.

ср
э

1
w

k = . (4.47)

Эквивалентную массу mэ найдем через квадрат эквивалентной
круговой частоты линейного осциллятора:

2
э

э
э ω

km = . (4.48)

Эквивалентная нагрузка Fэ определяется согласно (4.29)

( ) ( )∫∫=
)(

max ),(,
S

dxdyyxwyxfRtfF ст21э .  (4.49)

Возвращаясь к выражению для эквивалентной частоты (4.39),
отметим, что числитель дроби представляет собой удвоенную рабо-
ту внешних сил, которая равна потенциальной энергии системы, а
знаменатель – ее удвоенную кинетическую энергию. Таким обра-
зом, эта формула представляет собой не что иное, как выражение
для квадрата круговой частоты по методу Релея−Ритца. Такая трак-
товка удобна потому, что некоторые вычислительные программы
(например, широко распространенный вычислительный комплекс
SCAD Office [35]) непосредственно выдают величину работы внеш-
них сил.

4.1.4. Замечания по поводу схематизации конструкций
в виде эквивалентного линейного осциллятора

Представление строительных конструкций в виде эквивалент-
ного линейного осциллятора чаще всего используют для упрощен-
ного квазистатического расчета на импульсивные и ударные на-
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грузки (воздействие воздушной ударной волны, удары летящих тел
им т.п.), выполняемого с применением коэффициентов динамично-
сти. Такие расчеты будут рассмотрены в следующих разделах на-
стоящей главы. Но при использовании указанной расчетной схемы
следует принимать во внимание ряд обстоятельств.

1. Определение параметров эквивалентного линейного осцилля-
тора основано на задании приближенного закона перемещений кон-
струкции, и точность результатов зависит от близости принятого
закона к действительному.

Можно задать такой закон аналитически, после чего использо-
вать формулы, приведенные в разд. 4.1.2. Это более или менее про-
сто сделать для простейших конструкций – балок, пластинок. Но
для более сложных конструкций, например поперечных рам зданий,
точность задания приближенного закона неизбежно будет значи-
тельно меньше, что соответствующим образом отразится на досто-
верности результатов их расчета.

В этом смысле более рационально принять приближенный за-
кон перемещений пропорциональным перемещениям при статиче-
ском действии нагрузок, как это описано в разд. 4.1.3, так как для
сложной конструкции эти перемещения можно вычислить с помо-
щью какой-либо вычислительной программы. Однако здесь имеется
следующая проблема. Предположение о том, что при локальном
приложении нагрузки форма динамических и статических переме-
щений конструкции одинакова, оправдано, если строительная кон-
струкция не слишком велика по сравнению с «пятном» приложения
нагрузки и имеет четко выраженные граничные условия (например,
если рассматривается часть наружной стены, ограниченная двумя
примыкающими поперечными стенами и перекрытиями). Но при
больших размерах строительной конструкции (например, защитная
оболочка АЭС, поперечная рама здания и т.п.) локальные динами-
ческие перемещения вблизи места приложения нагрузки могут
иметь характер «вмятины» (см. рис. 16.3) и сильно отличаться от
перемещений всей конструкции при статической нагрузке. Это об-
стоятельство вносит определенную погрешность в результат.

2. В описанных ранее методах нахождения параметров линей-
ного осциллятора предполагается, что динамические перемещения
пропорциональны статическим в течение всего времени движения
конструкции. Но даже если это верно в начальный момент времени,
то в последующие может оказаться несправедливым. Это было по-
казано в разд. 3.1.5 на примере шарнирно опертой балки при равно-
мерно распределенной нагрузке, длительность которой мала по
сравнению с периодом колебаний по первой моде. Если бы пере-
мещения этой балки были все время пропорциональны статиче-
ским, то и эпюра моментов оставалась бы пропорциональной эпюре
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при статическом приложении нагрузки. Но, как показывает рис. 3.5,
в действительности форма эпюры изменяется со временем. Таким
образом, названное  допущение близко к истине только при доста-
точно длительных и медленно нарастающих (по сравнению с пе-
риодом колебаний по 1 моде) нагрузках. В противном случае пред-
почтительно использовать динамические методы расчета переме-
щений, описанные в предыдущих главах. 

3. При численном задании функции прогиба необходимо вы-
числять однократные и двойные интегралы, фигурирующие в фор-
мулах. Для однократных интегралов имеются общеизвестные квад-
ратурные формулы (методы прямоугольников, трапеций, парабол),
которые можно найти в справочной литературе. Описание способов
вычисления двойного интеграла встречается реже, поэтому приве-
дем его здесь.

Такой интеграл можно вычислить путем последовательного ин-
тегрирования по координатам: сначала найти «частные интегралы»
при фиксированных значениях одной координаты, а затем вычис-
лить интеграл по второй координате, где «частные интегралы» вы-
ступают в качестве значений подынтегральной функции.

Таблица  4 . 1 .  Процедура вычисления двойного интеграла

Коорди-
ната x1

x2 =
= x1+∆x … xn-1 =

= x n-2+∆x
xn =

= x n-1+ ∆x
«Частный
интеграл»

по x
y1 f(x1,y1) f(x2,y1) … f(xn-1,y1) f(xn,y1) Σ1(y1)

y2 =
= y1 + ∆y f(x1,y2) f(x2,y2) … f(xn-1,y2) f(xn,y2) Σ2(y2)

… … … … … … …
yk-1 =

=yk-2 + ∆y f(x1, yk-1) f(x2, yk-1) … f(xn-1, yk-1) f(xn, yk-1) Σk(yk-1)

Yk =
= yk-1 + ∆y f(x1,yk) F(x2, yk) … f(xn-1, yk) f(xn, yk) Σk(yk)

Пусть, например, требуется вычислить интеграл

∫ ∫=
k ny

y

x

x

dxdyyxfI
1 1

),( .

Для этого область интегрирования следует разбить сеткой с ша-
гом ∆x, ∆y и в ее узлах вычислить значения подынтегральной функ-
ции f (x,y). Они записаны в табл. 4.1 размером n×k (по числу узлов в
каждом направлении). В ее правой колонке записаны «частные ин-
тегралы» Σi (yi), представляющие собой результат численного интег-
рирования функции f (x,yi) по координате x при фиксированном зна-
чении y = yi. Для их нахождения  может быть применена любая
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квадратурная формула. Например, если использовать метод трапе-
ций, то получится

Σ1(y1) = [f (x1,y1) + 2f  (x2,y1) + … + 2f (xn-1,y1) + f (xn,y1)]∆x/2;
Σ2(y2) = [f (x1,y2) + 2f (x2,y2) + … + 2f (xn-1,y2) + f (xn,y2)]∆x/2;
……………………………………………………………….
Σk(yk) = [f (x1,yk) + 2f (x2,yk) + … + 2f (xn-1,yk) + f (xn,yk)]∆x/2.

После этого вычисляем двойной интеграл, интегрируя по y правую
колонку таблицы, т.е. рассматривая «частные интегралы» в качестве
значений подынтегральной функции:

I = [Σ1(y1) + 2Σ2(y2) + … + 2Σk−1( yk−1) + Σk(y k)]∆y/2.
Разумеется, вычисления можно производить и в другой после-

довательности, т.е. сначала при фиксированных значениях x, а затем
суммировать по y.

4.1.5. Параметры эквивалентных линейных осцилляторов
для некоторых простейших конструкций

В табл. 4.2 приведены эквивалентные массы mэ, жесткости kэ и
силы Fэ для балок и плит при сосредоточенной и равномерно рас-
пределенной нагрузках.

Сечения балок и толщины плит являются постоянными. При
вычислении эквивалентной жесткости железобетонных балок и
плит следует учитывать снижение их изгибной жесткости из-за рас-
трескивания бетона в растянутой зоне сечения (см. разд. 3.1.6).

Таблица  4 . 2 .  Параметры эквивалентных осцилляторов
для балок и плит

Схематизация Функция прогиба f (x), эквивалентная
масса mэ, жесткость kэ, сила Fэ

x
y

f(x)

mэ

Fϕ(t)

0.5l
l

yэ 








≤≤





 −−






 −

≤≤−
=

lxl
l
x

l
x

lx
l
x

l
x

xf

2
при1413

2
0при43

3

3

3

)(

lm µ4860э .= ; 3э 48
l
EJk = ; Fэ = Fϕ(t)

l

y

f(x)

Fϕ(t)

0.5l

x

yэ
mэ 









≤≤





 −−






 −

≤≤−
=

lzl
l
z

l
z

lz
l
z

l
z

xf

2
при116112

2
0при1612

)( 32

3

3

2

2

lm µ371.0э = ; 3э 192
l
EJk = ; Fэ =Fϕ(t)
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Продолжение табл. 4.2

Схематизация Функция прогиба f(x), эквивалентная
масса mэ, жесткость kэ, сила Fэ

y

f(x)mэ

l

x

yэ

Fϕ(t)

0.5l 








≤≤





 −+−

≤≤−
=

lzl
l
x

l
x

l
x

lx
l
x

l
x

xf

2
при12253

2
0при53

3

3

3

3

3

)(

mэ =0.445µl; 3э 71109
l
EJk .= ;  Fэ =Fϕ(t)

y

f(x)mэ

Fϕ(t)
l

x
yэ









+−= 3

3

32
2
1

l
x

l
xxf )(

mэ =0.236µl; 3э 3
l
EJk = ;

Fэ =Fϕ(t)

y

f(x) mэ

pϕ(t)

0.5l
l

yэ

Fэ

x 







+−= 4

4

3

3

2
5

16
l
x

l
x

l
xxf )(

mэ = 0.504µl; 
3э 1549

l
EJk .= ;

Fэ = 0.64plϕ(t)

l

y

f(x)
0.5l

yэmэ

pϕ(t) Fэ

x

2

2

2

116)( 





 −=

l
x

l
xxf

mэ = 0.406µl; 
3э 8204

l
EJk .= ;

Fэ = 0.533plϕ(t)

y

f(x)mэ

0.5l
l

yэ

pϕ(t) Fэ

x








+−= 4

4

3

3

234
l
x

l
x

l
xxf )(

mэ = 0.483µl; 
3э 2115

l
EJk .= ;

Fэ = 0.6plϕ(t)

f(x)mэ
l

yэ

pϕ(t)Fэ

x

y









+−= 4

4

43
3
1)(

l
x

l
xxf

mэ =0.257µl; 
3э 23

l
EJk .= ; Fэ = 0.4plϕ(t)
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Окончание табл. 4.2

Схематизация Функция прогиба f(x), эквивалентная
масса mэ, жесткость kэ, сила Fэ

b
y

a
xyxf ππ sinsin),( =

mэ = 0.25µab; 
2

22

4

э
11

4






 +=

ba
Dabk π

Эквивалентная нагрузка Fэ (приложена
в центре плиты):
− при нагрузке Fϕ(t), сосредоточенной

в центре плиты, Fэ = Fϕ(t);
a

b
a/2 b/

2
y

x

Fэ

Шарнирно опертая
плита

Собственная частота

µ
π D

ba
f 






 += 22э

11
2

, Гц

− при нагрузке pϕ(t), равномерно рас-
пределенной по поверхности плиты,
Fэ = 0.405abpϕ(t);







 −





 −=

b
y

a
xyxf ππ 2cos12cos1

4
1),(

abm µ
64
9

э =









+

+
= 60607230

22

444

э ..
ba
ba

ab
Dk π

Эквивалентная нагрузка Fэ (при-
ложена в центре плиты):
− при нагрузке Fϕ(t), сосредоточен-

ной в центре плиты, Fэ = Fϕ(t);

b

a

a/2 b/
2

y

x

Fэ

Защемленная по
контуру плита

Собственная частота, Гц,









+

+
= 60601341

22

44

э ..
ba
baD

ab
f

µ
π

− при нагрузке pϕ(t), равномерно
распределенной по поверхности
плиты, Fэ = 0.25abpϕ(t)

В формулах для балок использованы обозначения: l – длина
балки; µ – погонная масса, кг/м; EJ – жесткость; F – сосредоточен-
ная сила, Н; q – распределенная нагрузка, Н/м. Помимо параметров
эквивалентного осциллятора, для каждой расчетной схемы приве-
дена функция f(x), по которой они вычислены. Она принималась
пропорциональной упругой линии балки при статическом действии
нагрузки, масштабированной так, чтобы ее максимальное значение
равнялось 1. По ней можно найти перемещение балки y(x) = yэf(x), а
затем обычным образом – эпюры изгибающих моментов и перере-
зывающих сил. Иначе динамические внутренние усилия можно
найти, умножив на yэ их значения при статическом действии на-
грузки.
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Для плит использованы обозначения: D – цилиндрическая же-
сткость плиты, Н⋅м [см. (4.28)]; µ − масса единицы площади, кг/м2.
Эквивалентное перемещение wэ равно перемещению центра плиты.
Приближенная  функция прогибов f(x,y) приведена в таблице. Экви-
валентная масса mэ и нагрузка Fэ найдены согласно (4.26) и (4.29), а
эквивалентная жесткость kэ найдена из условия равенства собствен-
ной частоты осциллятора fэ первой собственной частоте пластинки,
приведенной в [63, 84]. Сила Fэ прикладывается в центре плиты.
Путем расчета эквивалентного осциллятора определяется wэ. После
этого динамические внутренние усилия в плите вычисляются как их
значения при статическом действии нагрузки, умноженные на wэ.

4.2. Квазистатический расчет конструкции
при действии силы

4.2.1. Коэффициенты динамичности
Если конструкция работает в пределах упругих деформаций, то

проверку ее прочности при зависящей от времени нагрузке можно
заменить квазистатическим расчетом. Из (4.1) видно, что переме-
щения линейного осциллятора равны его статическому перемеще-
нию при максимальной нагрузке Rmax, умноженному на T(t). Поэто-
му максимальное значение перемещений можно найти, умножив
перемещение при статическом действии этой силы на коэффициент
динамичности kд, равный максимальному значению функции T(t).
Его значение зависит от эквивалентной собственной частоты и по-
терь энергии в конструкции.

На рис. 4.4 приведены коэффициенты динамичности при воз-
действии импульсов различной формы. Аналитические выражения
для их вычисления приведены в табл. 4.3 [78]. Номера импульсов и
обозначения в ней те же, что на рис. 4.4. Поскольку при действии
импульса  потери энергии в осцилляторе мало сказываются на ве-
личине его максимального отклонения, приведенные коэффициенты
динамичности вычислены при отсутствии затухания.

Для других законов нагрузок их  можно найти, например, в [26,
61, 68, 78, 135]. Для нагрузок при ударах различных самолетов ко-
эффициенты динамичности приведены в гл. 8 настоящей книги.

4.2.2. Законы движения осцилляторов
При действии импульсов, рассмотренных в разд. 4.2.1, осцилля-

торы движутся по законам, приведенным в табл. 4.4. Номера соот-
ветствуют рис. 4.4; через f (t) обозначен закон изменения нагрузки
(форма импульса), а ψ (t) – отношение динамического перемещения
к максимальному статическому; остальные обозначения – прежние. 

На интервалах времени 0 ≤ t ≤ τ (т.е. в течение действия им-
пульса) выражения для перемещений ψ (t) заимствованы из [78], где
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они в запас вычислены без учета затухания. При τ ≤ t (т.е. по окон-
чании действия импульса) осциллятор совершает свободные коле-
бания, и на этом интервале следует учесть затухание. Закон пере-
мещений на этом промежутке времени

   







−

+
+−= − )(sin)()()(cos)()( τω

ω
τζωψτψτωτψψ ζω ttet D

D
D

t &
,   (4.50)

где ζ − относительное затухание; ωD – частота с учетом затухания.

0 τ  t

1

τ  t0
3

τ  t0
2

0

0.5

1

1.5

kд

0.5 1 1.5 2 2.5 3 τ

τ  t0

5

τ  t0

6

0.5 1 1.5 2 2.5 30

.5

1
τ  t0

4

0

1.5

kд

τ

0.5 1 1.5 2 2.5 30
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1

1.5

kд

τ

τ1/τ = 0.5   0.4   0.3   0.2   0.1   0

τ  t

p/2

0

p

τ1

Рис. 4.4. Коэффициенты динамичности при действии
импульсов различной формы

Tτπωττ == )(~ 2 , где τ − длительность импульса;
ω  и T − круговая частота  и период осциллятора
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Таблица  4.3.  Коэффициенты динамичности
при действии импульсов

Номер
импульса

Безразмерное
время τ~ Коэффициент динамичности kд

1 5.0~0 ≤≤τ τπ~sin2
τ~5.0 ≤ 2

2. 795.0~0 ≤≤τ )~2()~2cos1()~2sin~2( 22 τπτπτπτπ −+− ;

τ~795.0 ≤ )~2(11д τπ+=k
3 375.0~0 ≤≤ τ )~2()~2sin~2()~2cos1( 22 τπτπτπτπ −+− ;

τ~375.0 ≤   [ ])~2()~2(arctg12 τπτπ−
4 5.0~0 ≤≤τ )~41()~cos~4( ττπτ − ;

5.1~5.0 ≤≤τ
 








+
−

+− 1~2
2sin~2

1~2

~4sin~41

~2
τ
π

τ
τ
τπ

τ
τ ;

τ~5.1 ≤  








−
−

−− 1~2
2sin~2

1~2

~4sin~41

~2
τ
πτ

τ
τπ

τ
τ

5 5.0~0 ≤≤τ ( ) )~(~cos12 τπτπ− ;
2~5.0 ≤≤τ )~(]ˆsin)~ˆsin(2ˆ~2[ τπξτπξξτπ −−+− ;

τ~2 ≤ )~(21 τπ+ ,

где ξ̂  − корень уравнения ξτπξ ˆcos1)~ˆcos(2 +=− ;   ξ − корень
уравнения )~sin(~sin τξτξ = ;    при 1=τ~  7031.=ξ

6 5.0~0 ≤≤τ )~1()~(sin ττπ − ;
2~5.0 ≤≤τ { } )~1()]~cos(1[~cos1 22 ττξτξ −−−− ;

τ~2 ≤ )1~(~ 22 −ττ

Таблица  4 . 4 .  Законы перемещений осцилляторов
при действии импульсов

Закон перемещений ψ(t)Номер и
форма им-
пульса f(t) При 0 ≤ t ≤ τ При τ ≤ t перемещение вычис-

ляется согласно (4.50), где
1 1 tωcos−1 τωτψ cos−= 1)( ;

ωτωτψ sin=)(& .
2

τ
t

τω
ωω tt sin− )()(sin1)( τωτωτψ −= ;

ττωτψ )cos( −= 1)(& .
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Окончание табл. 4.4

Закон перемещений ψ(t)Номер и
форма им-
пульса f(t) При 0 ≤ t ≤ τ При τ ≤ t перемещение вычис-

ляется согласно (4.50), где
3 

τ
t

−1 ttt ω
τω
ω

τ
cossin

−+−1
τωτωτωτψ cos)(sin)( −= ;

ωτω
τ
ωτ

τ
τψ sincos1)( ++−=& .

4
τ
π tsin







 −×

×
−

2
sinsin

)( 22

tt πωτωωπ

τωπ
τω ( )[ ]

( );)2sin(sin
)()( 22

πωττωτωπ
τωπτωτψ

−×
×−=

( )[ ]
( ).)2cos()2(cos

)()( 222

τπωτωτω
τωπτπωτψ

−×
×−=&

Для импульсов 5 и 6 на рис. 4.4 законы перемещений ψ (t) явля-
ются следующими:

Импульс 5: 








≤−

≤≤
=

tt

tt

tf

2
при22

;
2

0при2

)( τ
τ

τ
τ (4.51)
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


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


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



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



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

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



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Импульс 6: 





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τ
πttf 2cos1

2
1)( ; (4.53)
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

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
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
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4.2.3. Квазистатический расчет конструкции
как системы с одной степенью свободы

Наиболее простой способ выполнения квазистатического расче-
та сложной конструкции (при деформациях в пределах упругости) –
свести ее к эквивалентной системе с одной степенью свободы, как
описано в разд. 4.1. После этого по собственной частоте эквива-
лентного осциллятора определяется коэффициент динамичности.
Умножив на него максимальное значение приложенной нагрузки,
получим эквивалентную статическую нагрузку. Затем производится
статический расчет конструкции на эту нагрузку.

Пример 2. Найдем эквивалентную статическую нагрузку при
ударе самолета Lear Jet. Динамическая нагрузка и коэффициент ди-
намичности при его ударе приведены в гл. 8. Удар нанесен в верти-
кальную стену, эквивалентная частота которой ωэ = 54 1/с (8.6 Гц),
относительное затухание в конструкции ζ = 0.07. Максимальная ве-
личина нагрузки Rmax = 12 МН (см. рис. 8.14,а); коэффициент дина-
мичности при частоте ωэ (рис. 8.14,б) kд = 1.25. Следовательно, эк-
вивалентная нагрузка при квазистатическом расчете

1525112дэ =⋅== .maxRkF  МН.

4.2.4. Квазистатический расчет конструкции
как системы с n степенями свободы

Недостатки квазистатического расчета с использованием схема-
тизации конструкции как системы с одной степенью свободы были
названы в разд. 4.1.4. Расчет можно уточнить, воспользовавшись
разложением движения конструкции по модам, как при решении
методом модальной суперпозиции. Для дискретных систем такое
разложение описано в гл. 2, а для континуальных в гл. 3. Далее этот
способ решения изложен применительно к дискретной системе.

Как было сказано в гл. 2, в процессе колебаний конструкции по
j-й моде в любой момент времени сохраняется пропорциональность
перемещений всех ее точек, т.е. она представляет собой линейный
осциллятор с круговой частотой ω j (j-й собственной частотой сис-
темы). Если на конструкцию действует сила R(t) с максимальным
значением Rmax, то согласно методу модальной суперпозиции век-
тор перемещений системы

∑∑
==

==
n

j
jj

n

j
j tqtxtx

11

)(}{)}({)}({ φ , (4.55)

где {хj(t)} – j-й вектор модальных перемещений; {φj} – вектор j-й
моды; qj(t) – функция времени (обобщенная координата), являю-
щаяся решением дифференциального уравнения (2.75).

Для того чтобы с помощью коэффициента динамичности kд(ω i),
зависящего от частоты, найти максимальное значение обобщенной



4.2. Квазистатический расчет конструкции при действии силы 109

координаты qi,max, надо заменить силу R(t) статической нагрузкой
kд(ω i)Rmax. Поскольку при этом правая часть (2.75) не зависит от
времени, производные в левой части равны нулю. Отсюда находим

maxд22max, )(
||||
}{}{ RkJq i

ii

T
i

i ω
φω

φ
= . (4.56)

С учетом (4.55) находим максимальное i-е модальное перемещение:

maxд22max, )(
||||
}{}{}{}{ RkJx i

ii

T
i

ii ω
φω

φφ= . (4.57)

Отметим, что выражение для модальных перемещений при дей-
ствии постоянной силы R можно получить не из уравнения движе-
ния, а непосредственно из уравнения равновесия

RJxK }{}]{[ = . (4.58)
Для этого разложим вектор перемещений по модам:
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}{}{}{ φ . (4.59)

Чтобы найти коэффициенты ai, подставим это равенство в (4.58) и
домножим слева на транспонированный вектор i-й моды:

RJaK T
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n

j
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T
i }{}{}{][}{
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φφφ =∑
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. (4.60)

С учетом условия ортогональности мод (2.37) находим, что

RJa
ii

T
i

i 22 ||||
}{}{

φω
φ

= . (4.61)

Подставив (4.61) в (4.59), получим выражение, аналогичное (4.57).
В (4.58) коэффициент динамичности kд(ω i) представляет собой

максимальное перемещение q i,max линейного осциллятора при дей-
ствии силы R(t). Будем называть его коэффициентом динамично-
сти по перемещениям. Однако можно вычислить максимальное ус-
корение осциллятора max,iq&& при действии этой силы. Это коэффици-
ент динамичности по ускорениям, который обозначим как )( ik ωу

д .
Эти два коэффициента аналогичны так называемым спектрам

отклика соответственно по перемещениям и ускорениям, исполь-
зуемым в расчетах конструкций на кинематическое возмущение,
которые будут рассмотрены далее в разд. 4.3. В [12] показано, что
между ними выполняется соотношение

 )()( д
2у

д iii kk ωωω = . (4.62)

Подставив его в (4.57), найдем
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Вектор максимальных модальных ускорений
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Если умножить слева обе части (4.64) на матрицу масс [M], то
получим вектор максимальных инерционных нагрузок, соответст-
вующих колебаниям системы по i-й моде,
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φ

φφ== && . (4.65)

Для проверки прочности конструкции следует по перемещени-
ям {xi} или инерционным нагрузкам {Fi,ин} вычислить модальные
отклики конструкции (например, максимальные напряжения, мо-
менты, перерезывающие силы).

Для получения максимального отклика надо сложить модаль-
ные отклики. Однако просто алгебраически просуммировать их
нельзя, так как максимумы слагаемых, соответствующих разным
модам, достигаются не одновременно. Более того, по этой же при-
чине вообще невозможно говорить о векторе максимальных сум-
марных откликов (например, моментов), так как в разных точках
конструкции максимумы также сдвинуты по времени. Поэтому
суммирование модальных откликов производят по специальным
формулам, которые будут приведены в разд. 4.3.

4.3. Квазистатический расчет конструкций
при кинематическом возмущении

4.3.1. Спектры отклика
При кинематическом возмущении вынужденные колебания

конструкции происходят под действием переносного движения –
колебаний ее основания (см. разд. 2.4). Примером является, прежде
всего, сейсмическое воздействие. Таков же характер воздействия на
вторичные системы (технологическое оборудование, трубопрово-
ды, строительные конструкции), расположенные внутри здания, ко-
торое само совершает колебания в результате экстремального
внешнего воздействия (землетрясения, удара самолета, взрыва).

Нагрузки на системы при кинематическом возмущении часто
определяют с использованием так называемой «линейно-спектраль-
ной теории» (ЛСТ) (в зарубежной литературе она именуется «Re-
sponse Spectrum Method»). Ее подробное изложение можно найти в
книге [12], поэтому здесь будет приведена только ее общая характе-
ристика. Все соотношения даны без доказательств и лишь с кратки-
ми пояснениями.
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Колебания основания (переносное движение) можно описать
законом его перемещений (сейсмограмма),  скоростей  (велосиграм-
ма) или ускорений (акселерограмма).  Но при расчетах  по ЛСТ воз-
действие задают не непосредственно
этими законами, а рассчитанными по
ним зависимостями, именуемыми
спектрами отклика.

Для расчета конструкций, опи-
рающихся на грунт, при сейсмиче-
ском воздействии используют спек-
тры отклика, рассчитанные по запи-
сям землетрясений. Для проверки ра-
ботоспособности вторичных систем
используют так называемые поэтаж-
ные спектры отклика (ПС) (в зару-
бежной литературе их называют «re-
sponse spectra»). Их отличие заключа-
ется в том, что в качестве возмущения
выступают колебания не грунта, а от-
метки здания, на которой расположе-
на рассчитываемая система.

Метод расчета ПС при землетря-
сении описан в [12], а при других экс-
тремальных воздействиях (ударе са-
молета, ВУВ) будет изложен в гл. 17.

а)

Amax

f0

Sa ( f, ζ )
ζ1

ζ2 > ζ1

fунп

б)

f0

Sd  ( f, ζ )

Рис. 4.5. Спектры отклика:
а – ускорений; б – перемещений

При расчетах по ЛСТ чаще всего используют спектр ускорений
Sa(f,ζ). Его общий характер объясняется рис. 4.5,а. При частоте f = 0
он равняется нулю. Затем идет диапазон частот, где спектр достига-
ет максимальных значений. Это резонансная зона, в которой часто-
та осциллятора совпадает с преобладающими частотами возму-
щающего движения. Пики на кривой соответствуют этим частотам.

При дальнейшем увеличении частоты спектр убывает и, начи-
ная с некоторой частоты fунп, превращается в горизонтальную ли-
нию, а значения спектра становятся практически равными макси-
мальному ускорению переносного движения Amax. Это означает, что
ускорения массы осциллятора и основания равны между собой, т.е.
осциллятор  движется, как абсолютно твердое тело. Это отражено в
обозначении частоты fунп, где индекс расшифровывается как «часто-
та нулевого периода», т.е. осциллятора с периодом колебаний, рав-
ным нулю, иначе говоря, абсолютно твердого тела. Это наименова-
ние является дословным переводом термина, используемого в зару-
бежной литературе, где ускорение Amax называют «Zero Period Ac-
celeration» (ZPA), т.е. ускорение нулевого периода. Оно обозначает-
ся как AZPA, а соответствующая частота как fZPA.
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При увеличении затухания осциллятора ζ спектр ускорений по-
нижается, но, независимо от затухания, при f = 0 он равен нулю, а
при f  ≥ fунп равен Amax.

Максимальные перемещения системы определяются с помощью
спектра перемещений Sd ( f,ζ ). Его характер виден на рис. 4.5,б: при
f = 0 он равен максимальному перемещению основания (переносно-
го движения), а с увеличением частоты быстро стремится к нулю.

При обычных значениях затухания спектры Sa ( f,ζ ), Sv( f,ζ ) и
Sd( f,ζ ) связаны соотношениями [12]:

),()2(),(2),( 2 ζπζπζ fSfffSfS dva == ,    (4.66)
где f – частота, Гц.

По своему смыслу спектр ускорений Sa( f,ζ ) – это коэффициент
динамичности по ускорениям, так как он показывает, во сколько раз
максимум модуля абсолютных ускорений, достигаемых при выну-
жденных колебаниях осциллятора с собственной частотой f и зату-
ханием ζ, превышает максимальное по модулю ускорение основа-
ния Amax. Поскольку переносное движение задается акселерограм-
мой колебаний основания, то Amax – это максимальное по модулю
значение этой акселерограммы. Аналогично спектры перемещений
Sd( f,ζ ) и скоростей Sv( f,ζ ) представляют собой коэффициенты ди-
намичности по перемещениям и скоростям.

Принимая во внимание зависимость значений Sa( f,ζ ) от соот-
ношения частоты осциллятора и преобладающих частот возму-
щающего воздействия, спектр ускорений можно также рассматри-
вать как характеристику частотного состава движения основания.

4.3.2. Процедура расчета по линейно-спектральной теории
Прежде всего, отметим, что данный метод основан на модаль-

ном разложении системы дифференциальных уравнений движения.
Поэтому он применим только к линейным системам (см. гл. 2 и 3),
чем и объясняется его наименование.

Расчет конструкции производится в следующем порядке:
1. Вычисляют ее собственные частоты и моды.
2. С помощью спектра отклика вычисляют модальные (т.е. со-

ответствующие движению по каждой из мод) отклики конструкции
(перемещения, ускорения, инерционные нагрузки, внутренние уси-
лия и пр.), которые зависят от собственной частоты и моды.

3. Посредством суммирования модальных откликов по специ-
альным формулам вычисляют суммарный («расчетный») отклик.

4. С использованием суммарного отклика, который рассматри-
вается как статический, в соответствующей комбинации с другими
нагрузками, действующими на конструкцию, оценивают ее проч-
ность и работоспособность.
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Как можно видеть, при расчете по ЛСТ величина и распределе-
ние откликов конструкции зависят от ее собственных частот и мод,
но затем отклики рассматривают как статические. Поэтому данный
метод является квазистатическим.

Способы вычисления собственных частот и мод (1 этап расчета
по ЛСТ) были описаны в гл. 2 и 3. Рассмотрим остальные этапы.

4.3.3. Модальные отклики конструкции
Как было сказано ранее, спектр отклика Sa(f, ζ ) – это макси-

мальное абсолютное ускорение осциллятора с собственной часто-
той f  и затуханием ζ.  Если оно выражено  в  м/с2,  то максимальное
значение инерционной силы, действующей на
осциллятор с массой m (кг),

),(ин ζfmSF a= , Н.  (4.67)

Для дискретных систем со многими степеня-
ми свободы и континуальных систем вычисление
инерционных нагрузок основано на разложении
по модам. При движении конструкции по j-й мо-
де она представляет  собой систему  с одной  сте-
пенью свободы  (см. гл. 2), так как координаты
всех ее точек однозначно определяются через ко-
ординату одной из них. Поэтому для определения

Fин

x

m
k

Рис. 4.6. Сила
инерции, дейст-
вующая на осцил-

лятор

инерционных нагрузок, соответствующих движению по этой моде,
можно использовать тот же спектр отклика, что для осциллятора.

Сначала рассмотрим определение модального отклика дис-
кретной системы. Ее вынужденные колебания при кинематическом
возмущении были рассмотрены в гл. 2. Перемещения системы вы-
ражаются формулой (2.115). Для ясности изложения повторим ее:

∑
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j
jj ttx

1

)(}{)}({ ψη , (4.68)

где {ηj} – нормированная j-я мода,

jjj Γ= }{}{ φη , (4.69)

{φj} – j-я мода; ψj(t) − перемещение осциллятора с j-й собственной
частотой системы fj и модальным затуханием ζj; Γj – коэффициент
участия j-й моды, показывающий, какой вклад она вносит в общий
отклик системы,
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где [M] – матрица масс системы; {J} – вектор, компонентами кото-
рого являются косинусы углов между перемещениями по степеням
свободы системы и направлением колебаний ее опорных точек.
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В (4.68) j-й член суммы представляет собой закон перемещений
по соответствующей моде. Спектр перемещений Sd(f, ζ) показывает
максимальное перемещение линейного осциллятора. Поэтому век-
тор максимальных модальных перемещений по j-й моде

),(}{}{ max, jjdjj fSx ζη= . (4.71)
Дважды продифференцировав перемещения (4.68) по времени,

получим вектор ускорений системы
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где j-й член суммы – это ускорения при движении по данной моде.
Так же, как и выше, вектор максимальных модальных ускорений
по j-й моде выражается через спектр ускорений:

),(}{}{ max, jjajj fSx ζη=&& , (4.73)

1-я мода
Fин1,3

Fин1,2

Fин1,1 Fин2,1

2-я мода
Fин2,3

Fин2,2 Fин3,2

3-я мода
Fин3,3

Fин3,1

x

y

m1

m2

m3

Рис. 4.7. Инерционные нагрузки на систему с 3 степенями свободы

Вектор инерционных нагрузок на систему
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где j-й член суммы представляет собой вектор модальных инер-
ционных нагрузок (т.е. нагрузок за счет колебаний по j-й моде):

),(}]{[}{ ,ин jjajj fSMF ζη= . (4.75)
Этот вектор можно также выразить через спектр перемещений и
матрицу жесткостей. Из (2.26) следует:

}]{[
)2(

1}]{[ 2 j
i

j K
f

M η
π

η = . (4.76)

Отсюда с учетом соотношения между спектрами (4.66) получаем
),(}]{[}{ ,ин jjdjj fSKF ζη= . (4.77)

Отметим, что это равенство непосредственно следует из (4.71).
На рис. 4.7 в качестве примера показаны модальные инерцион-

ные нагрузки на систему с тремя степенями свободы. Их величины
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пропорциональны массам и значениям Sa(fj,ζj), знаки (направления)
зависят от перемещений по моде.

Модальные инерционные нагрузки зависят от динамических ха-
рактеристик конструкции (ее собственных частот и мод). Но для
анализа прочности конструкции их прикладывают к ней как ста-
тические (именно поэтому ЛСТ является квазистатическим мето-
дом расчета). В результате определяют компоненты j-го вектора
модальных внутренних усилий {Rj} (напряжений, моментов, про-
дольных и поперечных сил). Его компонента Rjk – это усилие, соот-
ветствующее j-й моде и k-й степени свободы системы.

Следует подчеркнуть, что по ЛСТ можно найти модальные от-
клики (перемещения, ускорения и пр.) только с точностью до знака,
т.е. их направления могут быть изменены на противоположные.
Однако при этом должны быть одновременно изменены направле-
ния всех компонент данного вектора модального отклика.

Подобным образом определяются модальные отклики конти-
нуальных систем. Продемонстрируем это на примере балки. Для
ясности повторим формулу (3.94) для ее перемещений:

∑
∞

=

Γ=
1

в )()(),(
n

nnn txtxy ψφ , (4.78)

где φn(x) – n-я мода; ψn(t) − перемещение осциллятора с n-й собст-
венной частотой системы fn и затуханием ζn;  Γn – коэффициент уча-
стия n-й моды,

∫=Γ
l

n
n

n dxx
0

2 )(
||||

1 φ
φ

; (4.79)

где ||φn||2 – квадрат нормы моды,

∫=
l

nn dxx
0

2 )(|||| φφ . (4.80)

Значения коэффициентов участия для балок с различными краевы-
ми условиями при низших модах приведены в табл. 3.1.

Обозначим n-ю нормированную моду
nnn xx Γ= )()( φη . (4.81)

С учетом этого обозначения перемещения

∑
∞

=

=
1

в )()(),(
n

nn txtxy ψη . (4.82)

Члены ряда в (4.82) представляют собой перемещения по соот-
ветствующим модам. Максимальные перемещения по n-й моде
вычисляются через спектр перемещений:

),()()( nndnn fSxxy ξη= . (4.83)
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Максимальные модальные внутренние усилия обычным об-
разом вычисляются через перемещения. Момент равен

),()()()( nndnnn fSxEIxyEIxM ξη ′′=′′= , (4.84)
а перерезывающая сила

),()()()( nndnnn fSxEIxyEIxQ ξη ′′′=′′′= , (4.85)
где

nnn xx Γ′′=′′ )()( φη ; nnn xx Γ′′′=′′′ )()( φη . (4.86)
Функции )(xnφ ′′  и )(xnφ ′′′  для балок с различными краевыми условия-
ми приведены в табл. 3.1.

Таким же образом вычисляются перемещения для более слож-
ных континуальных систем. Так, в разд. 3.2.4 приведены перемеще-
ния прямоугольной пластинки

∑∑
∞

=

∞

=

Γ=
1 1

)(),(),,(
m n

mnmnmn tyxtyxw ψφ . (4.87)

Следовательно, максимальное модальное перемещение
),(),(),( mnmndmnmnmn fSyxyxw ξφ Γ= . (4.88)

По перемещениям методами теории пластин и оболочек вычис-
ляются модальные внутренние усилия.

4.3.4. Вычисление суммарного («расчетного») отклика
В предыдущем разделе с помощью спектров ускорений или пе-

ремещений были найдены максимальные значения модальных от-
кликов, соответствующие колебаниям конструкции по отдельным
модам. Для того чтобы вычислить максимальный суммарный («рас-
четный») отклик конструкции, их необходимо сложить. Но макси-
мумы модальных откликов достигаются в разные моменты времени,
а поскольку при расчетах по ЛСТ зависимость откликов от времени
неизвестна, непосредственно определить их сдвиг по времени не-
возможно. Поэтому суммарный отклик вычисляют по специальным
полуэмпирическим формулам.

Обозначим суммарный отклик в k-й точке конструкции через Rk,
а модальный отклик в этой точке по j-й моде через Rjk. Простейший
способ определить суммарный отклик – принять, что все модальные
отклики, за исключением j-го, взаимно уничтожаются, т.е. учиты-
вать только одну j-ю моду. В этом случае Rk = Rjk. Такой подход
дает нижнюю оценку суммарного отклика.

Для более точной оценки необходимо учесть вклад более чем
одной моды. Простейший из способов такого учета – суммирование
откликов по модулю:

 ∑
=

±=
s

j
jkk RR

1

|| , (4.89)
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где s – число учитываемых мод, которое может быть меньше числа
степеней свободы n (этот вопрос подробнее обсуждается далее).
Знак ± показывает, что направление усилий может быть произволь-
ным и должно приниматься наиболее неблагоприятным для конст-
рукции. Такое суммирование равносильно предположению, что
максимумы всех модальных откликов достигаются одновременно и
совпадают по знаку. В общем случае формула (4.89) дает верхнюю
оценку для Rk.

В [12] приведены некоторые другие способы суммирования мо-
дальных откликов. Наиболее часто применяется метод «квадратный
корень из суммы квадратов» (ККСК):

∑
=

±=
s

j
jkk RR

1

2 . (4.90)

В зарубежной литературе этот способ именуется «Square-Root-of-
the-Sum-of-the-Squares Method» (SRSS). Он дает хорошую точность,
если любые две последовательные собственные частоты системы
отличаются не менее чем на 10 % (говорят, что все частоты являют-
ся «далеко расположенными»).

Если имеются собственные частоты, отличающиеся меньше чем
на 10 % («близко расположенные»), то отклик по ним следует сум-
мировать алгебраически. Это приводит к «правилу 10 %», которое
за рубежом именуется «Ten Percent Method». Суммирование произ-
водится по формуле
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2 ||2 , (4.91)

где первая сумма под радикалом соответствует далеко расположен-
ным, а вторая – близко расположенным частотам, а также всем час-
тотам, превышающим fунп.

Имеется более точный способ суммирования модальных откли-
ков с учетом близко расположенных частот –«метод CQC» (эта аб-
бревиатура означает «Complete Quadratic Combination»). При оди-
наковом затухании по всем модам, равном ζ, суммарный отклик
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ε , (4.92)

где
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Коэффициенты εjk = εkj и положительны.
В мировой практике используется также «метод NRL» [128] (аб-

бревиатура NRL означает US Naval Research Laboratory):
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2 , (4.93)

где Rkm – максимальный отклик в k-й точке по s учитываемым мо-
дам, который соответствует m-й моде; Rjk – отклики в этой точке по
остальным s−m модам.

Относительно приведенных способов суммирования необходи-
мо отметить следующее.

Во-первых, при суммировании аннулируются знаки откликов.
Кроме того, максимумы моментов и перерезывающих сил по раз-
ным модам достигаются не одновременно. Поэтому все способы
суммирования дают огибающую модулей максимальных усилий в
разных точках конструкции, которая ни в один из моментов време-
ни не совпадает с действительным законом распределения усилий.

Во-вторых, приведенные способы суммирования разработаны
для сейсмического воздействия и существенно используют его осо-
бенности (частотный состав, длительность). Более того, они предна-
значены для расчета сооружений, расположенных на грунте. Но при
ударе самолета и ВУВ, да и при землетрясении, колебания строи-
тельных конструкций зданий имеют существенно иной частотный
состав, чем колебания грунта. Поэтому, хотя эти способы суммиро-
вания применяют для расчета вторичных систем, вопрос о коррект-
ности их использования требует дальнейшего исследования.

4.3.5. Ограничение числа учитываемых мод
при расчетах подсистем

Число мод s, учитываемых при суммировании модальных от-
кликов, может быть меньше их общего количества n, равного числу
степеней свободы системы. Это число должно быть достаточным
для получения суммарного отклика с необходимой точностью. Что
именно рассматривать в качестве отклика (перемещения, внутрен-
ние усилия и пр.), зависит от проектных требований к системе. Да-
лее будут изложены способы  оценки необходимого числа учиты-
ваемых мод исходя из различных критериев, а именно: точности
вычисления перемещений, внутренних усилий в конструкции, энер-
гии системы. Отметим, что эти способы во многом подобны соот-
ношениям, приведенным в гл. 2 для случая силового возмущения.

1. Задание требуемого числа мод исходя из точности опреде-
ления суммарного перемещения заданной точки системы.

Сначала решим  эту задачу для континуальной системы, в каче-
стве которой рассмотрим балку, поскольку для нее оценку точности
можно выполнить аналитически.

Допустим, что с помощью (4.83) найдены модальные переме-
щения для первых s мод. Чтобы найти максимальное расчетное пе-
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ремещение, их необходимо сложить по какому-либо из способов,
описанных в разд. 4.3.4. Отметим, что все приведенные там  форму-
лы суммирования имеют одинаковую структуру, а именно: квад-
ратный корень из суммы квадратов модальных откликов с различ-
ными коэффициентами. Потому полученные далее результаты бу-
дут справедливы при использовании любого из способов суммиро-
вания. Для краткости ниже используется простейший из них – ме-
тод ККСК. Строго говоря, для балок с граничными условиями, при-
веденными в табл. 3.1, суммирование откликов по методу ККСК
дает хорошую точность только для первых 20 мод, так как более
высокие собственные частоты являются близко расположенными.
Но далее показано, что вклад высших мод в суммарное перемеще-
ние мал, а потому погрешность из-за использования этого метода
несущественна.

Поскольку суммируется отклик только по s модам, максималь-
ные перемещения системы получатся с недостатком (они обозна-
чаются верхним индексом «–»)
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j
jdj fSxxy
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2
max )]()([)( η . (4.94)

Для краткости здесь и далее затухание в системе не учитывается
(т.е. считается, что спектр зависит только от частоты), а кроме того,
отброшен знак ±.

При поперечных колебаниях балки справедливо соотношение
(3.85), которое с учетом обозначения (4.81) имеет вид
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=∑
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jη . (4.95)

Пользуясь им, найдем остаточный член ряда при суммировании
только первых s слагаемых («остаточную» нормированную моду):
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Если в диапазоне частот f ≥ fs, т.е. выше максимальной частоты
в (4.94), наибольшее значение спектра перемещений достигается на
частоте fr и равно Sd ( fr ), то часть суммарного перемещения систе-
мы, потерянная вследствие отбрасывания высших мод,
 )()(~)(~

max rd fSxxy η≤ .  (4.97)
Добавив ее в качестве дополнительного слагаемого в формулу сум-
мирования модальных перемещений, получим максимальные пере-
мещения с избытком (верхний индекс «+»)
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Таким образом, действительные максимальные перемещения
балки лежат в диапазоне

)()()( maxmaxmax xyxyxy +− ≤≤ . (4.99)
С помощью соотношений (4.66) максимальные перемещения

можно записать через спектр ускорений Sa(  fj ):
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Величина )(max xy+  получится с запасом, если учесть, что при
любой частоте f > fs справедливо неравенство

2
max, )2()( fSfS ad π≤ , (4.102)

где Sa,max – максимальное значение спектра ускорений в этом диапа-
зоне частот. Если принять частоту fr = fs+1, т.е. равной первой от-
брошенной частоте, то

2
1max,max )2()(~)(~
+≤ sa fSxxy πη , (4.103)

и перемещение с избытком равно
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Значение )(max xy+  получится с еще большим запасом, если в ка-
честве Sa,max принять наибольшее значение спектра ускорений во
всем диапазоне частот.

Приведенное выше аналитическое решение удается использо-
вать только для простейших конструкций (балок, плит и т.п.). Более
сложные конструкции сегодня рассчитывают по методу конечных
элементов, согласно которому они рассматриваются как дискретные
системы. Поэтому рассмотрим определение достаточного числа мод
при расчете перемещений дискретной системы.

При расчете вынужденных колебаний методом модальной су-
перпозиции вектор перемещений получается в виде суммы модаль-
ных перемещений [см. (2.82)]
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где {η j} − j-я мода, нормированная согласно (2.81); ψ j( t ) − закон
вынужденных колебаний по j-й моде; n – число степеней свободы.

Вектор максимальных перемещений по j-й моде вычисляется
через спектр перемещений Sd ( f i ):
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)(}{}{ jdjj fSx η= . (4.106)

Дальнейшие рассуждения – те же, что для балки. Для нахожде-
ния перемещения системы по какой-либо координате надо просум-
мировать соответствующие компоненты векторов модальных пере-
мещений. Будем считать, что можно использовать метод ККСК.

Пусть рассчитаны модальные перемещения для первых s мод
(меньше числа степеней свободы n). Просуммировав их, получим
перемещение с недостатком (как и выше, оно обозначено верхним
индексом «–»). Для k-й координаты
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Для векторов {ηj} выполняется соотношение (2.114), а именно:
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смысл вектора {J} разъяснен в экспликации к формуле (2.107). Бу-
дем называть «остаточным вектором» }~{η  сумму всех векторов
{η j}, начиная с (s +1)-го: 
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Если в диапазоне частот f ≥ fs, т.е. выше максимальной частоты
в (4.107), наибольшее значение спектра перемещений достигается
на частоте fr и равно Sd(fr), то часть вектора суммарных перемеще-
ний, потерянная из-за отбрасывания высших мод,

)(}~{}~{ rd fSx η≤ , (4.110)
а потерянная часть перемещения в k-й точке
 )(~~

rdkk fSx η≤ , (4.111)

где kη
~  − k-й элемент вектора }~{η . Добавив эту величину в качестве

дополнительного слагаемого в формулу суммирования модальных
перемещений, получим перемещение с избытком (индекс «+»)

   ∑∑
==

+ +=+=
s

j
rdkidjk

s

j
kjdjkk fSfSxfSx

1

22

1

22 )](~[)]([~)]([ ηηη . (4.112)

С помощью соотношения (4.66) можно выразить −
kx  и +

kx  не че-
рез спектр перемещений Sd(fj), а через спектр ускорений Sa(fj):
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По тем же соображениям, которые приведены при выводе фор-
мулы (4.103), справедливо неравенство

2
12 )(~~

max, +≤ sakk fSx πη , (4.115)
где Sa,max – максимальное значение спектра ускорений в диапазоне
частот f ≥ fs. С учетом этого перемещение с избытком
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Если за Sa,max принять максимальное значение спектра ускорений во
всем диапазоне частот, то получим +

kx  с еще большим запасом.
2. Задание требуемого числа мод исходя из точности опреде-

ления внутренних усилий в конструкции. Сначала рассмотрим
простейший случай – колебания шарнирно опертой балки.

Модальные моменты выражаются формулой (4.84). Для ясно-
сти изложения приведем ее здесь:

)()()()()( jdjjjdjj fSxEIfSxEIxM Γ′′=′′= φη . (4.117)
Подставив сюда выражения для )(xjφ ′′ и Γj из табл. 3.1, собственной
частоты (4.108), коэффициента участия (4.106) и воспользовавшись
зависимостью между Sd( fj ) и Sa( f j ), получим
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Отметим, что моменты с четными индексами равны нулю.
Суммарный момент с недостатком
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Найдем суммарный момент с избытком. Как и ранее, будем
считать, что в диапазоне частот f ≥ fs наибольшее значение спектра
перемещений достигается на частоте fr. Тогда «остаточный момент»
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Момент с избытком
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Таким же образом определяется необходимое число мод при
вычислении суммарной перерезывающей силы. Модальная пере-
резывающая сила

)()()()( jdjjjj fSxxyEIxQ Γ′′′=′′′= φ . (4.122)

Аналогично (4.118), она приводится к виду
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Суммарная перерезывающая сила с недостатком
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а с избытком
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где
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Теперь выполним оценку необходимого числа учитываемых
мод при определении внутренних усилий в конструкции, схемати-
зированной как дискретная система с n степенями свободы. Ис-
пользуем общее обозначение N для любых внутренних усилий – на-
пряжений, моментов, перерезывающих сил и пр.

Вектор максимальных перемещений по j-й моде {xj,max} вычис-
ляется по формуле (4.71). Модальные внутренние усилия в конст-
рукции, отвечающие этой моде, вычисляют посредством линейного
преобразования перемещений с помощью матрицы [T]:

),(}]{[}]{[}{ max, jjdjjj fSTxTN ζη== . (4.127)
Модальное усилие в k-й точке конструкции выражается соот-

ветствующим элементом этого вектора Njk. Суммарное усилие Nk
будем, как и выше, находить по методу ККСК. Если сложить не все
n мод, а только s низших, то получится усилие с недостатком
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Усилие с избытком можно получить с помощью «остаточного»
вектора перемещений }~{η , вычисляемого согласно (4.109). «Оста-
точное» внутреннее усилие
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где Sd ( f r ) – наибольшее значение спектра перемещений в диапазоне
частот f ≥ fs, которое достигается на частоте fr.

Выразим вектор остаточного внутреннего усилия через уже
найденные  усилия по первым s модам. Для этого почленно умно-
жим слагаемые в скобках правой части (4.129) на матрицу [T]:
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Добавив k-й элемент этого вектора в виде слагаемого в формулу
ККСК, найдем усилие с избытком
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Если, как и ранее, считать, что в (4.130)
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где Sa,max – наибольшее значение спектра ускорений, то усилие по-
лучится с запасом,

3. Определение требуемого числа мод по энергии системы.
Необходимое число мод можно установить исходя из требования,
чтобы энергия, потерянная за счет неучтенных мод, была мала по
сравнению с полной энергией системы. Сначала продемонстрируем
этот способ на простейшей континуальной системе – шарнирно
опертой балке.

Определим требуемое число мод по величине потенциальной
энергии деформации системы. При движении балки по j-й моде ее
потенциальная энергия
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где Mj(x) – модальный момент, вычисляемый согласно (4.118). Под-
ставив его, получим
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Для четных мод значения Πj равны 0.
В процессе колебаний максимумы перемещений по разным мо-

дам и, следовательно, потенциальной энергии достигаются не одно-
временно. Поэтому общую потенциальную энергию системы вы-
числим по правилу ККСК:
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Если учесть только s первых членов ряда, то получим потенци-
альную энергию балки с недостатком
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«Остаточная» потенциальная энергия (отброшенных мод)
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Как и выше, в запас будем считать, что при всех частотах f2j−1 > fs
значения спектра ускорений Sa(f2j−1) равны его максимальному зна-
чению Sa,max. Тогда

∑
∞

+= −
=Π

1
66

2
max,

52

)12(
14~

sj

a

jEI
Sl

π
µ

. (4.138)

Сумма под радикалом быстро сходится [16]:
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где B3 = 1/42 – число Бернулли третьего порядка. Таким образом,
радикал в (4.138) практически равен единице, т.е.
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Более точная оценка «остаточной» потенциальной энергии по-
лучится, если считать, что Sa(f2j−1) равно максимальному значению
спектра не при любых частотах, а в диапазоне частот f > fs.

Добавив Π~  в виде слагаемого в формулу ККСК, найдем потен-
циальную энергию системы с избытком
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Теперь приведем такую же оценку точности для дискретной
системы с n степенями свободы. Максимум потенциальной энер-
гии деформации при колебаниях по j-й моде («модальной потенци-
альной энергии»)
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где [K] – матрица жесткости. С помощью (4.66) и условий ортого-
нальности (2.36)−(2.37) ее можно выразить через спектр ускорений
и матрицу масс:
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Назовем j-й нормированной модальной массой* число
}]{[}{ j

T
jj M ηηµ = . (4.144)

Из (4.69) следует, что
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С использованием обозначения (4.144) получаем
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Для определения необходимого числа учитываемых мод найдем
сумму модальной потенциальной энергии первых s < n из них. При
этом получим потенциальную энергию с недостатком. Как и выше,
суммирование производится  по правилу ККСК:
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Прежде чем вычислить энергию с избытком, найдем сумму всех
n нормированных модальных масс. С учетом условия ортогональ-
ности мод (2.36) и равенства (4.108), можно записать
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Таким образом, сумма нормированных модальных масс
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Транспонируем обе части равенства (4.108):
T
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T
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=1
η . (4.150)

Тогда

                                                          
* Просто модальной (обобщенной) массой обычно называют квадрат

нормы j-й моды, т.е. число mj = {φ j}T[M]{φ j} = ||φ j ||2, так как оно играет
роль инерционного коэффициента в дифференциальном уравнении дви-
жения по моде [см. (2.73) и (2.110)].
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где Mс – масса всего сооружения.
Таким образом, сумма всех n нормированных модальных масс

равна массе сооружения. «Потерянная масса», соответствующая
модам с (s+1)-й до n-й, неучтенным при вычислении энергии с не-
достатком,
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«Остаточная потенциальная энергия» неучтенных мод не пре-
взойдет величины
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Добавив Π~  в виде слагаемого в формулу ККСК, получим величину
потенциальной энергии с избытком
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Иногда проверку достаточности учтенных мод выполняют уп-
рощенным способом – по величине «потерянной массы». Точ-
ность считается удовлетворительной, если отношение «потерянной
массы» к массе сооружения не превосходит требуемого значения δ,

δ≤c
~ MM . (4.155)

Этот критерий не учитывает влияние убывания спектра отклика, т.е.
по нему необходимое число мод получается завышенным.

4. Сравнение способов ограничения числа учитываемых
мод. Выше описаны способы определения необходимого числа
учитываемых мод по четырем критериям:

1) величине перемещений конструкции;
2) внутренним усилиям;
3) потенциальной энергии системы;
4) величине «потерянной массы».
Опыт расчетов показывает, что требуемое число мод, опреде-

ленное по первым трем критериям, одинаково, а по четвертому кри-
терию оно больше. Отметим, что если в конструкции имеется «сла-
бое звено», энергия деформации которого мала, то третий и четвер-
тый критерии могут не уловить его разрушение. Поэтому в послед-
нее время их используют редко.

5. Вычисление векторов {ηj}. Для оценки достаточности числа
учтенных мод при расчете дискретной системы необходимо знать
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векторы {ηj}, т.е. моды, нормированные согласно (2.79). Большин-
ство современных вычислительных программ позволяет вычислить
собственные частоты и моды системы, но при этом последние чаще
всего нормируются иначе. Поэтому для нахождения {ηj} можно
воспользоваться следующим приемом, основанным на равенстве
(4.108). Следует вычислить модальные перемещения {xj} с исполь-
зованием произвольного спектра перемещений Sd ( f j ) или ускорений
Sa(  f j ). После этого вектор {ηj} вычисляется следующим образом:
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6. Заключительные замечания. Использовать соотношение
(4.108) для оценки вклада высших мод в отклик системы при сейс-
мическом воздействии предложил Ш.Г. Напетваридзе [46] (так на-
зываемая «поправка Напетваридзе»). Он рассматривал частный
случай, когда все элементы вектора {J} равны 1 (это условие вы-
полняется, если перемещения по всем степеням свободы системы
являются линейными и параллельны вектору ускорений основания).

До сих пор этот способ применяется только для мод с собствен-
ными частотами («частота отсечки») выше fунп, где спектр ускоре-
ний превращается в горизонтальную линию (см. разд. 4.3.1). Это
означает, что на этих частотах усиления колебаний не происходит,
т.е. отклик системы такой же, как у абсолютно твердого тела (в
американском стандарте [102] оно так и именуется – «rigid body re-
sponse», т.е. отклик твердого тела). Обоснование и пример такой
оценки можно найти в [12].

Однако расчеты показывают, что этот способ применим и при
более низкой частоте отсечки. Он дает приемлемую точность даже в
тех случаях, когда значения спектра ускорений, соответствующие
неучтенным модам, в несколько раз больше, чем учтенным.

4.3.6. Проверка прочности конструкции
Для проверки прочности конструкции найденные суммарные

внутренние усилия в k-й точке подставляют в критерий отказа,
представляющий собой некоторую функцию

( ) 0,, )()1( ≥p
kk NNF K (4.157)

(верхний индекс означает номер усилия). Так как знаки разных уси-
лий неизвестны, то усилия подставляют в (4.157) со знаками ±.

Более точная оценка прочности будет получена, если сначала
вычислить левую часть (4.157) по усилиям, соответствующим каж-
дой из мод (т.е. при максимальных усилиях по данной моде):

),,( )()1( p
ikiki NNFF K= , (4.158)

а после этого просуммировать значения Fi согласно (4.89)÷(4.94).
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4.4. Достоинства и недостатки
квазистатических методов расчета

Безусловным достоинством квазистатических методов является
относительная простота расчета на динамическое воздействие, а
также то, что отклик системы (перемещения, напряжения, внутрен-
ние усилия) определяется посредством статического расчета. Это
дает возможность определять отклик конструкции на динамиче-
скую нагрузку с использованием простейших конечно-элементных
программ, которые не позволяют производить строгий динамиче-
ский анализ.

Вместе с тем квазистатическим методам присущ ряд недостат-
ков. Некоторые из них уже были указаны в разд. 4.2 и 4.3. Отметим
еще один.

Эти методы используют для расчета на динамические, часто –
кратковременные нагрузки (например, удар самолета, ВУВ). Если
деформация конструкции остается в пределах упругости, то по
окончании действия нагрузки происходит «упругая отдача». На-
пример, в разд. 16.3 приведен результат расчета защитной оболочки
АЭС на удар самолета. Оказалось, что вследствие «отдачи» требуе-
мое количество арматуры у ее наружной поверхности оказалось
больше, чем у внутренней. Однако при квазистатическом расчете
перемещения конструкции рассматриваются только в направлении
действия нагрузки, а потому учесть «отдачу» невозможно.

Таким образом, результаты, полученные с помощью квазиста-
тических расчетов, следует рассматривать как первое приближение.
Надо предусматривать достаточные запасы прочности конструкций,
либо проверять результаты квазистатического расчета с помощью
более точного, динамического.



Глава 5
РАСЧЕТ КОНСТРУКЦИЙ ЗА ПРЕДЕЛАМИ

УПРУГИХ ДЕФОРМАЦИЙ

Экстремальные динамические воздействия (удар самолета и
иных летящих тел, воздушная ударная волна) создают очень интен-
сивные, но кратковременные нагрузки на строительные конструк-
ции. Поэтому допускается их работа за пределом упругих деформа-
ций [29, 50]. В настоящей главе рассмотрены различные методы
выполнения таких расчетов.

5.1. О неупругих расчетах
по методу конечных элементов

В принципе, существуют современные конечно-элементные вы-
числительные программы, которые позволяют производить дина-
мические расчеты конструкций с учетом неупругих деформаций.
Но, к сожалению, на практике их широкое применение пока огра-
ничено. Причин несколько.

Первая – недостаточная определенность реологических моделей
строительных материалов. Например, в некоторых вычислительных
программах для описания неупругих свойств бетона используют
условие пластичности Друкера−Прагера, а для стали – фон Мизеса.
Но они разработаны применительно к статическому нагружению, и
не вполне ясно, в какой мере применимы при быстром, динамиче-
ском нагружении.

Имеются и более реалистические модели железобетона, учиты-
вающие физические свойства и характер совместной работы бетона
и арматуры при медленном и быстром нагружении (см., например,
[66]). На их основе разработаны вычислительные программы, по-
зволяющие выполнить конечно-элементный неупругий расчет стро-
ительной конструкции. Но следует иметь в виду, что при проекти-
ровании реального сооружения исходные данные для такого расче-
та являются весьма неопределенными. Например, при ударе само-
лета достоверно не известны ни его характеристики, ни скорость, ни
угол и место удара; при взрыве – расположение источника взрыва,
тип и количество взрывчатого вещества, а следовательно, и пара-
метры ВУВ. Таким образом, высокая математическая точность рас-
чета с использованием вычислительной программы нивелируется
грубостью исходных данных. Но в то же время такой расчет требует
наличия мощной вычислительной техники и больших трудозатрат.

Дополнительная сложность – задание прочностных и упругих
характеристик материалов. Они являются случайными величинами,
которые варьируют в широких пределах даже при медленном на-
гружении. С увеличением скорости деформации их значения (пре-
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жде всего, прочность) изменяются по сравнению со статическими, а
разброс еще увеличивается. В то же время получаемая по расчету
величина неупругих перемещений конструкции очень чувствитель-
на к заданным характеристикам материалов, и их неопределенность
приводит к существенной вариации результатов расчета. А по-
скольку критерием отказа конструкции является превышение до-
пускаемой величины неупругих перемещений, то это влечет за со-
бой неопределенность при выборе ее размеров.

Еще одна проблема, возникающая при проведении конечно-эле-
ментного неупругого расчета, – это назначение допускаемой вели-
чины неупругих деформаций. Она задана в нормах [29], но только
для стержней, причем применительно к идеализированной схеме
неупругого деформирования в виде пластических шарниров (она
будет рассмотрена  ниже). Как быть в более сложных случаях, когда
неупругие деформации распределены по конструкции, непонятно.

Вследствие названных и ряда других причин конечно-элемент-
ные неупругие расчеты сегодня чаще всего носят исследователь-
ский характер, а при реальном проектировании конструкций для их
массовой проверки пока применяются редко. Для этих целей оправ-
дано использование, хотя бы на предварительных стадиях проекти-
рования, более простых методов расчета, адекватных точности ис-
ходных данных и нормативным критериям отказа конструкций.

5.2. Схемы с шарнирами пластичности
Сегодня неупругие расчеты конструкций наиболее часто произ-

водят приближенным методом с применением схематизаций, осно-
ванных на теории предельного равновесия [39, 57, 70]. Эта теория
первоначально была разработана для проверки несущей способно-
сти конструкций при статических нагрузках. Согласно ей при дос-
тижении предельной нагрузки происходит «излом» конструкции, и
она разделяется на несколько частей (абсолютно твердых тел), со-
единенных между собой пластическими шарнирами. При этом
предполагается, что конструкция представляет собой идеальное же-
сткопластическое тело, в связи с чем процесс нарастания в ней
внутренних усилий до достижения предельного состояния исклю-
чается из рассмотрения. Поэтому для определения перехода к схеме
предельного равновесия применяется одна из двух теорем – стати-
ческая или кинематическая. Согласно первой, шарниры пластично-
сти образуются при наибольшей нагрузке, до которой в конструк-
ции еще соблюдаются условия равновесия и предельные условия. В
соответствии со второй отыскивается кинематически возможное
состояние конструкции, соответствующее наименьшей нагрузке,
при которой она превращается в изменяемую систему.

Такие же схематизации с шарнирами пластичности применяют
и для расчета неупругих перемещений конструкции  при кратковре-
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менных динамических нагрузках. Предполагается, что после обра-
зования шарниров перемещения происходят только за счет поворо-
тов в них, и конструкция превращается в изменяемую систему (ме-
ханизм), т.е. в систему с одной степенью свободы. Критерием ее
отказа является превышение неупругими перемещениями допус-
каемой величины. До образования шарниров пластичности конст-
рукция рассматривается как линейно-упругая, т.е. в ней можно най-
ти внутренние усилия, создаваемые динамической нагрузкой. По-
этому переход к схеме с шарнирами определяют по условию дос-
тижения этими усилиями предельных значений, а не с помощью
специальных теорем, как при статическом нагружении.

Далее рассмотрены расчеты по схемам с шарнирами пластично-
сти балок и плит с различными условиями закрепления.

5.3. Неупругий расчет балок
5.3.1. Железобетонная шарнирно опертая балка
Исходные данные для расчета. На рис. 5.1 изображена расчет-

ная схема шарнирно опертой балки в стадии неупругих деформаций.
Длина балки l, ее погонная масса µ (кг/м).  В точках  с координатами
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Рис. 5.1. Шарнирно опертая балка
в неупругой стадии деформации:
а – расчетная схема; б – возможное

перемещение и силы инерции

x = s1,… , sk на балку дей-
ствует система сил
P1(t), …, Pk(t), а кроме
них, распределенная по
длине сила η(x)p(t). Счи-
таем, что ее величина
задается сомножителем
p(t) (Н/м), а множитель
η(x) – безразмерный.

Условия образова-
ния шарнира пластич-
ности. Неупругая стадия
начинается, когда в ка-
ком-либо из сечений (в
нашем случае – при x = a)
изгибающий момент ста-
новится равным предель-
ному значению Mпр, при
котором арматура в рас-
тянутой зоне сечения
достигла предела текуче-
сти, а бетон в сжатой зо-
не сохраняет прочность.
Это – предельное состоя-
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ние Iа, рассмотренное в гл. 1. Там были указаны условия (процент
армирования сечения), при которых оно может реализоваться, и
приведена величина Mпр, зависящая от геометрических характери-
стик сечения, прочностных и упругих характеристик бетона и арма-
туры, количества и расположения последней [29]. Поэтому в на-
стоящей главе этот вопрос не рассматривается, а внимание сосредо-
точено на методах вычисления неупругих перемещений.

Предполагается, что в сечении, где достигнут момент Mпр,
мгновенно образуется шарнир пластичности, а части балки между
ним и опорами превращаются в недеформируемые стержни (рис.
5.1,а). Таким образом, балка превращается в двухзвенный механизм,
перемещение которого происходит под действием нагрузок, а ему
препятствует момент в шарнире Mпр. Положение механизма задает-
ся единственной координатой – величиной неупругого перемеще-
ния шарнира пластичности yн. Следовательно, система имеет одну
степень свободы.

Дифференциальное уравнение движения. Перемещение шар-
нира пластичности равно сумме упругой составляющей yу и неупру-
гой yн (рис. 5.1,а). Однако, ввиду малости yу, при выводе дифферен-
циального уравнения неупругих перемещений будем считать, что yн
отсчитывается от нуля.

Для вывода этого уравнения воспользуемся общим уравнением
динамики системы материальных точек:

∑
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где δAi – работа всех действующих на систему активных сил и сил
инерции на возможном перемещении δyн (рис. 5.1).

Активные силы включают сосредоточенные нагрузки P1(t), … ,
Pk(t), распределенную нагрузку η(x)p(t) и моменты Mпр, приложен-
ные к обоим звеньям механизма.
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Здесь первая сумма в скобке относится к силам, приложенным к ле-
вому звену механизма, т.е. в точках с координатами 0 ≤ si ≤ a, а вто-
рая – к правому звену, т.е. в точках с координатами a < si ≤ l.
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В случае, если нагрузка является равномерно распределенной, т.е.
η(x) = 1, выражение для работы упрощается:



Гл. 5. Расчет конструкций за пределами упругости134

н2
yltpA tpx δδ η )()()( = . (5.4)

Работа моментов

нпр
нн

прпр
yM

ala
l

al
y

a
yMAM δδδδ

)( −
−=








−
+−= . (5.5)

Силы инерции линейно распределены вдоль левого и правого
звеньев (рис. 5.1,б). В точке с координатой x на левом и правом
звеньях силы инерции
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а возможные перемещения этих точек
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Таким образом, работа сил инерции
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Подставив (5.3)−(5.8) в (5.1), приходим к уравнению
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При равномерно распределенной нагрузке η(x) = 1
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Начальные условия к уравнению (5.9):
00 н0н == yy )( ; н0н 0 yy && =)( , (5.12)

где под t = 0 понимается окончание упругой стадии. Начальное пе-
ремещение принято yн0 = 0 по причине, указанной ранее. Началь-
ную скорость н0y&  можно найти, приравняв кинетическую энергию
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механизма и балки перед образованием шарнира пластичности, т.е.
в момент времени t = 0. Для нахождения  энергии балки необходимо
знать распределение скоростей ее точек, для чего следует продиф-
ференцировать по времени перемещение y(x,t) (способ его опреде-
ления был рассмотрен в разд. 3.2.2). Кинетическая энергия балки
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Приближенно, но более просто можно найти кинетическую энер-
гию балки, сведя ее к эквивалентному упругому осциллятору, как
описано в разд. 4.1.2.

Вычислим кинетическую энергию механизма. Если скорость
шарнира н0y& , то скорости точек левого и правого звеньев
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Кинетическая энергия механизма
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Из условия равенства кинетической энергии балки и механизма по-
лучаем

l
Ty
µ

0
0н

6
=& . (5.16)

Интегрирование дифференциального уравнения (5.9) дает

∫+=
t

df
l

yty
0

н0н
3 ττ
µ

)()( && ; (5.17)

∫+=
t

dyyty
0

нн0н ττ )()( & . (5.18)

Максимальный угол поворота yн,max достигается в момент вре-
мени tmax, когда угловая скорость обращается в ноль, т.е. определя-
ется путем решения уравнения

0н =)( maxty& . (5.19)
Условие сохранения прочности шарнирно опертой балки по

нормам [29] приведено в гл. 1:
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где yу – максимальное упругое перемещение в точке шарнира.
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5.3.2. Железобетонная балка
с заделкой и шарнирной опорой
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Рис. 5.2. Балка с заделкой и шарнирной опорой
в неупругой стадии деформации
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Рис. 5.3. Шарнир пластичности в заделке
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Рис. 5.5. Шарниры пластичности
и в пролете, и в заделке

   Последовательность
образования пласти-
ческих шарниров.
Балка изображена на
рис. 5.2. Все ее пара-
метры и нагрузки – те
же, что выше. Шарни-
ры пластичности могут
образоваться в пролете
и в заделке последова-
тельно или одновре-
менно. При этом, в
зависимости от харак-
тера действующих на-
грузок и армирования
балки, могут реализо-
ваться три варианта,
показанные на рис.
5.3−5.5. Рассмотрим их
подробнее.

1. В заделке обра-
зовался шарнир пла-
стичности, а в проле-
те – нет (рис. 5.3).
Момент в шарнире
равен M′пр. Этот слу-
чай можно назвать
«упругопластическим»,
так как неупругие
деформации сосредо-
точены в шарнире пла-
стичности, а вся ос-
тальная балка остается
упругой. После обра-
зования шарнира балку
следует рассчитывать
как шарнирно опер-
тую, добавив к внеш-
ним нагрузкам посто-
янный момент на опо-
ре M′пр.
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2. В пролете образовался шарнир пластичности, а в заделке –
нет (рис. 5.4). Это также «упругопластический» случай, так как
участок балки между шарниром пластичности и заделкой остается
упругим, а остальная часть рассматривается как недеформируемый
стержень. В шарнире действуют постоянный момент прM ′′  и зави-
сящая от времени сила взаимодействия между частями балки R(t).
Ее можно найти из уравнения движения недеформируемой части
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При равномерно распределенной нагрузке (η(x) = 1)
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Сумма относится к сосредоточенным нагрузкам в точках, находя-
щихся между пластическим шарниром и шарнирной опорой.

После образования шарнира следует рассчитать движение части
балки, остающейся упругой, как консольного стержня, к которому,
помимо исходных нагрузок, на конце приложены прM ′′  и R(t). Эта
задача является более сложной, чем рассматривавшиеся в разд.
3.2.2, так как граничное условие на свободном конце зависит от его
ускорения. Но если пренебречь последними слагаемыми в (5.21) и
(5.22), т.е. силой инерции стержня, вклад которой относительно не-
велик, то сила R(t) не зависит от ускорения конца, и эту задачу
можно решить как обычно.

3. Шарниры пластичности образовались и в пролете, и в задел-
ке (рис. 5.5). При этом балка превращается в двухзвенный меха-
низм, отличающийся от изображенного на рис. 5.1,а только наличи-
ем момента на левой опоре.

Дифференциальное уравнение движения балки в неупругой
стадии. Как и ранее, неупругое перемещение равно yн. Оно опреде-
ляется посредством интегрирования дифференциального уравнения
(5.9), где правая часть имеет вид
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При равномерно распределенной нагрузке
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Рис. 5.6. Углы поворота в шарнирах
пластичности

Начальные условия. Диф-
ференциальное уравнение сле-
дует интегрировать с начальны-
ми условиями (5.12), где на-
чальная скорость 0нy&  вычисля-
ется так же, как в разд. 5.3.1.

Условие сохранения проч-
ности балки. Углы поворота
левого и  правого звеньев меха-
низма (рис. 5.6)

a
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y
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Следовательно, поворот в левом шарнире пластичности равен ϕ,
а в центральном – сумме углов поворота обоих звеньев:
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Углы ϕ и ϕ1 не должны превосходить допускаемых значений
ψпр, вычисляемых согласно нормам [29] (см гл. 1).

5.3.3. Железобетонная балка с двумя заделками
Параметры балки и нагрузки те же, что и раньше (рис. 5.7).

Возможны пять вариантов последовательности появления шар-
ниров пластичности.
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Рис. 5.7. Балка с двумя заделками
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Рис. 5.8. Шарнир в одной заделке

1. Шарнир пластично-
сти только в одной заделке
(рис. 5.8). Постоянный мо-
мент в шарнире прM ′′′ . Эта
схема отличается от пока-
занной на рис. 5.2,а только
наличием постоянного мо-
мента на шарнирной опоре.

2. Шарнир пластично-
сти только в пролете
(рис. 5.9). Балка распадает-
ся на две консольные бал-
ки, соединенные шар-
ниром, где действует по-
стоянный момент прM ′′ .
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3. Шарниры пла-
стичности в обеих за-
делках (рис. 5.10), а ос-
тальная балка остается
в пределах упругости.
Постоянный момент в
левом и правом шарни-
рах прM ′  и прM ′′′ . Эта
схема отличается от
показанной на рис. 5.3
только тем, что посто-
янные моменты прило-
жены не на одной, а на
обеих опорах.

4. Шарниры пла-
стичности в одной за-
делке и в пролете (рис.
5.11). Постоянные мо-
менты в опорном шар-
нире прM ′′′ , а в пролете

прM ′′ . Данная схема
совпадает с рис. 5.4, за
исключением момента
на шарнирной опоре.
Сила R(t) в шарнире,
находящемся в пролете,

l
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Рис. 5.9. Шарнир в пролете
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Рис. 5.10. Шарниры в обеих заделках
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Рис. 5.11. Шарниры в одной заделке
и в пролете
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При равномерно распределенной нагрузке
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Как и для схемы на рис. 5.4, динамический расчет упругой час-
ти балки можно упростить, если отбросить последние слагаемые в
правых частях (5.27) и (5.28), т.е. пренебречь  силой инерции жест-
кого звена между шарнирами.
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Рис. 5.12. Шарниры в обеих заделках
и в пролете

5. Шарниры пластич-
ности в обеих заделках и в
пролете (рис. 5.12). Балка
превратилась в двухзвен-
ный механизм, отличаю-
щийся от рис. 5.2 момен-
тами прM ′  и прM ′′′  на опо-
рах.

Дифференциальное
уравнение движения.
Как и ранее, перемещение

механизма равно yн. Движение описывается дифференциальным
уравнением (5.9), где
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При равномерно распределенной нагрузке
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Начальные условия – (5.12), где начальная угловая скорость
определяется так же, как и ранее.

Условие сохранения прочности. Углы поворота ϕ и ϕ ′ левого
и правого звеньев механизма,  которым равны   углы  в шарнирах на

ϕ ϕ′

0
ϕ

ϕ 1

x

y ϕ′

yн

a

l
Рис. 5.13. Углы поворота в шарнирах

опорах (рис. 5.13), вычис-
ляются согласно (5.25).
Угол ϕ 1 в центральном
шарнире  равен  сумме этих
углов. Углы ϕ, ϕ ′ и ϕ 1 не
должны превосходить до-
пускаемые значения ψпр,
которые установлены нор-
мами [29] и даны в гл. 1.

5.3.4. Неупругий расчет металлических балок
Рассмотренные методы неупругих расчетов железобетонных

балок можно распространить на стержни из металлов, у которых
диаграмма σ-ε имеет площадку текучести [57]. Если предел текуче-
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сти σт при растяжении и сжатии одинаков, то при изгибе он дости-
гается на краях поперечного сечения при изгибающем моменте

WM тт σ= , (5.31)
где W – момент сопротивления сечения. В этом состоянии балка
еще может воспринимать возрастающий изгибающий момент, но по
мере его увеличения пластическое состояние материала распро-
страняется от краев сечения к нейтральной оси, пока не охватит се-
чение полностью. После этого считается, что в сечении образовался
шарнир пластичности, момент в котором при дальнейшем изгибе
остается неизменным и равным:

maxтпр 2 SM σ= , (5.32)
где Smax – статический момент площади половины поперечного се-
чения относительно нейтральной оси.

Величину 2Smax называют пластическим моментом сопротивле-
ния и обозначают Wпл. Тогда

плтпр WM σ= . (5.33)
Значения Wпл для некоторых форм сечений приведены в

табл. 5.1. Отношение

W
W

M
M пл

т

пр = (5.34)

показывает запас несущей способности балки в пластической ста-
дии по сравнению с упругой.

Таблица  5 . 1 .  Пластические моменты сопротивления Wпл
для некоторых форм сечений балок [57]
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Окончание табл. 5.1
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Таким образом, неупругий динамический расчет металлических
балок можно производить так же, как железобетонных, подставляя
во все формулы Mпр. При этом для простоты можно пренебречь
процессом распространения неупругих деформаций по сечению, т.е.
считать, что пластический шарнир образуется мгновенно.

5.4. Неупругий расчет железобетонных плит
5.4.1. О расчетах железобетонных плит с применением

пластических шарниров
Для приближенных расчетов неупругих перемещений в железо-

бетонных плитах при динамических нагрузках также применяются
схемы, основанные на методе предельного равновесия. Такая схе-
матизация исходит из предположения, что при достижении внут-
ренними усилиями в плите предельных значений происходит ее из-
лом, и она расчленяется на отдельные абсолютно жесткие диски,
соединенные между собой прямолинейными пластическими шарни-
рами. В них действуют односторонние погонные изгибающие мо-
менты, измеряемые величиной момента на единицу длины (Нм/м).

Эти допущения, по сути, аналогичны принимаемым для балок,
однако для плит выполнение такой схематизации сложнее. Причина
заключается в том, что даже при действии статических нагрузок ко-
личество и положение пластических шарниров зависит не только от
краевых условий, но и от формы плиты в плане, процента армиро-
вания в разных направлениях, вида нагрузки [79]. Если же подобная
схема используются для целей неупругого динамического расчета,
то приходится принимать еще ряд дополнительных допущений.

Во-первых, расположение пластических шарниров принимают
таким же, как при статической нагрузке, т.е. пренебрегают влия-
нием сил инерции на конфигурацию излома.
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Второе допущение приходится принимать вследствие разницы в
характере распределения внутренних усилий в балках и плитах. В
балках они являются функцией одной координаты (длины), и по-
этому можно считать, что в сечении, где усилия достигли предель-
ного значения, соответствующего окончанию упругой стадии,
мгновенно образуется пластический шарнир. В плитах же внутрен-
ние усилия распределены по площади и могут в одной точке уже
достигнуть предельной величины, а в других – еще нет. Поэтому,
строго говоря, при динамическом расчете плиты следовало бы про-
следить постепенное формирование пластических шарниров, учи-
тывая при этом перераспределение внутренних усилий в процессе
их образования. Однако такая задача является слишком сложной, и,
чтобы избежать ее решения, иногда принимают допущение, что, как
только внутренние усилия достигли предельной величины хотя бы в
одной точке плиты, мгновенно образуются все пластические шар-
ниры. Альтернативное, также часто используемое предположение,
что плита остается линейно упругой вплоть до образования всех
шарниров пластичности.

В настоящем разделе будет рассмотрен неупругий динамиче-
ский расчет железобетонных плит с применением схем с шарнира-
ми пластичности. Во всех рассмотренных случаях размеры плиты в
плане a×b, причем a≥b; масса единицы площади плиты обозначена
через µ, кг/м2. Предполагается, что напряженно-деформированное
состояние плиты в упругой стадии рассчитано по методу конечных
элементов, и в результате в ней определены внутренние усилия и
перемещения. Погонные предельные моменты в каждом из направ-
лений mx,пр и my,пр, Нм/м, можно приближенно принимать равными
предельным моментам для балки шириной 1 м. Векторы моментов
совпадают с направлениями осей.

Далее описана процедура неупругого расчета для двух про-
стейших случаев: свободно опертая и заделанная по контуру пря-
моугольная плита под действием равномерно распределенной и со-
средоточенной нагрузок. Для других форм, условий закрепления
плит и нагрузок расчет может быть произведен по аналогии. Схемы
их излома можно найти, например, в [79].

5.4.2. Шарнирно опертая железобетонная плита
при равномерно распределенной нагрузке

Исходные данные. На плиту действует зависящая от времени
равномерно распределенная нагрузка p(t) (часто так представляют
нагрузку от ВУВ). Предполагается, что закрепление плиты не до-
пускает отрыва углов от опоры.

Положение шарниров пластичности показано пунктиром на
рис. 5.14 [79]. При равномерно распределенной нагрузке излом пли-
ты происходит в форме симметричного «конверта», центральная
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линия которого параллельна длинной стороне. Погонные предель-
ные моменты в шарнирах пластичности равны mx,пр и my,пр (Нм/м).
Угол γ, на который наклонены идущие из углов шарниры, зависит
от соотношения предельных моментов и длин сторон. Обозначим

пр,
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При одинаковом армировании вдоль обеих сторон плиты κ = 1.
В этом случае у квадратной плиты (λ = 1) угол γ = 450 (т.е. излом
происходит по диагоналям квадрата), а у бесконечно длинной пли-
ты (λ→∞) угол γ→300.
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Рис. 5.14. Шарниры пластичности
в свободно опертой плите при равно-
мерно распределенной нагрузке [81]
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Дифференциальное уравнение движения. После образования
шарниров пластичности плита превращается в механизм, состоящий
из четырех недеформируемых дисков, соединенных по линиям шар-
ниров. Его перемещение однозначно определяется координатой z
горизонтальной линии «конверта». Выведем дифференциальное
уравнение движения, воспользовавшись общим уравнением дина-
мики системы материальных точек (5.1). Зададим центральной ли-
нии возможное перемещение δz и вычислим работу на нем сил, дей-
ствующих на плиту.

Сначала рассмотрим трапециевидный диск BCFE, вертикальный
разрез которого показан на рис. 5.15. Конец, соответствующий цен-
тру плиты,  движется с ускорением z&& .
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Ускорение точки на расстоянии ξ от
верха

ξξ
b

zw 2
&&&& =)( .    (5.37)

Ускорение  можно  считать горизонталь-
ным, так как угол поворота мал. Выде-
лим на этом расстоянии элемент dξ. Его
площадь

ξξ
γ

ξ daS 







−=

tg
2)( .    (5.38)

Сила инерции, действующая на эле-
мент dξ ,

mx,пр p(t)

z&&

δ z z

dξ
w(ξ)

δ zξ

ξ
b/2

Рис. 5.15. Силы, дейст-
вующие на жесткий диск

BCFE
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zSwf 
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
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
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tg
22

ин &&&& )()()( .  (5.39)

Возможное перемещение точки с координатой ξ

ξδδ ξ b
zz 2

= . (5.40)

Следовательно, работа сил инерции, действующих на трапециевид-
ный элемент, на возможном перемещении δ z
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Таким же образом вычисляется работа сил инерции для тре-
угольного элемента ABE:

γ
µδδ
tg8

2

ин
bzzA &&⋅−=′′ . (5.42)

Суммарная работа сил инерции для всей плиты
=′′+′= )( ининин 2 AAA δδδ

3tg8tg432
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
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Работа на возможном перемещении равномерно распределенной
силы p(t) для трапециевидного элемента BCFE
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а для треугольного элемента ABE

γ
δδ

tg6
)(

2btpzAp ⋅=′′ . (5.45)
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Следовательно, суммарная работа внешней силы p(t)

2
2 abtpzAAA ppp )()( ⋅=′′+′= δδδδ . (5.46)

Наконец, найдем работу моментов в пластических шарнирах.
Длины горизонтального и наклонного шарниров

γtg
baEF −= ;

γsin2
bAE = . (5.47)

Предельные моменты mx,пр и my,пр заданы относительно осей,
перпендикулярных плоскостям расположения продольной армату-
ры (в нашем случае – x и y). В качестве критерия отказа плиты бу-
дем использовать предельные углы поворота в шарнирах пластич-
ности, заданные формулой (1.10). Но при этом надо иметь в виду,
что в нормах [29], откуда они заимствованы, эти углы предназначе-
ны для балок. При расчетах плит будем рассматривать их независи-
мо по каждому из направлений продольной арматуры. Поэтому по-
ворот в шарнирах пластичности будем определять относительно тех
же осей, что и предельные моменты и углы поворота.

В горизонтальном шарнире EF поворот происходит относи-
тельно оси x, а его угол равен удвоенному углу поворота на опоре
(рис. 5.14, разрез 1−1):

b
z 4

1 δδψ = (5.48)

(считается, что tgψ1 ≈ ψ1, поскольку возможное перемещение δz ма-
ло). Работа момента в горизонтальном шарнире









−⋅−=⋅−=

γ
δδψδ

tg
14 пр11 b

amzEFA xm , . (5.49)

Найдем работу в наклонном шарнире. На единице его длины
предельные моменты

γcosпр,пр, xx mm =′ ; γsinпр,пр, yy mm =′ . (5.50)

Поскольку шарнир направлен под углом к арматуре, будем по ука-
занным выше причинам рассматривать не угол поворота относи-
тельно оси шарнира, а его составляющие относительно осей x и y.
Угол относительно оси x (рис. 5.14, сечение 2−2) равен углу пово-
рота трапециевидного диска BCFE относительно опоры, т.е. поло-
вине угла поворота в горизонтальном шарнире,

b
zx

2
2

1
2 δδψδψ == . (5.51)

Угол поворота относительно оси y (рис. 5.14, сечение 3−3) равен
углу поворота треугольного диска ABE относительно опоры
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γδδδψ tg2
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Работа моментов в наклонном шарнире
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Суммарная работа моментов в горизонтальном и четырех на-
клонных шарнирах:
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Подставив выражения для работ (5.43), (5.46) и (5.54) в (5.1),
получим дифференциальное уравнение движения

)(tfzab
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3
µ , (5.55)

где
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b
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Дифференциальное уравнение (5.55) следует интегрировать с
начальными условиями

00 =)(z ; 00 zz && =)(  (5.57)
(их задание обсуждается далее). В результате получим скорость
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где обозначено
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Перемещение
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Оценка прочности плиты. Момент времени tmax, когда дости-
гается максимальное неупругое перемещение zmax, определяется из
условия 0=)( maxtz& . Для заключения о прочности плиты следует,
найдя zmax, вычислить по формулам, аналогичным (5.48) и (5.52),
углы раскрытия трещин ψ 1, ψ 2x и ψ 2y и сравнить их с допускаемыми
значениями, приведенными в гл. 1. 

Задание начальных условий (5.57). Перемещение в нулевой
момент времени принято равным 0, так как по нормам [29] критери-
ем отказа является превышение углов раскрытия трещин в шарни-
рах пластичности только за время работы в пластической стадии.
Начальная скорость определяется из условия равенства кинетиче-
ской энергии сплошной плиты и «механизма» с шарнирами пла-
стичности.

Для точного определения кинетической энергии сплошной пли-
ты надо знать распределение скоростей ее точек ),( yxw&  в момент
образования шарниров пластичности, которые можно рассчитать по
методу конечных элементов. Кинетическая энергия

∫ ∫ ==
b a JdxdyyxwT
0 0

2

22
µµ ),(& . (5.61)

Интеграл J вычисляется по схеме, приведенной в разд. 4.1. Другой,
более простой приближенный способ вычисления кинетической
энергии сплошной плиты основан на замене плиты эквивалентным
упругим осциллятором. Он рассмотрен далее, в разд. 5.5.

Найдем кинетическую энергию плиты после образования шар-
ниров пластичности. Пусть центральная линия движется со скоро-
стью 0z& . Сначала рассмотрим трапециевидный диск BCFE, верти-
кальный разрез которого показан на рис. 5.15. Скорость точки, на-
ходящейся на расстоянии ξ от опоры,

ξξ
b

zz 2
0&& =)( . (5.62)

Выделим на этом расстоянии бесконечно малый элемент dξ. Его
площадь S(ξ) вычисляется по формуле (5.38), а кинетическая энер-
гия
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Следовательно, кинетическая энергия трапециевидного диска BCFE
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Аналогичным образом вычисляются работы сил инерции для
треугольного элемента ABE:
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Кинетическая энергия всей плиты с шарнирами пластичности
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Приравняв (5.61) и  (5.66), найдем начальную скорость
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5.4.3. Защемленная по контуру железобетонная плита
при равномерно распределенной нагрузке

Положение шарниров пластичности [79]. В защемленной по
контуру плите, в отличие от свободно опертой, шарниры пластич-
ности образуются не только в пролете, но и на контуре. В пролете
неупругие деформации развиваются в нижней арматуре, а на конту-
ре – в верхней. Поэтому предельные моменты в них различны: в
пролете mx,пр и my,пр, а на контуре m′x,пр и m′y,пр. Далее предполагает-
ся, что на противоположных сторонах контура предельные моменты
одинаковы. В этом случае схема излома плиты, как и ранее, имеет
вид симметричного «конверта» (рис. 5.16).

m′y,пр

ψ3

2−2

ψ1

1−1

ψ1/2z

mx,пр

m′x,пр

z

m′x,пр ψ1/2

3−3

m′y,пр

ψ3 Рис. 5.16. Шарниры пластичности
в защемленной по контуру плите
при равномерно распределенной

нагрузке [81]
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Используем обозначения (5.35), т.е. отношение предельных мо-
ментов в пролете обозначим через κ, а отношение сторон плиты че-
рез λ. Кроме того, введем следующие обозначения:
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Тогда

κβκβλκβ
λγ
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=
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tg ,  (5.69)

где
)()( xy µµβ ′+′+= 11 . (5.70)

Перемещение центральной линии «конверта» z описывается
дифференциальным уравнением движения (5.55), где
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2 ,,,,)()( yxyx mbmam
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

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Интегрирование этого уравнения выполняется с начальными усло-
виями (5.57), которые определяются так же, как ранее.

5.4.4. Свободно опертая по контуру железобетонная плита
при сосредоточенной нагрузке

Положение шарниров пластичности. На рис. 5.17 показана
прямоугольная свободно опертая железобетонная плита с закреп-
ленными от отрыва углами, на которую в точке D с координатами
xd, yd действует сосредоточенная сила P(t).

P(t)

z

z

1−1

D

γ2

B

0 C x

A
y 1−1

xd

yd

mxmy

γ1 γ4

γ3

1−1

a
D

b

Рис. 5.17. Шарниры пластичности в свободно опертой плите
при сосредоточенной нагрузке [70, 79]

Шарниры пластичности соединяют углы плиты с точкой  при-
ложения силы [70, 79]. После их образования плита превращается в
изменяемую систему (механизм) и при неупругих перемещениях
принимает форму пирамиды. Отметим, что и в многоугольной пли-
те шарниры направлены из углов в точку приложения силы, т.е.
плита также имеет форму пирамиды.
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Дифференциальное уравнение движения. Величина неупру-
гого перемещения задается координатой вершины пирамиды z.
Дифференциальное уравнение движения
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где γi – углы наклона шарниров, вычисляемые через координаты
точки D, в которой приложена сила.

Начальные условия. Дифференциальное уравнение (5.72) ин-
тегрируется с начальными условиями (5.57). Как и ранее, начальная
скорость 0z&  определяется из условия равенства кинетической энер-
гии T сплошной плиты, вычисляемой таким же образом, как в
разд. 5.4.2, и плиты с шарнирами пластичности. Последняя также
вычисляется, как в разд. 5.4.2, поэтому приведем ее без вывода:

12
2
0

MzT &= , (5.73)

где M  = µab – масса плиты. Следовательно,

M
Tz 320 =& . (5.74)

Оценка прочности плиты. Выполнив интегрирование диффе-
ренциального уравнения (5.72), можно по найденному перемеще-
нию z вычислить угол поворота в каждом из шарниров:

i
i b

z
γ

ψ
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2
= . (5.75)

Допускаемые углы приведены в гл. 1.
5.4.5. Защемленная по контуру железобетонная плита

при сосредоточенной нагрузке
Положение шарниров пластичности. Плита изображена на

рис. 5.18. Армирование в направлении x и y одинаково. Область не-
упругих перемещений Sн ограничена кольцевым шарниром пла-
стичности, радиус которого R равен расстоянию от точки удара до
ближайшего края плиты. Внутри она разбита на части радиальными
шарнирами [70, 79, 127]. Таким образом, при движении ее можно
считать прямым круговым конусом с вершиной в точке удара. От-
метим, что такой же вид имеет область пластичности в защемлен-
ной по контуру плите любой другой формы в плане.

В кольцевом шарнире растянута верхняя арматура, предельный
момент в нем равен прm′ . В радиальных шарнирах растянута нижняя
арматура, предельный момент равен mпр (рис. 5.18,а, разрез 1−1).
Сила, при которой образуются шарниры [70],
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)( прпрпр 2 mmP ′+= π .   (5.76)

В процессе неупругих перемещений эта сила не изменяется.
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Рис. 5.18. Шарниры пластичности в защемленной по контуру плите
при сосредоточенной нагрузке [70, 79, 127]

Дифференциальное уравнение движения. Как и ранее, для
вывода дифференциального уравнения неупругих перемещений
плиты воспользуемся общим уравнением динамики системы мате-
риальных точек (5.1). Величина перемещений задается координатой
вершины конуса z, ее возможное перемещение δ z (рис. 5.18,б). Най-
дем работу на нем всех сил. Сначала вычислим работу сил инерции.
Ускорение вершины равно z&&  и линейно распределено по радиусу,
т.е. на расстоянии r от центра







 −=

R
rzrz 1&&&& )( . (5.77)

Выделим на этом расстоянии кольцо шириной dr (рис. 5.18,б). Его
площадь

rdrrdS π2=)( . (5.78)
Следовательно, на него действует сила инерции

rdr
R
rzrdSrzrF πµµ 21ин ⋅





 −== &&&& )()()( . (5.79)

Возможное перемещение на этом расстоянии







 −=

R
rzrz 1δδ )( . (5.80)

Суммарная работа сил инерции
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6

12
2

0

2

инин
Rzzrdr

R
rzzrFrzA

R πµδπµδδδ &&&& ⋅−=





 −⋅−=−= ∫)()( . (5.81)

Работа сил P(t) и Pпр

])([ прP PtPzA −= δδ . (5.82)
Подставляя выражения для работ в (5.1), получим дифференци-

альное уравнение

)(tPPzR
+−= пр

2

6
&&

πµ . (5.83)

Начальные условия. Так же, как и ранее, считаем начальное
перемещение z(0) = z0 = 0. Начальную скорость 0)0( zz && =  определим
из условия равенства кинетической энергии T области Sн непосред-
ственно перед и сразу после образования шарниров пластичности.
Энергию перед их образованием можно приближенно найти, пре-
небрегая влиянием сил инерции, т.е. считая, что при динамическом
и статическом нагружении они образуются при одной и той же ве-
личине нагрузки P(t) = Pпр. Необходимо рассчитать по методу ко-
нечных элементов движение плиты под действием нагрузки и найти
скорости точек плиты ),( yxw&  в момент времени tн, когда нагрузка
достигает значения Pпр, а по ним – кинетическую энергию:

22
н

2 JdxdyyxwT
S

µµ
== ∫∫ ),(& . (5.84)

Через J здесь обозначен двойной интеграл, который можно вы-
числить по схеме, приведенной в разд. 4.1.4. Начальную скорость
можно также вычислить, приняв, что энергия T равна кинетической
энергии не области Sн, а всей плиты в момент образования шарнира
пластичности. В этом случае T определяется таким же образом, как
в предыдущих разделах, в том числе и с помощью упрощенной
схематизации плиты в виде линейного осциллятора. Такое предпо-
ложение дает начальную скорость, а следовательно, и величину не-
упругих перемещений плиты с запасом. Наконец, есть приближен-
ный, более простой способ – свести плиту к системе с одной степе-
нью свободы (линейному осциллятору) и вычислить его энергию.
Способ такого преобразования дан в разд. 4.1.2, а для случая при-
ложения силы в центре плиты – в табл. 4.2.

Теперь найдем кинетическую энергию области Sн после образо-
вания шарниров пластичности. Площадь dS кольца шириной dr на
расстоянии r от вершины конуса (рис. 5.18,б) вычисляется согласно
(5.80). Скорость точки на этом расстоянии







 −=

R
rzrv 1)( 0& . (5.85)
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Следовательно, кинетическая энергия кольца

dr
R
rzrrdSrvdT

2
2
0

2 12)()(
2
1







 −== &µπµ , (5.86)

а кинетическая энергия всей области Sн

6
12

2
2
0

0

2
2
0

0

Rzdr
R
rrzdTT

RR πµπµ && =





 −== ∫∫ . (5.87)

Приравняв (5.84) и (5.87), найдем начальную скорость:

20
3
R
Jz

π
=& . (5.88)

Проверка прочности плиты. После нахождения максимально-
го перемещения zmax следует  определить угол поворота в кольцевом
шарнире:

R
zmax

max =ψ . (5.89)

Его предельное значение указано в гл. 1.
5.4.6. Железобетонные плиты иной формы

и с другими граничными условиями
В [70, 79] приведены схемы излома плит разной конфигурации

и при разных вариантах граничных условий (различных комбина-
циях защемления, шарнирного опирания, свободном крае на разных
гранях плиты, при закрепленных и незакрепленных углах). Диффе-
ренциальные уравнения движения, позволяющие вычислить вели-
чину их неупругих перемещений, выводятся так же, как и ранее.

5.5. Расчеты при схематизации конструкции
 в виде упругопластического осциллятора

5.5.1. Предварительные замечания
а)

Fэ(t)

mэ y

R(y)

kэ

б)
R(y)

Rн

yу y0

Рис. 5.19. Упругопластический осциллятор:
а – эквивалентная масса, жесткость и нагрузка;

б – реакция «пружины»

После образования
в конструкции шарни-
ров пластичности она
превращается в систе-
му с одной степенью
свободы. Поэтому во
многих случаях удоб-
но выполнять динами-
ческий расчет, пред-
ставив конструкцию в
виде эквивалентного
упругопластического
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осциллятора, показанного на рис. 5.19,а. Реакция его «пружины»
R(y) изменяется по диаграмме Прандтля (рис. 5.19,б). Способы вы-
полнения такой схематизации при упругих деформациях конструк-
ций были описаны в разд. 4.1. Характеристики осциллятора за пре-
делами упругих деформаций можно получить из уравнений, приве-
денных в предыдущих разделах настоящей главы. Процедура расче-
та продемонстрирована далее на нескольких примерах расчетов ба-
лок и плит.

5.5.2. Шарнирно опертая балка
На стадии упругих перемещений, т.е. при y ≤ yу, эквивалентную

массу осциллятора mэу, жесткость kэу и нагрузку Fэу(t) можно вы-
числить, как в разд. 4.1. При простейших нагрузках они приведены
в табл. 4.2.

После образования шарнира пластичности неупругое переме-
щение равно yн. Эквивалентные масса и нагрузка, а также реакция
«пружины» определяются из уравнений (5.9)−(5.11). Эквивалентная
масса mэн – это коэффициент при нy&&  в уравнении (5.9):

3эн
lm µ

= . (5.90)

Реакция «пружины» Rн постоянна (рис. 5.19) и выражается первы-
ми, не зависящими от перемещения и времени членами в правых
частях (5.10) и (5.11):

)( ala
lM

R
−

−= пр
н . (5.91)

Остальные члены в правых частях – это эквивалентная нагрузка
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, (5.92)

или, при равномерно распределенной нагрузке,

)()()()()( tpltPsl
al

stP
a

tF
lsa

ii
as

ii
ii

2
11

0
эн +−

−
+= ∑∑

≤<≤≤

. (5.93)

Пример 1. Продемонстрируем использование схематизации в
виде эквивалентного осциллятора на примере расчета на воздейст-
вие ВУВ железобетонной стеновой панели с размерами: длина
l = 6 м, ширина b = 1.8 м. Панель можно рассматривать как шарнир
но опертую балку с жесткостью EJ = 0.44⋅108 Нм2 и погонной мас-
сой µ = 1000 кг/м. При достижении изгибающим моментом пре-
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дельного значения Mпр = 0.16⋅106 Нм в ней будут развиваться неуп-
ругие перемещения.

Нагрузка на панель представляет собой треугольный импульс с
вертикальным  фронтом  (импульс типа 3 на рис. 4.4),  давлением на
фронте ∆p = 3.5⋅104 Па и длительностью τ = 0.02 с.  Умножив на ши-

Н
аг
ру
зк
а  
p(
t),

 к
Н

/м

Время t, с
0 0.01 0.02

20

40

60

Рис. 5.20. Расчетная нагрузка
на балку

рину панели, получим закон изме-
нения погонной нагрузки на балку
(рис. 5.20):







 −⋅=

020
110630 5

.
.)( ttp , Н/м.

По длине балки нагрузка распреде-
лена равномерно.

Сначала определим параметры
эквивалентного  осциллятора  в  уп-
ругой стадии.  По табл. 4.2  находим,

что для шарнирно опертой балки с распределенной нагрузкой экви-
валентная масса

mэу = 0.504µl = 0.504⋅1000⋅6 = 3024, кг;
эквивалентная жесткость

8
3

8

3эу 101.0
6

1044.015.4915.49 ⋅=
⋅

==
l
EJk , Н/м;

эквивалентная нагрузка
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
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Эквивалентная собственная частота осциллятора
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101.0 8

эу

эу
эу =

⋅
==

m
k

ω , рад/с. 

Определим перемещение осциллятора в упругой стадии. Закон
движения y(t) при данном виде импульса приведен в табл. 4.3. Он
выражается через перемещение yст упругого осциллятора при стати-
ческом приложении максимального значения силы Fэу:

024.0
101.0
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уэ,
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⋅
⋅

==
k
F
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Закон движения осциллятора при t ≤0.02 c, т.е. в течение действия
нагрузки
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





 −+−⋅= ttt 5.57cos

15.1
5.57sin

02.0
1024.0 , м.

После окончания действия силы, т.е. при t > 0.02 c, перемещение
выражается формулой (4.50). Будем пренебрегать затуханием. То-
гда эта формула преобразуется к виду
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[ ]).(.sin.).(.cos.. 020557398002055738500240 −+−⋅= tt .

Перемещение осциллято-
ра y(t) изображено на
рис. 5.21. Определим его зна-
чение, при котором образует-
ся шарнир пластичности, т.е.
оканчивается упругая и начи-
нается неупругая работа ос-
циллятора. Неупругая реак-
ция «пружины» вычисляется
согласно (5.91). При равно-
мерно распределенной на-
грузке максимальный  момент

  

П
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 y
(t)

, с
м

Время t, с
0 0.01 0.02 0.03

0.40

0.80

1.20

y(t)

yу

Рис. 5.21. Перемещение осциллятора
достигается в середине пролета, т.е. при a = l/2, где и образуется
шарнир пластичности. Подставляя величины в (5.91), найдем
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Этой силе соответствует величина упругого перемещения
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Это значение достигается в момент времени t = t* = 0.023 c. При
этом скорость осциллятора

( +−⋅−⋅= )..(.sin...)( * 020023055755738500240ty&
  ) =−⋅+ )..(.cos.. 02002305575573980 0.54 м/с.

Поскольку в момент образования шарнира пластичности ско-
рость не равна нулю, будут развиваться неупругие перемещения.

Движение осциллятора в неупругой стадии. Поскольку в мо-
мент начала неупругих перемещений внешняя нагрузка отсутству-



Гл.5. Расчет конструкций за пределами упругости158

ет, движение будет происходить по инерции. Обозначим неупругое
перемещение yн и будем отсчитывать время t1 от его начала.

Дифференциальное уравнение движения

ннэн Rym −=&& ,
где mэн – эквивалентная масса, определяемая согласно (5.90),

2000
3эн ==
lm µ кг; 

Rн – реакция «пружины», которая определена ранее, Rн= −107⋅106 Н.
 Подставив эти значения, получаем уравнение в виде

6
н 10107.02000 ⋅−=y&& ,

или
5.53н −=y&& .

Таким образом, движение является равнозамедленным. Начальные
условия

yн0 = 0; 54.0)023.0(н0 == yy &&  м/с.
Интегрирование дифференциального уравнения дает

11н0н 5.5354.05.53 ttyy −=−= && ;

2
11

2
1

1н0н0н 75.2654.00
2
5.53 ttttyyy −+=−+= & .

Приравняв нулю скорость нy& , найдем, что движение прекратит-
ся в момент времени

01.0*
1 =t с.

Неупругое перемещение при движении по инерции составит
22

н 10273.001.075.2601.054.0 −⋅=⋅−⋅=y м.
Проверим достаточность несущей способности панели по Рос-

сийским нормам [29]. Коэффициент пластичности

25.1
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K .

Согласно [29] для сохранения несущей способности должно выпол-
няться условие K ≤ 3 (см. гл. 1). Таким образом, несущая способ-
ность панели достаточна.

Сделаем два замечания.
1. В рассмотренном примере шарнир пластичности образовался

уже после окончания действия нагрузки. Если он образуется еще во
время ее действия в момент времени t*, то неупругая стадия распа-
дается на два этапа.



5.5. Схематизация в виде упругопластического осциллятора 159

На первом этапе на осциллятор действует внешняя нагрузка и
неупругое сопротивление «пружины» Rн. Если обозначить неупру-
гое перемещение через yн1 и вести отсчет времени t1 от начала эта-
па, то дифференциальное уравнение движения имеет вид

н1эун1 RtFy −′= )(&& ,

где )( 1эу tF ′  − нагрузка, представляющая собой «остаток» исходной
нагрузки Fэу(t), т.е.

)()( *ttFtF −=′ эу1эу .
Дифференциальное уравнение следует интегрировать, считая на-
чальное неупругое перемещение равным нулю, а начальную ско-
рость равной скорости в конце упругой стадии.

Второй этап появится, если скорость осциллятора не обрати-
лась в ноль до конца действия нагрузки. В этом случае необходимо
вычислить неупругое перемещение и скорость в момент ее оконча-
ния. Дальнейшее движение по инерции определяется так же, как в
рассмотренном примере.

2. Процедура вычисления неупругих перемещений металличе-
ских конструкций – та же, что и железобетонных. Единственным
отличием является задание предельного момента Mпр, соответст-
вующего образованию шарнира пластичности: он вычисляется по
формуле (5.33) с использованием пластического момента сопротив-
ления Wпл. При проверке несущей способности конструкции следу-
ет использовать допускаемые величины коэффициента пластично-
сти для металлических конструкций, приведенные в гл. 1.

5.5.3. Балка с заделкой и шарнирной опорой
Такую балку, как и шарнирно опертую,

можно представить в виде упругопластиче-
ского осциллятора. Отличие заключается в
том, что здесь образуются два шарнира
пластичности – на опоре и в пролете, и если
это происходит не одновременно, то харак-
теристика «пружины» (зависимость «пере-
мещение−сила») имеет не один, а два пере-
лома – по числу шарниров (рис. 5.22).

yн y0 yу

Ry

Rн
A

B

Рис. 5.22. Реакция
«пружины»

Первый перелом (точка A) соответствует окончанию  упругой
стадии работы.  Для ее определения следует выполнить статический
расчет упругой балки на приложенные к ней нагрузки и найти пере-
мещение, при котором достигается предельный момент. Координата
yу равна этому перемещению. Сила Rу в точке A определяется через
эквивалентную жесткость kэ1 для балки с шарниром и заделкой, вы-
числяемую в соответствии с разд. 4.1; для балки с постоянными па-
раметрами жесткость kэ1 приведена в табл. 4.2. Сила
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уэ1у ykR = .  (5.94)
Участок AB представляет собой «упругопластическую» стадию,

когда один шарнир пластичности уже образовался, но часть балки
остается упругой (см. рис. 5.3 или 5.4), и ее перемещениям препят-
ствуют как собственная жесткость, так и момент в шарнире пла-
стичности. Наклон характеристики «пружины» эквивалентного ос-
циллятора на этой стадии уменьшается. Концу этого участка, точке
B, соответствует сила Rн, являющаяся сопротивлением перемеще-
нию осциллятора в неупругой стадии, т.е. после образования обоих
шарниров пластичности. Она представляет собой первый, не зави-
сящий от времени и перемещения член в (5.23) и (5.24):
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)(

ala
alMlM

R
−

−′+′′
= прпр

н , (5.95)

где прM ′  и прM ′′  − предельные моменты соответственно в пролете и
на опоре (см. рис. 5.4).

Чтобы найти другую координату точки B, перемещение yн, не-
обходимо, в принципе, выполнить динамический расчет части бал-
ки,  остающейся упругой,  добавив к действующим  на нее силам
предельный момент на конце и считая начальные скорости точек
балки равными скоростям в конце упругой стадии деформации (см.
разд. 5.3.2). Но такой расчет является достаточно трудоемким, и его
можно избежать, применив какой-либо из описанных далее при-
ближенных способов.

а)
R

Ry

Rн

yн y0 yу

б)
R

Ry

Rн

y0 yу,экв

в)

yн

R

Ry

Rн

y0 yу yу,экв

Рис. 5.23. Способы приближенного задания характеристики
«пружины» эквивалентного осциллятора:

а – упругопластическая стадия не учитывается; б – не учитывается
снижение жесткости в упругопластической стадии; в – эквивалентная

упругая характеристика

Первый из них – определить наклон участка АВ, пренебрегая
влиянием момента в уже образовавшемся шарнире пластичности. В
этом случае надо принять по табл. 4.2 эквивалентную жесткость kэ2
для упругой части балки соответствующего вида (шарнирно опер-
той, если первый шарнир образовался в заделке, или консольной,
если в пролете). Тогда перемещение yн вычисляется по формуле
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Другой способ, показанный на рис. 5.23,а, равносилен допуще-
нию, что после образования первого шарнира пластичности немед-
ленно образуется и второй, т.е. балка скачком переходит в неупру-
гую стадию деформации. Здесь «упругопластическая» стадия ис-
ключена вовсе.

Еще один вариант – считать, что вплоть до перехода в неупру-
гую стадию жесткость «пружины» остается такой  же,  как в упру-
гой  (рис.  5.23,б). При этом вид характеристики пружины становит-
ся аналогичным шарнирно опертой балке (см. рис. 5.19), но с экви-
валентным упругим перемещением, равным yу,экв.

Наконец,  можно  принять  характеристику пружины, как для
шарнирно опертой балки, но со сниженной жесткостью (рис.
5.23,в). Наклон упругой части характеристики задается исходя из
условия сохранения площади под линией «сила–перемещение»  (ра-
венства затененных площадей), т.е. сохранения работы упругой де-
формации. Правда, для задания этого приближения необходимо
знать перемещение yн, ради избавления от вычисления которого и
используется приближенная характеристика. Но в данном случае
можно, например, задать значение yн, найденное первым способом,
т.е. без учета влияния момента в уже образовавшемся шарнире пла-
стичности. Разумеется, замена ломаной характеристики прямоли-
нейным участком не повышает точность аппроксимации, но упро-
щает дальнейший расчет перемещений осциллятора.

При использовании приближенных характеристик «пружины»
дальнейший расчет упругопластического осциллятора выполняется,
в целом, так же, как в случае для шарнирно опертой балки
(разд. 5.5.2). Сначала следует выполнить расчет перемещений и
скоростей в упругой стадии.  Эквивалентная масса mэ, жесткость
«пружины» осциллятора kэ1 и нагрузка Fэ вычисляются в соответст-
вии с разд. 4.1.2. Для балки с постоянными параметрами при про-
стейших нагрузках они приведены в табл. 4.2. Методика динамиче-
ского расчета при произвольной нагрузке изложена в разд. 2.1.2.
Для нагрузок, представляющих собой импульсы, законы перемеще-
ний осциллятора приведены в разд. 4.3. Если использована прибли-
женная схематизация «пружины» по рис. 5.23,а, то расчет выполня-
ется до того момента времени, когда будет достигнуто перемещение
yу, а для схем на рис. 5.23,б,в – до перемещения yу,экв. В этот момент
времени надо найти скорость осциллятора, которая служит началь-
ной скоростью 0нy&  при расчете неупругих перемещений.

Процедура расчета неупругих перемещений после образования
обоих шарниров пластичности практически не отличается от расче-
та шарнирно опертой балки, описанного в разд. 5.5.2. Как и там, эк-
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вивалентная масса mэн вычисляется по формуле (5.90). Сила Rн най-
дена ранее; нагрузка Fэн выражается суммой членов, за исключени-
ем Rн, в правых частях (5.23) и (5.24). В более подробном рассмот-
рении этой процедуры нет необходимости.

Критерием отказа балки в соответствии с Российскими нормами
[29] (см. гл. 1) является превышение допускаемой величины углов
поворота в шарнирах пластичности. Эти углы определяются в ре-
зультате расчета балки в неупругой области и вычисляются по фор-
мулам (5.25) и (5.26).

Вернемся к заданию приближенных характеристик «пружины»
осциллятора. Оценим влияние этих приближений на результат рас-
чета. Согласно нормам [29], у балок с одной или двумя заделками
проверка сохранения работоспособности производится по углам
поворота в шарнирах пластичности. Они будут тем больше, чем
больше кинетическая энергия балки при переходе в неупругую ста-
дию. В свою очередь, эта энергия тем больше, чем меньше погло-
щено энергии в упругой и упругопластической стадиях.

Но при всех предложенных приближениях площадь под на-
клонной частью характеристики «пружины», т.е. работа упругой
деформации, меньше, чем у исходной характеристики в упругой и
упругопластической стадиях. Следовательно, эти приближения да-
дут величину неупругих перемещений с запасом.

5.5.4. Балка с двумя заделками
Схематизация балки в виде упругопластического осциллятора

выполняется так же, как ранее. Если три шарнира пластичности (на
двух опорах и в пролете)  образуются не одновременно,  то характе-

yн y0 yу

Ry

Rн
A

С

B

Рис. 5.24. Реакция
«пружины»

ристика «пружины» осциллятора на упруго-
пластической стадии (участок ABC) имеет
три перелома, по числу шарниров (рис. 5.24).

В упругой стадии эквивалентная масса
mэу, жесткость kэу и нагрузка Fэу определяют-
ся в соответствии с разд. 4.1.2.  Для балки с
постоянными параметрами их величины при-
ведены в табл. 4.2. В пластической стадии,
т.е.  после  образования  всех трех  шарниров,

эквивалентная масса mэн вычисляется согласно (5.90). Сила сопро-
тивления «пружины» Rн выражается первым слагаемым в правых
частях (5.33) и (5.34):
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Остальные члены в правых частях (5.33) и (5.34) представляют со-
бой эквивалентную нагрузку Fэн.

Характеристику «пружины» в упругопластической стадии мож-
но приближенно представить одним из способов, показанных на
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рис. 5.23. В этом случае процедура расчета перемещений осцилля-
тора ничем не отличается от описанной в разд. 5.5.3, и здесь она не
рассматривается.

5.5.5. Железобетонная шарнирно опертая плита
при равномерно распределенной нагрузке

В соответствии с обозначениями в предыдущих разделах, где
рассматривались неупругие перемещения плит, будем обозначать
перемещение не через y, как в разд. 5.5.2−5.5.4, а через z. При схема-
тизации железобетонной плиты в виде эквивалентного упругопла-
стического осциллятора его перемещение распадается на три стадии:
упругую, упругопластическую и неупругую. Такая же картина име-
ла место для балок с одной или двумя заделками, за исключением
следующего отличия. В балках шарниры пластичности образуются
мгновенно, поэтому характеристика «пружины» имеет от одного до
трех четко выраженных переломов, соответствующих появлению
каждого из шарниров.  В плите же шарниры формируются постепен-
но, и поэтому в диапазоне перемещений,
при которых это происходит (упругопла-
стическая стадия), характеристика пружи-
ны является криволинейной (рис. 5.25).

Параметры эквивалентного осциллято-
ра достаточно просто определить для пер-
вой, упругой, и третьей, неупругой, стадий.
Для упругой стадии способы этого даны в
разд. 4.1.2, а для простейших плит − в
табл. 4.2.  Поскольку согласно  Российским

zzу zн

Rн

Rу

Рис. 5.25. Реакция «пру-
жины» эквивалентного
осциллятора для плиты

нормам [29] несущая способность плиты определяется только по
величине неупругих перемещений, то упругая и упругопластиче-
ская стадии представляют интерес только для установления началь-
ной скорости в момент перехода в неупругую.

В неупругой стадии перемещение z(t) описывается дифферен-
циальным уравнением (5.55) и формулой (5.56). Из них находим,
что эквивалентная масса

3эн
abm µ

= ; (5.98)

сопротивление «пружины»







 += γtg4 пр,пр,н yx m

b
amR ;  (5.99)

эквивалентная нагрузка

)(tpabF
2эн = ;  (5.100)

все обозначения – те же, что в (5.55) и (5.56).
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Криволинейный участок характеристики «пружины» осцилля-
тора можно приближенно заменить по одному из способов, пока-
занных на рис. 5.23. В этом случае процедура расчета перемещений
осциллятора для плиты ничем не отличается от той, что была ис-
пользована для балок. Продемонстрируем ее на примере.

Пример 2. Определим несущую способность прямоугольной
железобетонной плиты с размерами a = 6 м, b = 4 м и толщиной
h = 0.3 м; масса единицы площади µ = 660 кг/м2. Плита выполнена
из бетона класса В30 (марка М400), модуль упругости бетона
E = 0.36⋅1011 Па, коэффициент Пуассона ν = 0.2. Для продольного
армирования использована арматура класса A-III. Армирование
вдоль обеих боковых граней плиты одинаково и составляет 0.14 % у
наружной и внутренней поверхностей. Погонные предельные мо-
менты в шарнирах пластичности mx,пр = my,пр = mпр = 0.12⋅106 Нм/м.

На плиту  действует равномерно распределенная нагрузка от
ВУВ с максимальным давлением p = 1⋅106 Па и длительностью
τ = 0.02 с, изменяющаяся по закону


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


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.
)( ttp  Па

(см. разд. 4.2, импульс типа 3).
Сначала определим движение эквивалентного осциллятора в

упругой стадии. Его параметры приведены в табл. 4.2. Эквива-
лентная масса

mэу = 0.25µab = 3960 кг,
а эквивалентная нагрузка
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Схема шарниров пластичности в плите изображена на рис. 5.14.
Угол наклона шарниров γ найдем по формулам (5.35) и (5.36):
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Заменим  упругопластический участок реакции «пружины» со-
гласно варианту на рис. 5.23,б. Для этого необходимо знать неупру-
гую реакцию «пружины» Rн. Она вычисляется по формуле (5.99),
которая после элементарного преобразования получает вид

( ) 66
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Перемещение zу,экв, до которого деформация считается упругой,
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Время окончания упругой
стадии и скорость осциллятора
в этот момент времени найдем
с помощью приведенного в
табл. 4.3 закона движения zу(t)
при данном виде импульса. Он
определяется через перемеще-
ние zст, которое получил бы ли-
нейно-упругий осциллятор при
статическом приложении мак-
симального значения Fэ:
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Рис. 5.26. Перемещение осциллятора
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Перемещение zу(t) показано на рис. 5.26. Оно достигает значе-
ния zу,экв = 0.0019 м, при котором оканчиваются упругие перемеще-
ния и начинаются неупругие, в момент времени t = 0.00127 с, т.е. до
окончания действия нагрузки.

Скорость осциллятора найдем, продифференцировав закон пе-
ремещений:
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Скорость в момент времени t = 0.00127 с (конец упругой и начало
неупругой стадии)

023001270у .).( =z&  м/с.
Поскольку скорость отличается от нуля, рассмотрим движение

осциллятора в неупругой стадии. Перемещение обозначим zн.
Эквивалентная масса вычисляется по формуле (5.98)
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Будем отсчитывать время t1 с момента начала неупругих де-
формаций. Значение нагрузки на плиту при переходе в неупругую
стадию получим, подставив в закон изменения нагрузки
t = 0.00127 с. Оно равно 0.94⋅106 Па, оставшаяся длительность дей-
ствия нагрузки составляет ≈0.019 с. Следовательно, при
0 ≤ t1 ≤ 0.019 с нагрузка подчиняется закону
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а затем равняется нулю. Эквивалентная нагрузка на осциллятор при
0 ≤ t1 ≤ 0.019 с вычисляется согласно (5.100):
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Дифференциальное уравнение движения в неупругой стадии
аналогично рассмотренному в примере 1:

)( 1энннэн tFRzm +−=&& .
Подставляя значения, получим
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н .
.. tz&& ,

или
1н 112640870 tz −= .&& .

Начальные условия:
0н0 =z ; 23001270ун0 .).( == zz && м/с.

Интегрируя это уравнение, найдем скорость и перемещение
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2
11

2
1

1н01н 5632087023
2

112640870 ttttztz −+=−+= ...)( && ;

3
1

2
11

3
1

2
1

10н1н 713657421490
3

14097
2
48430490 ttttttztz ......)( −−=−−+= .

В момент окончания действия нагрузки t1 = 0.019 c
520190н .).( =z&  м/с; 0600190н .).( =z  м.

Поскольку по окончании действия нагрузки скорость больше
нуля, движение продолжится по инерции с указанными начальными
условиями. Будем отсчитывать время t2 от начала этого этапа. Диф-
ференциальное уравнение движения

6
нн 107605280 ⋅−=−= .Rz&& ,

или
9143н .−=z&&

(равнозамедленное движение). Интегрирование дает
22н 914352 ttz ..)( −=& ;

2
22

2
2

22н 977152060
2
914352060 tttttz ......)( −+=−+= .

Приравняв нулю скорость, найдем, что движение прекратится в
момент времени

017402 .=t с.
Максимальное неупругое перемещение

08200174097710174052060 2
2н ......)( =⋅−⋅+=tz м.

Оценим несущую способность плиты. В соответствии с нор-
мами [29] она проверяется по величинам углов поворота в шарни-
рах пластичности (см. гл. 1). Углы поворота по отношению к осям x
и y вычисляются так же, как вариации по формулам (5.48), (5.52) и
(5.52). Поскольку армирование вдоль обеих осей одинаково, про-
верку следует производить по наибольшему из углов. Он вычисля-
ется по формуле (5.48)

0820
4
082044 н

1 ..
=

⋅
==

b
z

xψ .

Допускаемый нормами [29] угол поворота в шарнире ψпр нахо-
дим по формуле (1.10) в зависимости от относительной высоты
сжатой зоны бетона ξд. Для рассматриваемой плиты ξд = 0.009. При
этом значении

ψпр = 0.2 > ψ1x = 0.082.
Таким образом, несущая способность плиты достаточна.
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5.5.6. Железобетонная защемленная по контуру плита
при равномерно распределенной нагрузке

Процедура расчета упругих и неупругих перемещений эквива-
лентного осциллятора для такой плиты ничем не отличается от рас-
смотренной в разд. 5.5.5.

Для упругой стадии эквивалентная масса m эу, жесткость k эу и
сила Fэу определяются в соответствии с разд. 4.1.2 или по табл. 4.2.

Расчет в неупругой стадии основан на уравнениях, приведенных
в разд. 5.4.3. Эквивалентная масса mэн вычисляется согласно (5.98),
а  эквивалентная сила – (5.100). Неупругое сопротивление «пружи-
ны» представляет собой первые два слагаемых в (5.71):

( )пр,пр,пр,пр,н 2tg4 yxyx mbmam
b
amR ′+′+






 += γ . (5.101)

Все обозначения те же, что в разд. 5.4.3.
5.5.7. Железобетонная шарнирно опертая по контуру

плита при сосредоточенной нагрузке
Последовательность расчета для такой плиты также аналогична

разд. 5.5.5. Для упругой стадии, как и раньше, эквивалентная масса
mэу, жесткость kэу и сила Fэу определяются в соответствии с разд.
4.1.2, а в случае приложения нагрузки в центре плиты – по табл. 4.2.

Неупругий расчет основан на уравнениях разд. 5.4.4. Эквива-
лентная масса mэн вычисляется согласно (5.98). Неупругое сопро-
тивление «пружины» равно сумме в скобках в правой части (5.72):

∑∑
==

+=
4

1
пр,

4

1
пр,н sin

1
cos

1

i i
y

i i
x γ

m
γ

mR . (5.102)

Эквивалентная сила, действующая на осциллятор, равна сосредото-
ченной нагрузке, приложенной к плите,

)(э tPF = . (5.103)
Обозначения те же, что в разд. 5.4.4.

5.5.8. Железобетонная защемленная по контуру плита
при сосредоточенной нагрузке

В целом процедура неупругого расчета аналогична рассмотрен-
ной ранее, но с небольшими особенностями, указанными далее.

Параметры эквивалентного упругого осциллятора для данного
закрепления плиты и сосредоточенной нагрузки можно рассчитать в
соответствии с разд. 4.1.2. Для случая приложения нагрузки в цен-
тре плиты они приведены в табл. 4.2.

Как сказано ранее, упругая и упругопластическая стадии рас-
сматриваются только с целью определения начальной скорости при
движении в неупругой стадии. Если рассчитать эту скорость, пола-
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гая, что нагрузка приложена в центре, то и она, и неупругие пере-
мещения будут получены с запасом.

Процедура расчета неупругих перемещений для данного случая
в целом не отличается от рассмотренной в разд. 5.5.5 и 5.5.6. В ее
основе лежат уравнения, приведенные в разд. 5.4.5. Из дифферен-
циального уравнения (5.83) следует, что эквивалентная масса

6

2

э
Rm πµ

= ; (5.104)

неупругое сопротивление «пружины», найденное согласно (5.76) и
(5.83),

)(2 прпрпрн mmPR ′+== π . (5.105)
Эквивалентная сила равна сосредоточенной нагрузке, приложенной
к плите,

)(э tPF = . (5.106)
Все обозначения те же, что в разд. 5.4.5.

5.6. Заключительное замечание
Ранее отмечалось, что при выполнении неупругого расчета кон-

струкций, особенно плит, по схемам с шарнирами пластичности
приходится принимать ряд допущений и упрощений. Они подробно
обсуждались в соответствующих разделах.

Вследствие этого, а также ввиду достаточной условности само-
го понятия «пластический шарнир» результаты таких расчетов яв-
ляются приближенными. Потому в проектируемых на их основе
конструкциях следует предусматривать достаточные запасы.



Глава  6
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД

РАСЧЕТА СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ
НА КРАТКОВРЕМЕННЫЕ НАГРУЗКИ

На практике иногда не требуется знать закон движения конст-
рукции под действием динамической нагрузки, а необходимо опре-
делить только ее максимальное перемещение, по которому оцени-
вается несущая способность. Один из способов получения такого
результата – квазистатический расчет с использованием коэффици-
ента динамичности, описанный в гл. 4. Однако его можно выпол-
нить только для упругих конструкций.

В случае действия кратковременной нагрузки можно найти мак-
симальное перемещение конструкции, причем как линейной, так и
нелинейной, исходя из энергетических соображений.

В настоящей главе описан энергетический метод расчета конст-
рукций на кратковременную нагрузку, заданную импульсом силы.
Перемещения конструкции определяются с помощью общей теоре-
мы динамики – об изменении количества движения, а также закона
сохранения энергии.

6.1. Скорости точек системы
при действии кратковременной силы

Напомним теорему об изменении количества движения матери-
альной точки, с помощью которой определяются скорости точек
конструкции по окончании действия кратковременной силы.

Если на материальную точку действует сила P(t), длительность
которой tk очень мала, то движение точки зависит не столько от за-
кона изменения силы, сколько от ее интегральной характеристики –
импульса силы, равного

∫=
kt

dttPI
0

)( , Н⋅с. (6.1)

Численно импульс равен площади под графиком «время−сила».
Движение точки характеризуется количеством движения

mvq = , (6.2)
где m – масса; v – скорость точки.

Теорема об изменении количества движения материальной
точки (или теорема импульсов) утверждает, что изменение ее коли-
чества движения равно импульсу силы:

qк – qн = I, (6.3)
где qн – количество движения до начала действия силы, а qк – по его
окончании. С учетом (6.2) это выражение записывается в виде
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Ivvm =− )( нк ,   (6.4)
где vн – скорость точки до нача-
ла, а vк – по окончании действия
силы.

 Определим, пользуясь дан-
ной теоремой, скорости точек
конструкции при кратковре-
менной нагрузке, заданной по-
средством импульса силы. Но
прежде всего подчеркнем, что
описанный далее способ при-
меним только при малой дли-
тельности силы. Обычно счита-
ют, что хорошая точность по-
лучается, если она не превос-
ходит 10 % (максимум 20÷25 %)
от периода колебаний системы
по первой моде.

На рис. 6.1,а изображена
дискретная система, на кото-
рую действует кратковремен-
ная сила P(t),  распределенная
между точками j, …, k. На каж-

а)

ajP(t)

x

y

0

akP(t)

v0k

mk

mn

mj

v0j

m1

б)

0

v0(x)

x

y

a b

l1
f(x)p(t)

l

Рис. 6.1. Действие кратковременной
силы на конструкцию:

а − сила, распределенная между несколь-
кими дискретными массами; в – распреде-
ленная нагрузка на континуальную систему

дую из них действует часть этой силы ajP(t), …, akP(t), так что
aj + …+ ak = 1. Импульс силы равен I. Соответственно, импульсы сил,
действующих на каждую из точек, ajI, …, akI. Скорости точек по
окончании действия силы определяются согласно (6.4). Поскольку
они используются далее в качестве начальных условий для расчета
движения конструкции после окончания действия силы, будем, в от-
личие от (6.4), обозначать их не vк, а v0:

I
m
a

v
j

j
j =0 , …, I

m
av

k

k
k =0 . (6.5)

Будем считать, что до начала действия силы система находилась
в покое, т.е. перемещения и скорости всех ее точек равнялись нулю.
Длительность силы очень мала, поэтому можно считать, что за вре-
мя ее действия перемещения не изменились, т.е. по-прежнему рав-
ны нулю. Таким образом, по окончании действия силы система на-
ходится в следующем состоянии: перемещения всех точек равны
нулю; скорости точек j, …, k вычисляются согласно (6.5), а осталь-
ных равны нулю.

Принцип определения скоростей точек континуальной системы
при действии кратковременной распределенной нагрузки проде-
монстрируем на примере балки, изображенной на рис. 6.1,б. Пусть
погонная масса балки зависит от координаты x и равна µ (x) (кг/м).
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На балку действует кратковременная нагрузка p(t) (Н/м) с погонным
импульсом i (Н⋅с/м). Она  распределена на интервале a ≤ x ≤ b со-
гласно закону f(x) (максимальное значение fmax = 1). Таким образом,
в точке с координатой x действует нагрузка f (x) p (t) (Н/м), а погон-
ный импульс (т.е. импульс силы на единице длины) в этой точке
равен i f (x) (Н⋅с/м). Тогда, согласно (6.5), скорости точек балки на
интервале приложения нагрузки после окончания ее действия под-
чиняются закону

)(
)()(

x
xifxv

µ
=0 , (6.6)

а вне этого интервала равны нулю. Если масса балки µ постоянна, а
нагрузка распределена равномерно, т.е. f (x) ≡ 1, то на интервале ее
приложения скорость

µ
iv =0 . (6.7)

Перемещения точек за время действия нагрузки не изменяются, т.е.
остаются равными нулю.

Если импульс i не зависит от координаты x, то нахождение ско-
рости v0 упрощается. Умножим числитель и знаменатель (6.7) на
длину интервала l1, на котором приложена нагрузка (см. рис. 6.1,б):

1

1
0 l

ilv
µ

= . (6.8)

Числитель этой дроби представляет собой импульс суммарной на-
грузки, а знаменатель – массу интервала l1. Таким образом, скорость
определяется, как для эквивалентной точки с массой, равной массе
интервала, на котором приложена нагрузка, при действии суммар-
ного импульса. 

Аналогично определяются скорости и перемещения точек пла-
стинки или оболочки. Отличие состоит лишь в том, что под µ (x,y)
понимается масса единицы площади (кг/м2) и импульс i f (x,y)
(Н⋅с/м2) также распределен по площади. Скорости точек

),(
),(),(

yx
yxifyxv

µ
=0 . (6.9)

Если распределение массы и импульс постоянны, то, как и для бал-
ки, скорость равна скорости точки с суммарной массой, на которую
действует суммарный импульс.

По окончании действия кратковременной нагрузки конструкция
совершает свободные колебания. Для того чтобы определить в ней
внутренние усилия, можно задать найденные ранее скорости точек
в качестве начальных условий и рассчитать движение конструкции
методами, описанными в гл. 2 и 3.
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Однако если интерес представляет не закон движения конст-
рукции, а только максимальные перемещения и соответствующие
значения внутренних усилий, то их можно вычислить более про-
стым способом, воспользовавшись законом сохранения энергии.

6.2. Процедура расчета конструкций
энергетическим методом

Идею расчета энергетическим методом продемонстрируем на
простейшем примере – линейном консервативном осцилляторе с
массой m и жесткостью k. На массу действует кратковременная сила
с импульсом I (рис. 6.2). Кинетическая энергия массы после оконча-
ния действия нагрузки

2
02

1 mvT = .      (6.10)

Подставив выражение скорости через импульс
силы, получим

m
I

m
ImT

22
1 22

=





= .     (6.11)

Пусть максимальное перемещение осциллято-
ра равно x. Его потенциальная энергия

2

2
1 kxU = .   (6.12)

my

x

k

I

Рис. 6.2. Действие
импульса силы на

осциллятор

Приравняв кинетическую и потенциальную энергию, найдем макси-
мальное перемещение

mk
Ix = . (6.13)

При свободных колебаниях линейного консервативного осцил-
лятора максимальное перемещение равно амплитуде A, вычисляе-
мой согласно (2.8). Если начальные условия x0 = 0; 00 vx =& , то

ω
0vA = , (6.14)

где ω − круговая собственная частота, рад/с. Легко показать, что та-
кое же перемещение получается и по формуле (6.13):

ωωω
0

222

v
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I
m

I

m
km

I
mk
Ix ===== . (6.15)

Аналогичным образом можно, в принципе, определить макси-
мальные перемещения и дискретной системы с n степенями свобо-
ды, однако при этом придется принять ряд дополнительных допу-
щений. Гораздо проще выполнить расчет, сведя конструкцию к сис-



Гл. 6. Энергетический метод расчета конструкций174

теме с 1 степенью свободы (осциллятору). Ниже этот способ проде-
монстрирован на нескольких примерах.

6.3. Примеры расчета с использованием схематизации
в виде осциллятора

6.3.1. Предварительные замечания
Для выполнения динамического расчета конструкции энергети-

ческим методом ее следует представить в виде системы с одной
степенью свободы. Способы такой схематизации линейных систем
описаны в разд. 4.1, а в случае упругопластических деформаций ба-
лок и плит с образованием шарниров пластичности – в гл. 5. Проце-
дура такого расчета ниже продемонстрирована на примерах балок и
плит при равномерно распределенной нагрузке. При других нагру-
жениях и граничных условиях расчеты выполняются аналогично.

6.3.2. Шарнирно опертая балка
a)

R

x

0.
5l

y

y

mэ

l

Проверим несущую способность желе-
зобетонной стеновой панели под действи-
ем ВУВ (рис. 6.3,а). Нагрузка на панель –
равномерно распределенное давление с
импульсом i+ = 400 Па⋅с.

Размеры панели: длина l = 6 м, ширина
b = 1.8 м, толщина s = 0.25 м, момент
инерции сечения J = 2.34⋅10–3м4. Модуль
упругости материала E = 0.19⋅1011 Н/м2,
масса погонного метра постоянна и равна
µ = 900 кг/м. В панели возможно развитие
неупругих перемещений (обоснование это-
го, выполненное в соответствии с гл. 1, для

б)

y, м0 0.005 0.01 0.015

R,
МН

0.05

0.1
yн

Rн

ymaxyу

Рис. 6.3. Схематизация шарнирно
опертой панели в виде эквивалент-

ного осциллятора:
а – замена панели эквивалентным осцил-
лятором; б – характеристика «пружины»

(зависимость «перемещение−сила»)

краткости опустим). Пре-
дельный изгибающий мо-
мент, при котором заканчи-
вается упругая и начинается
неупругая стадия работы,
Mпр = 0.16⋅106 Нм.

При таких размерах па-
нели ее можно схематизиро-
вать как шарнирно опертую
балку. В свою очередь, заме-
ним балку эквивалентным
упругопластическим осцил-
лятором, масса которого со-
средоточена в середине про-
лета (рис. 6.3,а). Значения
эквивалентной массы и жест-
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кости в упругой стадии при равномерно распределенной нагрузке
приведены в табл. 4.2:

mэy = 0.504µl = 0.504⋅900⋅6 ≈ 2722 кг, (6.16)

=
⋅⋅⋅

==
−

3

311

3уэ, 6
1034.21019.015.4915.49

l
EJk 0.101⋅108 Н/м. (6.17)

Построим характеристику «пружины» осциллятора (зависи-
мость «перемещение−сила»). Ее реакция R приложена к массе, т.е. в
середине пролета. При неупругой работе она вычисляется по фор-
муле (5.100) через величину предельного момента в балке Mпр = 
= 0.16⋅106 Нм, соответствующую окончанию упругой стадии рабо-
ты. Для  силы, приложенной в середине пролета, эта формула дает

=
⋅⋅

==
6

1016.044 6
пр

н l
M

R 0.107⋅106 Н.  (6.18)

Окончанию упругой стадии соответствует перемещение yу:

   0106.0
10101.0
10107.0

8

6

уэ,

н
у =

⋅
⋅

==
k
Ry м.  (6.19)

Полученная характеристика «пружины» представлена на рис. 6.3,б.
Собственная круговая частота осциллятора

9.60
2722

10101.0 8

уэ,

уэ,
уэ, =

⋅
==

m
k

ω  рад/с, (6.20)

а период его колебаний

1.0
9.60

22
уэ, ===

π
ω
πT  с. (6.21)

Будем считать, что продолжительность действия нагрузки мень-
ше 0.01 с, т.е. не превосходит 0.1T. Тогда в соответствии с разд. 6.1.2
для нахождения движения осциллятора можно воспользоваться тео-
ремой об изменении количества движения.

Дальнейшую оценку несущей способности выполним в соответ-
ствии с процедурой, описанной в разд. 6.2. Импульс давления ВУВ
на панель i+= 400 Па⋅с. В соответствии с табл. 4.2, эквивалентная
сила для шарнирно опертой балки, нагруженной равномерно рас-
пределенной нагрузкой p, Fэ = 0.64pl. Следовательно, эквивалент-
ный импульс силы, действующей на осциллятор,

2765816400640640э ≈⋅⋅⋅== + ... lbiI Н⋅с. (6.22)
Кинетическая энергия в нулевой момент времени вычисляется

согласно (6.11):

1404
27222
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2

э

2
э ≈

⋅
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m
IT  Нм.     (6.23)
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Эта энергия должна быть поглощена за счет работы деформа-
ции «пружины» осциллятора A, которая численно равна площади
под графиком характеристики «пружины». Пусть величина неупру-
гих перемещений равна yн (рис. 6.3,б). Тогда работа деформации (на
рис. 6.3,б она затенена)









+= н

у
н 2

y
y

RA . (6.24)

Приравняв (6.23) и (6.24), найдем

3
6

у

н
н 108.7

2
0106.0

10107.0
1404

2
−⋅=−

⋅
=−=

y
R
Ty м. (6.25)

По российским нормам [29] (см. гл. 1) несущую способность
шарнирно опертой балки проверяют по величине коэффициента
пластичности:

74.1
0106.0

108.70106.0 3

у

ну =
⋅+

=
+

=
−

y
yy

K . (6.26)

Поскольку K < 3, согласно нормам [29] несущая способность пане-
ли при заданной нагрузке достаточна.

При меньшей величине импульса давления i+ исходная кинети-
ческая энергия T может оказаться меньше площади под наклонной
частью характеристики «пружины» на рис. 6.3,б, т.е. балка остается
упругой. В этом случае необходимо найти ymax из условия

э
max

2
k
Ty = . (6.27)

После этого надо определить реакцию «пружины» Rmax, соответст-
вующую этому максимальному перемещению, по графику на
рис. 6.3,б или с помощью соотношения 

Rmax = kэymax. (6.28)
Сила Rmax равна эквивалентной статической нагрузке Fэ, которая
вызывает перемещение осциллятора ymax. В соответствии с данными
табл. 4.2 нагрузка Fэ связана с реальной равномерно распределен-
ной нагрузкой p соотношением

Rmax = Fэ = 0.64pl. (6.29)
Следовательно, перемещению ymax соответствует нагрузка на балку

l
Rp

64.0
max= . (6.30)

Статически приложив ее к балке, найдем в ней максимальный
момент и поперечную силу.
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6.3.3. Балка с защемленными концами
Проверим несущую способность той же железобетонной стено-

вой панели, что в примере 1, но защемленной по концам, при дейст-
вии ВУВ с импульсом давления i+ = 800  Па⋅с. В панели возможно
развитие неупругих перемещений, которые начинаются при дости-
жении изгибающими моментами следующих предельных значений:
на опорах (2)

прM = (3)
прM = 0.2⋅106 Нм, а в середине пролета (1)

прM =
= 0.16⋅106 Нм. Относительная высота сжатой зоны бетона: в пролете
ξ 
д(1) = 0.31,  на опорах ξ 

д(2) = ξ 
д(3) = 0.34. Относительная высота сжа-

a)

R1

x
0.

5l

yy

mэ1

l

kэ1

б)

R

x

0.
5l

y

y

mэ2

l
kэ2

(2)
прM

(3)
прM

той зоны и предель-
ные моменты уста-
новлены по нормам
[29] в зависимости от
прочности материалов
и размеров сечения
(см. гл. 1). Для крат-
кости их вычисление
не приводится.

Заменим балку эк-
вивалентным упруго-
пластическим осцил-
лятором с массой в
середине пролета
(рис. 6.4,а). Согласно
табл. 4.2, при равно-
мерно распределенной
нагрузке величины эк-
вивалентной  массы  и

Рис. 6.4. Схематизация панели с защемленными
концами в виде эквивалентного осциллятора:
а – эквивалентный упругий осциллятор до образо-
вания шарниров пластичности на опорах; б – то же

после их образования

жесткости для балки с защемленными концами в упругой стадии
деформации:

mэy = 0.406µl = 0.406⋅900⋅6 ≈ 2192 кг, (6.31)
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Период колебаний балки по первой моде
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В соответствии с разд. 6.1.2, движение осциллятора можно рас-
считывать с помощью теоремы об изменении количества движения,
если продолжительность действия нагрузки не превосходит 0.1T.
Будем считать, что это требование выполняется.

Построим характеристику «пружины» осциллятора, для чего
сначала определим последовательность образования шарниров пла-
стичности.

При равномерно распреде-
ленной нагрузке q изгибающий
момент в середине пролета

24

2
)1( qlM = , (6.35)

а на защемленных концах

12

2
)3()2( qlMM == .  (6.36)

Как видно, моменты на кон-
цах вдвое больше момента в про-

0 0.01 0.02 y, м

R, МН

0

0.1

0.2

R1

y2 ymax

BRн

y1

A

Рис. 6.5. Характеристика
«пружины» осциллятора

лете. Значит, предельные моменты на опорах будут достигнуты
раньше, чем в пролете. В той же последовательности образуются и
шарниры пластичности. Поэтому характеристика «пружины» экви-
валентного осциллятора имеет два перелома, соответствующие об-
разованию шарниров (рис. 6.5).

Жесткость kэ1 задает наклон отрезка OA на характеристике. Для
нахождения координаты y1 точки A воспользуемся выражением для
перемещения в середине пролета

EJ
qly

384
5 4

= . (6.37)

С помощью (6.36) его можно выразить через момент на опоре

EJ
lMy

32

22)(

= . (6.38)

Следовательно, координата
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Сила, соответствующая образованию шарниров на опорах,
628

11э1 102140105060104220 ⋅=⋅⋅⋅== − ...ykR  Н. (6.40)
После появления шарниров на опорах начинается «упругопла-

стическая» стадия деформации панели: она превращается в упругую
шарнирно опертую балку, на концах которой действуют постоян-
ные моменты (2)

прM  и (3)
прM  (участок AB на рис. 6.4,б). На этой стадии

перемещениям эквивалентной массы препятствует как изгибная же-
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сткость самой балки, так и эти моменты. Точный учет их влияния
представляет определенную сложность. Приближенные способы, с
помощью которых можно представить характеристику «пружины»,
были рассмотрены в разд. 5.5.3. Используем первый из них: при оп-
ределении наклона участка AB будем пренебрегать моментами на
опорах балки. Тогда жесткость «пружины» на этой стадии опреде-
ляется, как для шарнирно опертой балки (см. пример 1):

3
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3э2 6
1034.21019.015.4915.49 −⋅⋅⋅⋅

==
l

EJk  = 0.101⋅108 Н/м.  (6.41)

Эта жесткость представляет собой тангенс угла наклона участка AB
на рис. 6.5.

Реакция «пружины» при неупругой работе Rн (горизонтальная
часть характеристики) вычисляется по формуле (5.107), в которой,
поскольку шарнир пластичности находится в середине пролета,
следует положить a = l/2:
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Координату y2 точки В находим как точку пересечения отрезка
AB с горизонтальной частью характеристики:
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Полученная характеристика «пружины» изображена на рис. 6.5.
Максимальное перемещение осциллятора вычисляется так же,

как в примере 1. При равномерно распределенной нагрузке p экви-
валентная сила для балки с двумя заделками Fэ = 0.533pl. Эквива-
лентный импульс силы, действующей на осциллятор,

46058.16800533.0533.0э ≈⋅⋅⋅== +lbiI Н⋅с. (6.44)
Согласно (6.11), кинетическая энергия в нулевой момент
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Обозначим через ymax максимальное перемещение в середине
пролета балки, равное сумме перемещений в упругой, упругопла-
стической и пластической стадиях. Для вычисления ymax приравняем
кинетическую энергию T и площадь под характеристикой «пружи-
ны» (на рис. 6.5 она затенена):
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Отсюда находим
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Углы поворота в шарнирах пластичности для балки с защем-
ленными концами приведены в разд. 5.3.3. На опорах они равны:

0080
6
02402232 ..max)()( =

⋅
===

l
yϕϕ  рад, (6.48)

а в шарнире посередине пролета
01602 21 .)()( == ϕϕ  рад. (6.49)

Проверим несущую способность панели по российским нормам
[29] (см. гл. 1). В соответствии с ними угол поворота в шарнире не
должен превзойти допустимой величины

дпр
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+=Ψ . (6.50)

Значения допустимых углов на опорах
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а в пролете
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Сравнивая найденные углы поворота с допустимыми, находим
04400080 3
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2

пр
32 .. )()()()( =Ψ=Ψ<== ϕϕ  рад; (6.53)

04500160 1
пр

1 .. )()( =Ψ<=ϕ  рад. (6.54)
Следовательно, несущая способность панели достаточна.
Если импульс давления i+ настолько мал, что кинетическая

энергия T численно не превосходит площадь треугольника 0Ay1 на
рис. 6.5, то это означает, что балка остается упругой. В этом случае
внутренние усилия определяются так же, как для шарнирно опертой
балки в разд. 6.3.2. Сначала следует найти максимальное переме-
щение ymax из условия равенства кинетической энергии и площади
под характеристикой «пружины» на участке 0A:
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1э
max

2
k
Ty = . (6.55)

Далее следует вычислить значение реакции «пружины»
Rmax = kэ1ymax. (6.56)

Эта сила равна эквивалентной нагрузке, вызывающей такое пере-
мещение массы осциллятора. Согласно табл. 4.2, для балки с двумя
заделками эквивалентная и реальная равномерно распределенная
нагрузки связаны соотношением

Rmax = Fэ = 0.533pl. (6.57)
Отсюда находим, что нагрузка на балку, соответствующая переме-
щению ymax осциллятора,

l
Rp
533.0
max= . (6.58)

Статически приложив к балке эту нагрузку, найдем в ней макси-
мальные внутренние усилия.

Характеристику «пружины» осциллятора можно также прибли-
женно представить каким-либо другим способом (см. рис. 5.23).
При этом процедура решения не будет отличаться от изложенной.
Как было показано в разд. 5.5.3, при использовании любого из этих
приближений площадь под наклонной частью характеристики, т.е.
работа упругой деформации, меньше, чем у исходных характери-
стик в упругой и упругопластической стадиях деформации. Следо-
вательно, часть исходной кинетической энергии, затраченная на уп-
ругую деформацию «пружины» осциллятора, будет меньше дейст-
вительной, а потому все эти приближения дадут величину неупру-
гих деформаций с запасом.

6.3.4. Шарнирно опертая плита
Процедуру расчета плиты энергетическим методом путем ее

сведения к системе с одной степенью свободы (упругопластическо-
му осциллятору) продемонстрируем на примере железобетонной
стены, схематизированной как шарнирно опертая по контуру плита.
Ее размеры: a = 6 м, b = 4 м, толщина h = 0.25 м (рис. 6.6,а). Модуль
упругости бетона  E = 0.2⋅1011 Н/м2, коэффициент Пуассона ν = 0.2,
масса единицы площади µ = 525 кг/м2. Армирование – одинаковое
вдоль обеих сторон. На плиту действует ВУВ с импульсом давления
i+ = 1200 Па⋅с. В ней возможны неупругие перемещения, начинаю-
щиеся при достижении предельных погонных изгибающих момен-
тов, одинаковых вдоль обеих сторон: mx,пр = my,пр = 0.12⋅106 Нм/м.
Относительная высота сжатой зоны бетона в сечениях вдоль x и y
также одинакова: д

xξ = д
yξ = 0.34. Предельные моменты и высота сжа-

той зоны найдены по нормам [29] (см. гл. 1).
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Заменим плиту эквивалентным осциллятором. Для случая упру-
гих перемещений и равномерно распределенной нагрузки его пара-
метры приведены в табл. 4.2. Эквивалентная масса:

mэ = 0.25µab = 0.25⋅525⋅6⋅4 = 3150 кг.     (6.59)
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Рис. 6.6. Шарнирно опертая по контуру плита:
а – размеры плиты и схема шарниров пластичности; б – характеристика

«пружины» осциллятора

Вычислим согласно (3.111) цилиндрическую жесткость плиты
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Жесткость kэ представляет собой тангенс угла наклона характе-
ристики «пружины» в упругой стадии. После ее окончания следует
упругопластическая, где характеристика является криволинейной
(см. разд. 5.5.5). Заменим ее приближенной характеристикой по
способу на рис. 5.23,б, т.е. будем считать, что жесткость «пружины»
остается равной kэ вплоть до перехода в неупругую стадию (до пе-
ремещения yу на рис. 6.6,б). Согласно разд. 5.5.3, такая аппроксима-
ция приводит к получению неупругих перемещений с запасом.

Для вычисления силы неупругого сопротивления Rн сначала оп-
ределим положение шарниров пластичности (см. разд. 5.5.5). Угол
их наклона γ  (см. рис. 6.6,а) зависит от двух параметров:
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По формуле (5.42) находим
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Сила неупругого сопротивления «пружины» вычисляется по
формуле  (5.111)

( ) 76
прпрн 10112084051101204tg4 ⋅=+⋅⋅=






 += ....,, γyx m

b
amR Н. (6.64)

Упругая стадия закончится при перемещении
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Полученная характеристика «пружины» показана на рис. 6.6,б.
Собственная частота эквивалентного осциллятора, равная пер-

вой собственной частоте шарнирно опертой плиты (см. табл. 4.2),
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Период колебаний по первой моде

03101
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1 .==

f
T с. (6.67)

Будем считать, что длительность нагрузки существенно меньше T1,
т.е. согласно разд. 6.1.2 применение теоремы импульсов возможно.

Определим начальную кинетическую энергию осциллятора. Со-
гласно табл. 4.2, если на плиту действует равномерно распределен-
ная нагрузка pϕ (t), на осциллятор действует эквивалентная сила
Fэ = 0.405abpϕ (t). Следовательно, эквивалентный импульс силы

1166446120040504050э =⋅⋅⋅== + .. abiI Н⋅с. (6.68)
Кинетическая энергия в нулевой момент времени вычисляется

согласно (6.11):
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Эта энергия должна быть поглощена за счет работы деформа-
ции «пружины» осциллятора, численно равной площади A под ха-
рактеристикой «пружины». Обозначим максимальное перемещение
через ymax. Тогда площадь A (на рис. 6.12,б она затенена):
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Приравняв A = T, найдем максимальное перемещение
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Угол поворота в горизонтальном шарнире пластичности вычис-
ляется по формуле, аналогичной (5.54),
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0236041 .max == byϕ рад. (6.72)
Составляющие углов поворота в наклонных шарнирах пластично-
сти вычисляются по формулам, аналогичным (5.57) и (5.58). Угол
поворота относительно оси x

01180
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1
2 .==

ϕϕ x рад, (6.73)

а относительно y

0010840
4
202360tg2

2 ...max =⋅⋅== γϕ
b

yy рад. (6.74)

Оценим несущую способность плиты. Допустимая величина уг-
ла поворота в шарнире по российским нормам [29] (см. гл. 1)

дпр
00300350
ξ
.. +=Ψ . (6.75)

Поскольку относительная высота сжатой зоны бетона в сечениях
вдоль осей x и y одинакова, допустимые углы поворота xпр,Ψ  и yпр,Ψ
также одинаковы:

0440
340
00300350пр,пр, .
.
.. =+=Ψ=Ψ yx рад. (6.76)

Сравнивая (6.76) и (6.73)−(6.74), видим, что углы поворота во
всех шарнирах пластичности меньше допустимых величин. Следо-
вательно, несущая способность плиты достаточна.

Если кинетическая энергия T численно не превосходит площадь
под наклонной частью характеристики «пружины» на рис. 6.6,б, то
плита остается упругой. В этом случае максимальные внутренние
усилия в ней можно найти так же, как в разд. 6.3.2 и 6.3.3. Макси-
мальное упругое перемещение ymax определяется из условия чис-
ленного равенства кинетической энергии и площади под характери-
стикой:

э2 kTy =max . (6.77)
При этом перемещении максимальная реакция «пружины»

Rmax = kэymax. (6.78)
Далее, пользуясь зависимостью между Rmax и эквивалентной на-
грузкой, приведенной в табл. 4.2, определим равномерно распреде-
ленную нагрузку, соответствующую этой силе,

ab
Rp
4050.

max= . (6.79)

Далее, чтобы найти максимальные внутренние усилия в плите,
следует выполнить ее статический расчет на эту нагрузку по методу
конечных элементов.
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6.3.5. Защемленная по контуру плита
На рис. 6.7 показана защемленная по контуру железобетонная

плита с теми же размерами и характеристиками материалов, как в
разд. 6.3.4. Импульс давления ВУВ на плиту i+ = 2500 Па⋅с. Погон-
ные предельные моменты mx,пр и my,пр, при которых образуются
шарниры пластичности в пролете, и m′x,пр и m′y,пр, при которых они
образуются на контуре, одинаковы: mx,пр = my,пр = m′x,пр = m′y,пр =
= 0.12⋅106 Нм/м. Относительная высота сжатой зоны бетона в про-
лете и на контуре также одинакова: д

xξ = д
yξ = ξ 

д = 0.34.
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Рис. 6.7. Защемленная по контуру плита:
а – размеры плиты и схема шарниров пластичности; б – характеристика

«пружины» эквивалентного осциллятора

Расчет защемленной по контуру плиты выполняется, в принци-
пе, так же, как шарнирно опертой. Поэтому изложим его кратко.

Согласно табл. 4.2, в упругой стадии масса эквивалентного ос-
циллятора при равномерно распределенной нагрузке

mэ = 0.14µab = 0.14⋅525⋅6⋅4 = 1764 кг. (6.80)
Цилиндрическая жесткость плиты не зависит от граничных усло-
вий, т.е. она такая же, как в разд. 6.3.4, а именно D = 0.27⋅108 Нм. В
соответствии с табл. 4.2, эквивалентная жесткость осциллятора
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Построим характеристику «пружины» эквивалентного осцилля-
тора (рис. 6.7,б). Ее «упругопластическую» стадию аппроксимируем
так же, как в разд. 6.2.3. Пластическая стадия рассмотрена в
разд. 5.4.3 и 5.5.6. Шарниры пластичности образуются как в проле-
те, так и на опорах (рис. 6.7,а). Их наклон определяется по форму-
лам (5.74)−(5.76) и зависит от следующих параметров:
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Тангенс угла наклона шарниров находим по формуле (5.75):
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Силу неупругого сопротивления «пружины» вычислим по фор-
муле  (5.116):
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Упругая стадия закончится при перемещении
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Будем считать, что длительность нагрузки достаточно мала по
сравнению с периодом колебаний по первой моде, т.е. пользоваться
теоремой импульсов можно. Определим начальную кинетическую
энергию осциллятора. Согласно табл. 4.2, если пластинка заделана
по контуру, то при равномерно распределенной нагрузке pϕ (t) на
осциллятор действует эквивалентная сила Fэ = 0.25abpϕ (t). Следо-
вательно, эквивалентный импульс силы

15000462500250250э =⋅⋅⋅== + .. abiI Н⋅с. (6.86)
Начальную кинетическую энергию найдем согласно (6.11):
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Обозначим максимальное перемещение массы осциллятора че-
рез ymax. Тогда площадь A (на рис. 6.7,б затенена), численно равная
работе деформации, равна:
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Приравняв эту работу кинетической энергии,  находим
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Через ymax вычисляются углы поворота в шарнирах пластично-
сти по тем же формулам, как в разд. 6.3.4. Для проверки несущей
способности плиты их следует сравнить с допускаемыми значения-
ми, которые зависят от относительной высоты сжатой зоны данного
сечения. Критерий отказа – превышение допускаемого угла хотя бы
в одном из шарниров. Но в данной задаче высота сжатой зоны оди-
накова во всех сечениях. Поэтому проверку несущей способности
плиты можно произвести только по наибольшему углу поворота,
который достигается в центральном горизонтальном шарнире. Он
вычисляется по формуле (6.116):
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По российским нормам [29] (см. гл. 1) допустимый угол поворота
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Как видно, ϕ1 < Ψпр, т.е. несущая способность плиты достаточна.
Если кинетическая энергия T численно не больше площади под

наклонной частью характеристики «пружины» на рис. 6.7,б, то пли-
та остается упругой. Эквивалентная равномерно распределенная
нагрузка, на которую следует рассчитать плиту,

ab
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6.4. Заключительные замечания
Изложенный в настоящей главе энергетический метод динами-

ческого расчета конструкций позволяет достаточно просто опреде-
лять их перемещения и внутренние усилия, особенно с применени-
ем схематизации в виде системы с одной степенью свободы. Однако
при использовании этого способа надо учитывать, что, во-первых,
он основан на теореме об изменении количества движения системы.
Поэтому им можно пользоваться, только если длительность воздей-
ствия мала по сравнению с периодом колебаний конструкции по 1
моде (0.1, в крайнем случае, только для грубых оценок, 0.2÷0.25 пе-
риода).  Во-вторых, данный метод решения основан на использова-
нии  ряда допущений характеристики «пружины» осциллятора.

Поэтому при расчете конструкций энергетическим  способом
следует оставлять достаточные запасы. Если расчетные перемеще-
ния конструкции получаются близкими к предельным, то целесооб-
разно проверить их другими, более точными методами расчета.



Часть II
НАГРУЗКИ  НА СООРУЖЕНИЯ

ПРИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ  ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Глава  7
РАСЧЕТ КОНСТРУКЦИЙ
НА УДАРЫ ЖЕСТКИХ ТЕЛ

Летящие тела (иногда их именуют снарядами) образуются при
различных природных и техногенных событиях, таких как падение
самолета на здание АЭС, ураганы, торнадо, технологические ава-
рии, взрывы и пр. Для защиты от их ударов необходимо правильно
спроектировать и рассчитать строительные конструкции. Кроме то-
го, у ответственных сооружений (например, у АЭС) требуется обес-
печить работоспособность оборудования, находящегося внутри
здания, при вызванных ударом колебаниях последнего.

Ударяемую конструкцию (стену здания, кожух турбины и пр.)
называют преградой (иногда – мишенью). В результате удара де-
формируется и разрушается как преграда, так и само летящее тело.
В зависимости от сравнительной величины их деформации тела
можно условно разделить на два вида: жесткие и легко деформи-
руемые (последние далее именуются разрушающимися). При ударах
первых кинетическая энергия расходуется прежде всего на дефор-
мацию преграды, а само тело часто считают абсолютно твердым.
Вторые при ударе о преграду сами частично или полностью разру-
шаются, т.е. их кинетическая энергия расходуется и на собственную
деформацию, и на деформацию преграды.

Разумеется, такое разделение летящих тел достаточно условно и
зависит от характера преграды и свойств тела. Так, при ударе само-
лета в достаточно тонкую стеновую панель часто можно пренебречь
деформацией фюзеляжа, т.е. считать его абсолютно твердым. Но
при ударе того же самолета в толстую железобетонную защитную
оболочку АЭС недеформируемой часто считают ее и учитывают
только деформацию фюзеляжа.

Методы расчета ударяемых конструкций зависят от того, к ка-
кой группе отнесено летящее тело. В случае разрушающегося тела
обычно определяют зависимость нагрузки на преграду от времени,
решая задачу о его смятии (см. гл. 8). Конструкцию рассчитывают
на эту нагрузку обычными методами динамики сооружений.

В настоящей главе изложены способы расчета на удары тел
другой группы – жестких. К ним относят, например, турбину ото-
рвавшегося двигателя самолета, поднятую ветром торнадо металли-
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ческую трубу, вылетевшую лопатку паровой турбины и пр. В зави-
симости от соотношения жесткости тела и преграды могут прини-
маться различные предположения относительно их деформируемо-
сти: и тело и преграда абсолютно твердые; тело деформируемое, а
преграда абсолютно твердая; абсолютно твердое тело и деформи-
руемая преграда. Эти варианты рассмотрены далее.

7.1. Удар абсолютно твердого тела
в недеформируемую преграду

Наиболее простая схематизация ударяющего тела – считать его
абсолютно твердым. Проблема соударения тел изучалась еще в
XVII в. Марци, Гюйгенсом, Ньютоном. Они не рассматривали де-
формации тела и преграды явно, так как законы упругости материа-
лов в то время были неизвестны (они были открыты Гуком позд-
нее). Ньютон ввел понятие «коэффициента восстановления» при
ударе, который равен отношению высоты отскока тела h+ к высоте
h, с которой оно падает на горизонтальную плоскость. Этот коэф-
фициент определяется экспериментально и зависит от материалов
соударяющихся тел, а также, как было установлено позднее, от ско-
рости удара. Иногда такой подход используют и в наши дни. Но для
расчета строительных конструкций он мало пригоден, поскольку,
если считать и тело и преграду недеформируемыми, то задача ста-
новится неопределенной и нагрузку на преграду найти не удается.

Неопределенность исчезает, если учесть податливость либо те-
ла, либо преграды. Первый вариант рассмотрен в разд. 7.2, а второй
– в гл. 11. Часто расчет строительных конструкций на удары абсо-
лютно твердых летящих тел производится с применением эмпири-
ческих формул, которые приведены в разд. 7.3 и 7.4.

7.2. Удары линейно- и нелинейно-упругих тел
в недеформируемую преграду

Ударам линейно- и нелинейно-упругих тел посвящено большое
количество исследований, в которых использовались разные схема-
тизации ударяющего тела, как дискретные, так и в виде систем с
непрерывными параметрами. Историю исследований и краткое из-
ложение результатов некоторых из них можно найти в [53, 84].

Сначала рассмотрим схематизацию тела в виде линейно-упру-
гого призматического стержня. Преграда предполагается недефор-
мируемой. Впервые задача в такой постановке была строго решена
Сен-Венаном и Буссинеском. Это решение, хотя и обладает некото-
рыми недостатками, отмеченными далее, но тем не менее отчетливо
демонстрирует принципиальную особенность протекания ударного
процесса в системе с распределенными параметрами, а именно: его
волновой характер. С разными вариантами этого решения можно по-
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знакомиться в [53, 84], поэтому подробно рассматривать его здесь не
будем, а приведем только результаты.

Рассмотрим физическую картину процесса. В тот момент, когда
стержень длиной l со скоростью v0 ударяет в недеформируемую пре-
граду (рис. 7.1,а), в нем от места удара начинает распространяться
упругая волна сжатия. Ее фронт, т.е. граница между уже сжатой и
еще не сжатой частями стержня, движется со скоростью с
(рис. 7.1,б). За фронтом стержень равномерно сжат, и все его точки
неподвижны. Та его часть, куда фронт еще не дошел, свободна от
напряжений и движется со скоростью удара v0.

а)

v0x
l

б)
c

в)

c

Рис. 7.1. Распространение волны
в упругом призматическом стержне

после удара о преграду

После того, как фронт дос-
тиг свободного конца стержня,
от него начинает распростра-
няться отраженная волна
(рис. 7.1,в). Перед ее фронтом
стержень по-прежнему равно-
мерно сжат, а его точки не-
подвижны. За фронтом стер-
жень свободен от напряжений,
а его точки движутся со скоро-
стью –v0, т.е. со скоростью
удара, но по направлению от
преграды.

После достижения отра-
женной волной точки удара
происходит отскок стержня от
преграды со скоростью v0.

Таким образом, удар, описываемый данной моделью, является
абсолютно упругим и не учитывает потери энергии.

Скорость фронта
ρEc =  . (7.1)

где E – модуль упругости; ρ − плотность материала стержня. Следо-
вательно, волна сжатия достигает свободного конца стержня в мо-
мент времени

clt =1 , (7.2)
а отраженная волна приходит в точку контакта с преградой в мо-
мент времени

clt 22 = . (7.3)
Относительное удлинение стержня при колебаниях [84]
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 Для точки удара (x = 0) получим
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При t = t1 относительное удлинение
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Следовательно, напряжение в точке удара
ρεσ EvE 0== .     (7.7)

Такие же значения относительного удлинения и напряжения
имеют место во всей сжатой части стержня.

Сила, действующая на преграду,
ρσ EAvAR 0== , (7.8)

где А – площадь поперечного сечения стержня. Эта сила действует в
течение всего времени  от момента удара до момента прихода в
точку удара отраженной волны, т.е. при 0 ≤ t ≤ t2.

Выражение (7.6) для относительного удлинения получено мате-
матически вполне строго, но, несмотря на это, плохо подтверждает-
ся экспериментально. Дело в том, что решения Сен-Венана и Бус-
синеска основаны на предположении о мгновенной остановке конца
стержня. Но у реального, а не математического стержня даже при
ударе в недеформируемую преграду такая остановка конца может
произойти только в том случае, если и конец стержня и преграда
являются идеально гладкими параллельными плоскостями. В дейст-
вительности это условие никогда не выполняется, и после удара
всегда сначала «обминаются» неровности стержня и преграды.

Первым обратил на это внимание Сирс (1908 г.). Для учета ме-
стных деформаций он предложил считать, что небольшой объем на
конце стержня является невесомым, но обладает упругостью. Его
решение – это комбинация решения Буссинеска, описывающего
распространение продольной волны, и решения Герца для учета
смятия конца. Последнее представляет собой статическую зависи-
мость между контактной силой R и сближением центра масс стерж-
ня и преграды α :

23αKR = , (7.9)
где K – постоянная, зависящая от материалов преграды и стержня, а
также от начальной кривизны его конца. Решение Сирса гораздо
лучше согласуется с экспериментами, но достаточно сложно и не
универсально.

В.Л. Бидерман [7] значительно упростил решение путем линеа-
ризации зависимости «сила – перемещение», представив ее в виде
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δα=R , (7.10)
где δ  – коэффициент местной податливости, который выбирается
исходя из условия, чтобы при максимальном значении контактной
силы потенциальная энергия деформации при линейной и нелиней-
ной зависимостях была одинаковой. Решение Бидермана – Р.П. Ма-
люковой приведено в  книге [53].

И Сирс и Бидерман исходили из предположения, что местные
деформации конца стержня упругие. Но в действительности уже
при небольшой скорости удара v0 появляются неупругие деформа-
ции. Величину этой скорости можно оценить с помощью формулы
(7.7). Из нее следует, что если предел упругости равен σт, то

ρ
σν
E
т

0 ≥ . (7.11)

При падении тела с высоты h его скорость
gh20 =ν , (7.12)

неупругие деформации появятся при падении с высоты

Eg
h

ρ
σ

2

2
т≥ . (7.13)

Например, оценим значения h для стержней из стали и бетона.
Сталь 20. Примем σт = 1.25Ryn= 1.25⋅0.245⋅109 Па = 0.3⋅109 Па,

где Ryn – нормативное сопротивление стали, равное пределу текуче-
сти [6]; 1.25 – коэффициент, учитывающий повышение предела те-
кучести при быстром нагружении [29]. Плотность материала стерж-
ня ρ = 7800 кг/м3; модуль упругости E = 2.1⋅1011 Па. Подставив эти
значения в (7.11) и (7.13), получим v0 ≈ 7.4 м/с, h ≈ 2.8 м.

Бетон В25. Примем σт = Rb = 0.18⋅108 Па, где Rb – призменная
прочность бетона, увеличенная в соответствии с нормами [29] для
учета повышенной скорости нагружения при ударе. Плотность бе-
тона ρ = 2100 кг/м3; модуль упругости E = 3.2⋅1010 Па.  Подстановка
в (7.11) и (7.13) дает v0 ≈ 2.2 м/с, h ≈ 0.25 м.

Приведенные примеры показывают, что неупругие деформации
появляются уже при падении с достаточно небольшой высоты.

Задача о распространении продольной волны в упругопластиче-
ском стержне из материала с произвольным законом σ (ε) рассмот-
рена в [53]. Ее строгое решение достаточно трудоемко и здесь рас-
сматриваться не будет.

Более простая схематизация деформируемого малого объема на
конце стержня – считать, что материал этой части является жестко-
пластическим. Использование такой модели материала приводит к
завышению нагрузки на преграду при ударе, так как не учитывается
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упругая часть деформации. Иными словами, считается, что после
удара напряжение (а значит, и нагрузка) не возрастает постепенно
от нуля до максимального значения σт, а достигает его сразу. В [53]
имеется решение задачи об ударе абсолютно твердого тела, к концу
которого присоединен жесткопластический стержень длиной l с по-
стоянным поперечным сечением. Но, к сожалению, применимость
данного решения ограничена, так как если площадь поперечного
сечения, масса и прочность ударяющего тела не постоянны по дли-
не, то сложно подобрать эквивалентный стержень с постоянным по
длине поперечным сечением, который имитировал бы сминаемую
часть. Кроме того, трудно заранее угадать длину смятой части l, ко-
торая зависит от скорости удара и названных характеристик тела.

Эти проблемы решаются автоматически, если считать жестко-
пластическим стержнем все ударяющее тело. В такой постановке
задача будет рассмотрена в гл. 8, которая посвящена определению
нагрузок на преграду при ударах разрушающихся тел.

Возвращаясь к рассмотренным выше задачам об ударе упругого
стержня, отметим, что хотя они имеют большое принципиальное и
методологическое значение, но, к сожалению, в силу использован-
ных допущений часто малопригодны для практических расчетов.
Возможности современной вычислительной техники и программно-
го обеспечения позволяют схематизировать летящее тело по методу
конечных элементов, учтя все особенности его конфигурации, рас-
пределения масс и прочности элементов. После этого можно рас-
считать его движение и нагрузку на преграду, задав в качестве на-
чальных условий во всех точках, кроме контактирующих с прегра-
дой, скорость v0, а в точках на преграде – равную 0. Можно, наобо-
рот, задать скорость –v0 на преграде и равную 0 в остальных точках.
Некоторые наиболее современные вычислительные программы по-
зволяют учесть также и нелинейность материалов тела.

Следует также отметить, что при большой продольной жестко-
сти летящего тела предположение о недеформируемости преграды,
даже очень массивной и прочной (например, железобетонной за-
щитной оболочки АЭС), крайне условно, особенно по отношению к
месту удара и его ближайшей окрестности. Значительное влияние
на результаты расчета нагрузок и прочности ударяемой конструк-
ции может также оказать учет таких факторов, как ее общая подат-
ливость, прочность при действии поперечной силы, прочность ма-
териала на смятие и пр.

Отметим, наконец, что несмотря на обсуждавшуюся выше не-
точность определения нагрузки при ударе стержня по способу Сен-
Венана и Буссинеска, она используется для приближенного опреде-
ления эквивалентной нагрузки при ударе твердого тела в упругую
преграду. Способ ее определения рассмотрен в разд. 11.1.2.
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7.3. Локальные повреждения
железобетонных конструкций

7.3.1. Виды повреждений бетонной преграды
Степень повреждения бетонной преграды зависит от многих

факторов.  Во-первых,  от параметров снаряда:  веса, размеров, фор-
мы, деформируемости. Во-вторых, важны характеристики мишени:
толщина, пролет между опорами, свойства бетона, армирование.
Наконец, решающее влияние оказывают условия удара: линейная и
угловая скорости снаряда, его ориентация, угол между направлени-
ем удара и нормалью к мишени.

В зависимости от скорости снаряда он следующим образом
взаимодействует с бетонной преградой.

        а)

t

x

d

  б)              в)

Рис. 7.2. Виды повреждений бетонной преграды
при ударе твердого тела*:

а – выкрашивание с лицевой поверхности;
б – растрескивание изнутри; в – пробивание

Если скорость мала, то снаряд отскакивает от преграды, не по-
вредив ее. При увеличении скорости снаряда происходят его прони-
кание в преграду и разрушение бетона с лицевой стороны (со сторо-
ны удара) – выкрашивание с поверхности (рис. 7.2,а). По мере по-
вышения скорости глубина проникания увеличивается. При этом
сначала образуется кратер, превосходящий снаряд по диаметру, а
затем – почти равный ему. Эта глубина проникания соответствует
условиям так называемого пластического удара.

Если скорость еще больше, то напротив места удара происходит
растрескивание преграды изнутри, которое может сопровождаться
разлетом кусков бетона (рис. 7.2,б). Зона растрескивания обычно
превосходит по размеру кратер с лицевой стороны, но мельче его.

При дальнейшем увеличении скорости глубина проникания
снаряда в преграду быстро возрастает. Если отношение толщины

                                                          
* Для повреждений, показанных на рис. 7.2, в англоязычной технической ли-

тературе применяются следующие термины: выкрашивание с лицевой поверхно-
сти – spalling; растрескивание изнутри – scabbing; пробивание – perforation.



7.3. Локальные повреждения железобетонных конструкций 195

преграды к диаметру снаряда t/d < 5, то могут разлетаться доста-
точно крупные куски со значительной скоростью.

Наконец, при еще большей скорости происходит сквозное про-
бивание преграды снарядом, который после этого может сохранять
остаточную скорость  (рис. 7.2,в).

7.3.2. Оценка локальных повреждений
железобетонной конструкции

При проектировании АЭС рассматривают удары летящих тел в
наружные железобетонные ограждающие конструкции зданий,
прежде всего в наружную защитную оболочку здания реактора
(см. рис. 17.2). Кроме того, необходимо проверять прочность желе-
зобетонных барьеров, посредством которых осуществляют физиче-
ское разделение систем и дублирующих каналов, чтобы разлет об-
ломков при аварии одного из них не привел к повреждению других.
Считается, что ограждающая конструкция или защитный барьер
выполняют свою функцию, если при ударе снаряда они не обруши-
лись и не получили недопустимых локальных повреждений. Иногда
требуется, чтобы их толщина была достаточной для предотвраще-
ния растрескивания изнутри и разлета обломков бетона. В этом
случае для уменьшения толщины они могут облицовываться изнут-
ри листовым металлом или сеткой, предотвращающими разлет.

Выполнено большое количество исследований (и их число по-
стоянно увеличивается), посвященных аналитическому определе-
нию проникания снарядов в преграды из различных материалов.
Разработаны предназначенные для этого вычислительные програм-
мы. Предложены также эмпирические, экспериментально обосно-
ванные формулы. При этом большинство экспериментов выполня-
лось для военных целей, и снаряды представляли собой сплошные
круговые цилиндры с различными формами концов, очень жесткие
(бронебойная сталь), со скоростями удара более 150 м/с.

В практике проектирования АЭС оценка степени локальных по-
вреждений конструкций твердыми снарядами обычно производится
по эмпирическим формулам. Во избежание больших ошибок они
должны применяться при значениях параметров, соответствующих
экспериментальным. Однако анализ показывает, что в условиях, ха-
рактерных для атомной энергетики, приемлемые результаты дают
лишь некоторые из имеющихся формул. При этом нет единых вы-
ражений, пригодных во всем диапазоне возможных параметров, а
потому используют несколько формул, каждая из которых дает
лучший результат при определенных условиях. Их обзор и сравне-
ние можно найти в [99, 127, 135].

Далее приведены некоторые из имеющихся эмпирических фор-
мул, а также современная методика [100], принятая в Европе. В
формулах используются следующие наименования и обозначения:
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t – полная толщина преграды;
tp – «толщина пробивания» – минимальная толщина преграды,

необходимая для предотвращения пробивания снарядом;
ts – «толщина растрескивания» – минимальная толщина, пред-

отвращающая растрескивание с обратной стороны
Модифицированная  формула  NDRC* [127, 135]. Фор-

мула получена для случая удара снаряда цилиндрической формы по
нормали к недеформируемой (т.е. массивной и достаточно жесткой)
железобетонной преграде с армированием 0.3÷1.5 % в каждом на-
правлении. Глубина проникания в преграду составляет
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где параметры заданы в британской системе мер**: xп – глубина
проникания, дюйм; d – диаметр снаряда, дюйм; Q – его вес, фунт; V0
– скорость удара, фут/с; N – коэффициент, зависящий от формы
конца снаряда,
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K – коэффициент, характеризующий прочность бетона,
21180 −′= )( fK , (7.16)

где cf ′  − цилиндрическая прочность бетона при сжатии,
фунт/дюйм** (она связана с динамической призменной прочностью,
определяемой по нормам [29], соотношением д

пр071 Rfc .=′ ).
Толщина пробивания tp определяется из соотношений
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Толщина растрескивания ts определяется из соотношений
                                                          

* NDRC – National Defence Research Committee – Национальный комитет по
исследованию безопасности (США)

** 1 дюйм (1′′) = 0.0254 м; 1 фут = 12′′= 0.3048 м; 1 фунт = 4.445 Н;
1 фунт/дюйм2 = 6890 Па.
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Глубина проникания, вычисленная согласно (7.14), удовлетво-
рительно подтверждается экспериментами, если ее отношение к
диаметру снаряда 0.6 ≤ xп/d ≤ 2.0. При меньших значениях этого от-
ношения глубина проникания и, следовательно, вычисляемые по
ней значения tp и ts оказываются заниженными. В этом случае луч-
шие результаты дают приведенные ниже формулы Bechtel Corp. и
CEA−EDF. Кроме этого, формулы (7.14)−(7.18) дают хорошие ре-
зультаты, если отношение толщины преграды к диаметру снаряда
t/d ≥ 3, иначе значения tp и ts получаются завышенными.

Приведенные соотношения соответствуют удару сплошного ци-
линдрического снаряда, но могут использоваться и при ударе тор-
цом трубы с наружным диаметром d0 и внутренним dвн. Глубина
проникания xп вычисляется по формуле (7.14), где N = 0.72 и d = d0.
Толщина пробивания и растрескивания вычисляется согласно (7.30)
и (7.17), куда следует подставить 2

вн
2
0 ddd −= .

Формула  CEA−EDF*  [127, 135]. При ударе сплошного тела
толщина пробивания

( )
d
QVft cp

750
0

37507650 ... −′= , (7.19)

В формулах (7.19)−(7.21) все обозначения прежние, а величины
выражаются в английской системе мер. Их следует применять в
следующих диапазонах параметров мишени и материала, выдержи-
вавшихся при экспериментах: 1.5 ≤ t/d ≤ 3; цилиндрическая проч-
ность бетона 3000 ≤ cf ′ ≤ 4500 фунт/дюйм2 (0.21⋅108 ≤ cf ′ ≤ 0.31⋅108

Па); плотность бетона 155 фунт/фут3  (2500 кг/м3); армирование
0.8÷1.5 % в каждом направлении.

Формула  Beсhtе l  Corp. [18, 134, 135]:

c
s fd

VQ
t

′
= 20

0
40

515 .

.

. ; (7.20)

Эта формула применяется при ударе сплошного тела. При ударе
трубы диаметром d0 изменяется только числовой коэффициент:

                                                          
* CEA – Commissariat à l’Energie Atomique – Комиссариат по атомной энер-

гии (Франция); EDF – Elecricité de France.



Гл. 7.  Расчет конструкций на удары жестких тел198

c
s fd

VQ
t

′
= 20

0

0
40

425 .

.

. . (7.21)

Толщина стенки трубы s должна лежать в пределах
12502060 0 .. ≤≤ ds .

Учитывая ограниченность использованных опытных данных и
разброс результатов, на основе которых получены приведенные
формулы, значения ts и tp следует в запас увеличивать на 10÷20 %.

Методика  UK AEA*  [103]. Все приведенные выше формулы
не учитывают в явном виде армирование преграды. Это сделано в
описанной ниже методике UK AEA [103], основанной на экспери-
ментах, проводившихся в лабораториях Великобритании, Франции,
Германии и США. Величины заданы в системе СИ.

1. Плоская бетонная армированная мишень – плоский ко-
нец снаряда. В экспериментах, на основе которых разработана ме-
тодика, производились удары стальных снарядов круглого, прямо-
угольного, треугольного, полукруглого и кольцевого (труба) сече-
ний в железобетонные мишени, армированные в обоих направлени-
ях у лицевой и тыльной поверхностей. Параметры снаряда и пре-
грады связаны соотношением

21
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fV p
cyc π

ρ , (7.22)

где
tp – толщина пробивания, м;
m – масса снаряда, кг;
p – периметр снаряда, м;

cV  – критическая скорость снаряда, при которой происходит
пробивание, 45 < Vс < 300 м/с;

ρ − плотность бетона, кг/м3;
fcy – цилиндрическая прочность бетона, Па (размеры образца:

∅150 мм, длина 300 мм), 5⋅106 < fcy < 37⋅106 Па; при этом
кубиковая  прочность бетона fcu (образец − куб со стороной
150 мм) лежит в диапазоне 18⋅106 < fcu < 46⋅106 Па;

r − количество арматуры у лицевой и тыльной поверхностей
мишени в каждом направлении в процентах:

0 < r < 0.75 %;    100)( ctar = ,      (7.23)
где a – площадь арматурного стержня; c – шаг между
стержнями; t  − толщина преграды (рис. 7.3,а).

                                                          
* UK AEA – United Kingdom Atomic Energy Authority – Надзорный орган по

атомной энергии Великобритании.
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а)
а – площадь стержняc

t

Тыльная сторона

б)
а – площадь стержняc

t s

Тыльная сторона

Рис. 7.3. К определению коэффициентов r и B:
а – бетонная мишень без облицовки; б – то же с облицовкой

Для величин, входящих в формулу (7.22), должны выполняться
условия:
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Если снаряд цилиндрический, то, подставив в (7.22) выражение
периметра через диаметр, получим эту формулу в виде
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Для мишеней, у которых армирование у лицевой и тыльной
граней различно, параметр r в уравнении (7.22) следует принимать
равным сумме 1/3 армирования в каждом направлении у лицевой
грани и 2/3 – у тыльной. Это правило применимо и при отсутствии
арматуры у лицевой грани, где в этом случае следует считать арми-
рование равным нулю.

При прочности бетона за пределами указанного диапазона спра-
ведливость формулы (7.22) не проверялась, но во всех случаях
должно приниматься значение fcy ≤ 37⋅106 Па.

Армирование мишеней в экспериментах производилось сталь-
ными стержнями с пределом текучести 400 МПа и предельной
прочностью при растяжении 470 МПа. Установлено, что арматур-
ные хомуты повышают сопротивление пробиванию. Оно также по-
вышается при уменьшении шага армирования, т.е. если тот же про-
цент армирования получен путем установки стержней меньшего
диаметра, но и с меньшим шагом. Однако никаких количественных
рекомендаций на этот счет в [103] не дано.

Все мишени имели плоскую лицевую поверхность и были пря-
моугольными или круглыми в плане. Их закрепление выполнялось
либо в виде заделки, либо с помощью жестких шпилек.

Отличие экспериментальных значений скорости пробивания Vс
от расчетных составило от +30 до −15 %, что надо учитывать при
задании коэффициента безопасности.
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2. Мишени, облицованные листовой сталью. Для бетонных
плит, облицованных с одной или с обеих сторон стальным листом,
можно руководствоваться следующими положениями.

Стальной лист только с лицевой стороны. В принципе, такая
облицовка повышает сопротивление пробиванию, так как помимо
энергии, необходимой для пробивания железобетонной мишени,
снаряд должен затратить энергию и на пробивание облицовки. Та-
ким образом, энергию на пробивание мишени можно определить
как разность начальной кинетической энергии снаряда и энергии на
пробивание облицовки, которая при ударе снаряда с плоским кон-
цом разрушается в результате среза. Затем по полученной остаточ-
ной энергии вычисляется эффективная скорость снаряда. Если тол-
щина облицовки невелика по сравнению с толщиной плиты, то ее
влияние на сопротивление пробиванию несущественно.

Стальной лист только с тыльной стороны. В этом случае в
формулу (7.22) следует вместо r подставить параметр
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где s – толщина листа (рис. 7.3,б). Формула (7.22) применима при
значениях 0 < r < 0.7 % и 1.2 < B < 4.3 %.

Облицовка мишени стальным листом с тыльной стороны обес-
печивает дополнительную защиту от разлета осколков при растрес-
кивании бетона.

Стальной лист и с лицевой и с тыльной стороны. Задача сво-
дится к расчету пробивания мишени, облицованной с тыльной сто-
роны, путем вычитания энергии, необходимой для разрушения об-
лицовки с лицевой стороны.

Эффективность облицовки. Эксперименты по удару в облицо-
ванные мишени производились при использовании стальных обли-
цовок с пределом текучести 400 МПа и пределом прочности
470 МПа. Установлено, что облицовка повышает сопротивление
мишени пробиванию тем эффективнее, чем в меньшем числе точек
она скреплена с бетоном. Это справедливо при условии ее жесткого
крепления по контуру мишени, благодаря чему облицовка может
воспринимать растягивающие усилия в своей плоскости. Причина
понятна из общих соображений: в этом случае в поглощение энер-
гии снаряда вовлекается максимально возможный объем металла.

Разброс результатов экспериментов такой же, как и в опытах с
не облицованными мишенями, что необходимо учитывать при вы-
боре коэффициентов запаса.

3. Влияние формы конца снаряда. У снарядов с неплоским
концом скорость Vс была больше, чем с плоским:

− при полусферическом конце – в 1.3 раза;
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− при коническом и остром (в виде стамески) конце – в 1.15
раза; при этом длина «заострения» конца, а также диаметр
снаряда – не больше толщины мишени.

4. Предварительно напряженная бетонная мишень. Экспе-
рименты с плоскими мишенями, предварительно напряженными до
5.6 МПа, не показали заметного повышения сопротивления проби-
ванию. Напрягающие стальные элементы играли такую же роль, как
дополнительная арматура у тыльной грани. Скорость пробивания
может быть рассчитана по формуле (7.22) или (7.25), в которые
вместо параметра r следует подставить
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где at – площади напрягающих стальных элементов; ct – расстояние
между их осями.

Следует иметь в виду, что число экспериментов, подтверждаю-
щих данную рекомендацию, было недостаточно большим, поэтому
ею следует пользоваться с осторожностью.

5. Локальные повреждения бетонной мишени.
Глубина проникания снаряда в мишень вычисляется по формуле
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Здесь ξ = xп/d  − отношение глубины проникания к диаметру
снаряда; параметр N – тот же, что в (7.15).

Диапазон параметров, при которых получена формула (7.28):
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Если параметры лежат в этих пределах, то точность определе-
ния глубины проникания составляет ± 20 % при ξ > 0.75 и от –50 до
+100 % при ξ < 0.75.

При скоростях удара более 30 м/с практически во всех опытах
появлялись сквозные трещины в мишени, однако сформулировать
какие-либо количественные рекомендации по определению ширины
их раскрытия не удалось. Эту проблему следует решать путем ком-
пьютерного расчета конструкции.
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Выкрашивание с лицевой поверхности. Почти во всех экспери-
ментах наблюдалось выкрашивание бетона с лицевой стороны,
прежде всего – бетонного защитного слоя арматуры, но каких-либо
количественных рекомендаций не имеется.

Растрескивание изнутри. Минимальная толщина ts, при кото-
рой начинается растрескивание, определяется из соотношения

33.5 G
d
ts = , (7.31)

где G вычисляется согласно (7.29).
Пределы изменения параметров: 
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При 2 < ts/d < 5.6 точность определения толщины ± 40 %.
6. Удары полужестких снарядов. Так названы снаряды с про-

межуточной жесткостью между абсолютно твердыми и легко сми-
наемыми телами. При ударе в бетонную мишень они сами претер-
певают некоторые деформации. Примеры таких тел: турбина авиа-
ционного двигателя,  трубы с отношением толщины стенки к на-
ружному диаметру s/dн > 0.05.

Изучались удары тел, характерных для АЭС (трубчатые детали
с закрытыми концами и разным отношением s/dн: конец в виде сег-
мента сферы при s/dн > 0.036; полусферический конец при
s/dн > 0.068). Оказалось, что если считать эти тела абсолютно твер-
дыми, то вычисленная по формуле (7.28) скорость удара, соответст-
вующая растрескиванию с тыльной стороны, превосходит наблю-
давшуюся в опытах. В то же время скорость пробивания, найденная
согласно (7.22), достаточно близка к экспериментальной. Опыты с
оболочечными снарядами с полусферическим концом показали, что
разрушение снаряда влияет на скорость пробивания, только если
s/dн < 0.05. Чтобы сопротивление пробиванию увеличилось больше,
чем на 20 %, должно выполняться условие s/dн < 0.025.

7. Проникание в мишень при ударе трубы. Относительная
глубина проникания вычисляется согласно (7.28), где

2при
4

2

<= ξξG , (7.33)

а в правую часть (7.28) подставляется наружный диаметр трубы dн.
При опытах параметры находились в пределах, выраженных со-

отношениями (7.34). При таких значениях параметров точность оп-
ределения ξ по формуле (7.33) составляет от  −20 до +60 %:
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(7.34)

Пример 1. Вычислим по описанным мето-
дикам толщину железобетонного защитного
барьера, необходимую для предотвращения его
пробивания и растрескивания с тыльной сторо-
ны при ударе сплошного стального снаряда  с
плоским концом.  Его масса m = 300 кг, вес
Q = 2940 Н (660 фунтов), скорость удара
V0 = 85 м/с (280 футов/с), размеры ударной гра-
ни показаны на рис. 7.4. Динамическая призмен-
ная прочность бетона преграды д

прR = 0.3⋅108 Па;
цилиндрическая    прочность   cf ′ = fcy = д

пр07.1 R =

34
8 37

0

210

55

35
0

Рис. 7.4. Размеры
ударной грани
снаряда, мм

= 0.33⋅108 Па (4790 фунт/дюйм2); плотность бетона ρ = 2400 кг/м3;
армирование у лицевой и тыльной граней барьера r = 0.25 % в каж-
дом направлении.

Формула NDRC. Вычислим глубину проникания в преграду по
первой из формул (7.14). В ней коэффициент, характеризующий
прочность бетона,

62
4790
180180 .==

′
=

cf
K .

Эквивалентный диаметр снаряда найдем из равенства площадей
круга и ударной грани А = 0.046 м2:

).((.. 359м)2420046044 ′′=
⋅

==
ππ

Ad .

Подставив эти и другие данные в (7.14), получим

 =





=

81
0

п 1000
4

.

d
VKNQdx

81

5391000
290539660720624

.

.
... 








⋅
⋅⋅⋅⋅= = 9.36″ (0.24 м).

Следовательно,

29820
359
639п <=

′′
′′

= .
.
.

d
x ,

т.е. первая из формул справедлива. Кроме того, это отношение ле-
жит в диапазоне 0.6 ≤ xп/d ≤ 2.0, где вычисленные значения толщин
ts и tp удовлетворительно подтверждаются экспериментами.
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При найденном значении отношения xп/d наименьшая толщина
пробивания tp определяется по второй из формул (7.17):

4429820718098201937180193 2
2

пп ....... =⋅−⋅=





−=

d
x

d
x

d
tp .

Таким образом, необходимая толщина барьера
).(.... м5905223359442442 ′′=′′⋅== dtp .

Наименьшая толщина растрескивания ts вычисляется по первой
из формул (7.18):

453980361122361122 п ...... =⋅+=+=
d
x

d
ts ,

т.е. толщина ts составляет
)м8.0(88.3235.945.345.3 ′′=′′⋅== dts .

Ранее было отмечено, что формулы Beсhtеl Corp. и CEA−EDF
применяются, если найденное по формуле NDRC отношение
xп/d ≤ 0.6. В рассматриваемом нами случае это не так, но тем не ме-
нее ниже произведены вычисления и по этим формулам, чтобы оце-
нить их применимость вне указанного диапазона значений.

Формула Beсhtеl Corp. Расчет по этой формуле дает

).(.
.

.. .

.
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.

м281350
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s fd
VQ

t .

Формула CEA−EDF. По этой формуле имеем

( ) ==′= −−

53.9
660280)4790(765.0765.0 75.0375.075.0

0
375.0

d
QVft cp

= 18.6″ (0.46 м).
Отметим, что две последние формулы дают значения, сильно отли-
чающиеся от первой.

Методика UK AEA. Значения величин подставляются в форму-
лы в системе СИ. Периметр снаряда

985.037.0055.035.021.0 =+++=p (м).
Подставив его и другие числовые данные в (7.22), получим зависи-
мость между критической скоростью пробивания Vc и толщиной tp:
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Считаем, что Vс = V0 = 85 м/с. Тогда необходимая толщина барьера

50
7208

85
7208

4343
0 .

..
=






=






=

Vtp (м).

Проверим выполнение условий (7.24):

620
50
9850 .
.
.

==
ππpt

p ;    4.618
5.0985.0

300
22 =

⋅
=

ptp
m  (кг/м3).

Оба отношения лежат в требуемых пределах, т.е. формула (7.22)
применима.

Определим, согласно (7.31), толщину растрескивания ts. Под-
ставим в нее (7.28) и найденный ранее эквивалентный по площади
диаметр снаряда d = 0.242 м:

23.3
242.0)1033.0(

8530072.0108.33.5108.33.5 3
8.25.08

8.1
5

3 8.25.0

8.1
5 =

⋅
⋅⋅

⋅=⋅= −−

df
NmV

d
t

cy

cs

Следовательно,
78.0242.023.323.3 =⋅== dts  (м).

Проверим выполнение условий (7.32). Отношение

6567
78.0242.0

300
22 =

⋅
=

std
m .

Это отношение, как и два других указанных в (7.32) параметра, ле-
жит в заданных пределах.

Найдем по формулам (7.28), (7.29) глубину xп проникания сна-
ряда в преграду. Подставим численные значения величин в (7.28):

226.0
242.0)1033.0(

8530072.0108.3108.3 8.25.08

8.1
5

8.25.0

8.1
5 =

⋅
⋅⋅

⋅=⋅= −−

df
NmVG

cy

c .

При этом значении G следует воспользоваться второй из формул
(7.29):

0605.025.0226.0 2 +== ξG ,
откуда находим

 813.0п ==
d
xξ .

Это значение лежит в пределах, указанных в (7.29). Глубина прони-
кания в преграду

2.0242.0813.0813.0п ≈⋅== dx (м).

Проверим выполнение условий (7.30):
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21168
2420
300

33 ==
.d

m  (кг/м3).

Это отношение, а также остальные указанные в (7.30) параметры
лежат в допустимых пределах, т.е. полученная глубина проникания
достоверна.
Таблица  7 . 1 .  Результаты расчетов защитного барьера в примере 1

Методика Глубина про-
никания xп, м

Толщина про-
бивания tp, м

Толщина растрески-
вания ts, м

NDRC 0.24 0.59 0.8
Beсhtеl Corp. − − 0.46
CEA−EDF − 1.28 −
UK AEA 0.2 0.5 0.78

Сопоставление методик и анализ результатов расчетов. Ре-
зультаты расчетов железобетонного барьера по четырем методикам
сведены в табл. 7.1. По методикам NDRC и UK AEA значения глу-
бины проникания xп, толщины пробивания tp и растрескивания ts
близки между собой. При этом толщина ts на 40÷60 % больше чем
tp. Толщины барьера, найденные по методикам Beсhtel Corp. и
CEA−EDF, сильно отличаются от двух предыдущих методик. Одна-
ко, как было отмечено, эти методики были использованы вне диапа-
зона значений xп, для которого они предназначены, и эти результа-
ты можно не принимать во внимание.

В различных сериях экспериментов, на основе которых получе-
ны формулы NDRC, Bechtel  Corp. и CEA−EDF, параметры задава-
лись в следующих диапазонах [135]: скорости снарядов от 25 до
149 м/с; сплошные снаряды диаметром от 75 до 200 мм с массой от
10 до 100 кг; трубы диаметром от 75 до 300 мм с массой от 5 до
340 кг. Сведения об экспериментах по обоснованию методики UK
AEA отсутствуют, но указанные в ней соотношения соответствуют
примерно таким же значениям параметров.

Таким образом, все рассмотренные методики предназначены
для барьеров, защищающих от ударов достаточно небольших по
размеру и массе снарядов, например разлетающихся обломков обо-
рудования при технологических авариях, летящих тел при торнадо
и т.п. Тяжелые и высокоскоростные снаряды (например, турбина
двигателя самолета) в указанные пределы могут не укладываться.

Все методики предполагают удар по нормали к преграде. Экс-
перименты показали, что влияние наклона удара к нормали стано-
вится заметным, только если он превосходит 20°.

Увеличение армирования железобетонной преграды повышает
ее сопротивление пробиванию. Однако в формулах всех методик,
кроме UK AEA, количество арматуры в явном виде не фигурирует,
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а известны только процент армирования или масса арматуры на
единицу объема, использованные в экспериментах. Кроме того, в
методике UK AEA также непосредственно учитывается наличие
стальной облицовки. Другим ее преимуществом является то, что
снаряд может иметь произвольную форму.

Пример 2. Определим толщину стены, необходимую для защи-
ты от удара турбины двигателя истребителя Phantom RF-4E (см. 
разд. 8.3.3) с массой m = 1665 кг (вес Q = 3670 фунтов), диаметром
d = 0.91 м (35.8″), скоростью V0 = 100 м/с (328 футов/с); конец сна-
ряда плоский. Характеристики преграды: динамическая призменная
прочность бетона 8д

пр 10216.0 ⋅=R  Па; цилиндрическая прочность

cf ′  = fc = 1.07 д
прR  = 0.23⋅108 Па (3340 фунтов/дюйм2); плотность

ρ = 2200 кг/м3. Армирование у лицевой и тыльной граней барьера
r = 0.7 % в каждом направлении.

Формула NDRC. Прежде всего обратим внимание на то, что па-
раметры снаряда выходят за экспериментальные пределы. Тем не
менее выполним расчет, чтобы оценить возможность применения
этой методики к подобным задачам.

Коэффициент, характеризующий прочность бетона в первой из
формул (7.14)

133340180180 .==′= cfK .

Подстановка в (7.14) численных данных дает
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Следовательно,
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т.е. первая из формул применима.
В то же время отметим, что это отношение меньше нижнего

пределам диапазона 0.6 ≤ xп/d ≤ 2.0, в котором вычисленные по не-
му значения толщины барьера ts и tp удовлетворительно подтвер-
ждаются экспериментами. Как было отмечено, в этом случае луч-
шие результаты дают формулы Beсhtеl Corp. и CEA−EDF. Поэтому
произведем расчет по ним.
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Формула Beсhtеl Corp:
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Формула CEA−EDF:
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= 28.48″ (0.72 м).
Методика UK AEA. Найдем по формуле (7.25) соотношение

между скоростью vс и толщиной стены tp, необходимой для защиты
от пробивания:
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Считая vс = v0 = 100 м/с, получим необходимую толщину барьера

74.0
3.150

100
3.150

4343
0 =






=






=

vt p (м).

Проверим выполнение условий (7.24):
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Оба отношения лежат в требуемых пределах, т.е. формула (7.23)
применима.

Определим по формуле (7.31) с учетом (7.26) толщину растрес-
кивания ts:
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Следовательно,
771910941941 .... =⋅== dts  (м).

Проверим выполнение условий (7.32). Значения скорости и
прочности бетона лежат в указанных там пределах.

Вычислим отношение

1136
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..std
m  (кг/м3).
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Согласно (7.32), это отношение должно быть не меньше 1500 кг/м3,
т.е. в нашем случае оно ниже этого предела. Таким образом, полу-
ченная толщина растрескивания ts недостоверна.

Найдем глубину проникания снаряда в бетон.
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Воспользуемся первой из формул (7.27):
25500490 ξξ −== ..G ,

откуда находим

 110п .==
d
xξ .

Использованная формула справедлива при ξ < 0.22, что выполняет-
ся. Второй корень ξ = 0.44 лежит за пределами этого диапазона.
Глубина проникания снаряда в преграду

10910110110п .... =⋅== dx  м.
Проверим выполнение условий (7.30). Скорость и прочность бетона
лежат в заданных пределах. Вычислим отношение

2209
910

1665
33 ==

.d
m  (кг/м3).

Это отношение меньше нижнего предела (5000 кг/м3), указанного в
(7.30). Значит, полученная глубина проникания xп недостоверна.

В табл. 7.2 сведены результаты расчетов стены, выполненных в
примере 2, из которых следует, что глубина проникания xп, найден-
ная по методикам NDRC и UK AEA, отличается в 4 раза. Это может
быть  следствием того, что для формулы NDRC масса и размеры
турбины двигателя самолета не укладываются в экспериментальные
параметры снаряда.

Таблица  7 . 2 .  Результаты расчета стены на удар турбины
двигателя самолета (пример 2)

Методика Глубина про-
никания xп, м

Толщина про-
бивания tp, м

Толщина растрес-
кивания ts, м

NDRC 0.4 − −
Beсhtеl Corp. − − 1.6
CEA−EDF − 0.72 −
UK AEA 0.1 0.74 1.77

Толщина пробивания tp, вычисленная по формулам CEA−EDF и
UK AEA, получилась почти одинаковой. Она близка к толщине
(0.7 м),  используемой в Германии  и приведенной в документе
МАГАТЭ [112].
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Значения толщины растрескивания ts, рассчитанные по методи-
кам Beсhtеl Corp. и UK AEA, также отличаются несущественно. Но
при этом обращает на себя внимание то, что если при ударе доста-
точно малого снаряда, рассмотренного в примере 1, эта толщина
превосходила толщину пробивания tp на 40÷50 %, то в последнем
расчете они отличаются в 2.2−2.4 раза. Причиной этого может быть
тот факт, что при вычислении ts по методике UK AEA параметры
снаряда не соответствовали использовавшимся при экспериментах.

Заключительные  замечания .  Толщину пробивания и
растрескивания, найденную по приведенным формулам, следует
увеличивать как минимум на 20 %, чтобы покрыть разброс экспе-
риментальных данных [108].

Как отмечено выше, эти методики предназначены прежде всего
для проектирования защиты от не слишком крупных летящих тел,
образующихся при авариях, торнадо и т.п. В случае таких больших
снарядов, как турбина двигателя самолета, они могут приводить к
частично недостоверным результатам. В приведенном примере 2
надежной можно, по-видимому, считать найденную толщину про-
бивания tp, а толщина растрескивания ts, скорей всего, завышена.

Отметим, что в документе МАГАТЭ [112] признается тот факт,
что большинство имеющихся эмпирических формул мало пригодны
для расчета на удар летящих тел, подобных турбине двигателя са-
молета, и завышают требуемую толщину стены. Поэтому в нем ре-
комендуется при использовании этих формул применять «инженер-
ное суждение», т.е. руководствоваться здравым смыслом.

В частности, при ударе турбины двигателя самолета можно,
скажем, принять ts ≈ 1.4÷1.5tp, как в примере 1, а для большей безо-
пасности дополнительно облицевать стену изнутри листовой ста-
лью или металлической сеткой, чтобы воспрепятствовать разлету
обломков бетона изнутри. Если эта облицовка закреплена в соот-
ветствии с требованиями методики UK AEA, то ее можно учесть в
качестве дополнительного армирования.

Приведенные эмпирические формулы автоматически учитыва-
ют прочность железобетонной преграды на продавливание. Поэто-
му при анализе общей деформации конструкции при ударе твердого
тела производить эту проверку нет необходимости. При ударах лег-
ко сминаемых тел (таких, как удар фюзеляжа самолета, деревянного
бруса при торнадо и т.п.) проверка прочности производится на на-
грузку при их разрушении, и такая проверка необходима.

7.3.3. Последовательное пробивание жестким снарядом
нескольких барьеров

Рассмотрим кинетическую энергию снаряда в разные моменты
времени. Предположим, что скорость его удара V0; критическая
скорость пробивания преграды, например, найденная по формуле
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(7.22), Vc; скорость снаряда после пробивания первого барьера – V1.
Поскольку пробивание железобетонной преграды происходит очень
быстро, то можно считать, что ее перемещения во время пробива-
ния отсутствуют, и поэтому энергией деформации преграды можно
пренебречь. Тогда уравнение энергетического баланса записывается
как равенство кинетической энергии снаряда до и после пробива-
ния:

2
1

22
0 2

1
2
1

2
1 mVmVmV c += , (7.35)

откуда следует, что
2

1
22

0 VVV c += , (7.36)
и скорость снаряда после пробивания первого барьера

22
01 cVVV −= . (7.37)

Считая ее скоростью удара во второй барьер, можно аналогично
выполнить расчет его пробивания, а затем – и других барьеров.

Экспериментальная проверка показала, что найденная таким
способом скорость V1 получается с запасом [103]. Для того чтобы
обеспечить дополнительный консерватизм, рекомендуется умень-
шить скорость Vc на 15 %. Кроме того, в уравнении энергетического
баланса (7.31) не учитывается кинетическая энергия, которую при-
обретает барьер, что также идет в запас.

Пример 3. При тех же условиях, что в примере 1 предыдущего
раздела, проверим возможность пробивания двух одинаковых стен
толщиной 0.4 м.

Найдем по формуле (7.22) критическую скорость пробивания
первой стены
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В запас уменьшим эту скорость на 15 %, т.е. примем V1c = 52.3 м/с.
Тогда, согласно (7.37), скорость удара во вторую стену составит

6735285 222
1

2
01 =−=−= .cVVV (м/с).

Эта скорость оказалась больше критической скорости пробива-
ние первой стены. Поскольку обе стены одинаковы, это означает,
что вторая стена также будет пробита.
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7.3.4. Нагрузка на железобетонную преграду
при внедрении жесткого тела

Для анализа прочности конструкции необходимо знать не толь-
ко ее локальные повреждения, но внутренние усилия в конструкции
вследствие ее общей деформации. Последнюю можно определить,
принимая разные допущения относительно снаряда и конструкции.

Так, в гл. 6 описан способ вычисления общей деформации кон-
струкции энергетическим методом в предположении, что она ли-
нейно-упругая, а снаряд – абсолютно твердое тело; локальные по-
вреждения в месте удара не учитываются.

Можно рассчитать усилия в конструкции, выполнив ее динами-
ческий расчет на нагрузку, создаваемую снарядом, как это описано
в гл. 2 и 3. Способы определения такой нагрузки в предположении,
что снаряд – легко деформируемое тело, а преграда – деформируе-
мая  или нет, описаны в гл. 8. При этом локальные повреждения
преграды также не учитываются.

Далее будет описано определение нагрузки с использованием
противоположного допущения, а именно: снаряд – абсолютно твер-
дое тело, а преграда – «мягкая» железобетонная конструкция, в ко-
торой развиваются локальные деформации. При такой постановке
задачи нагрузка создается за счет сопротивления железобетонной
преграды внедрению в нее твердого тела.

Предложено достаточно много способов определения такой на-
грузки. Приведем один из них, примененный при выводе модифи-
цированной формулы NDRC [118]. Он основан на приближенной
теории, согласно которой давление на торце недеформируемого
стержня, внедряющегося в бетон,
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x(t) – глубина проникания тела в преграду, дюйм; v(t) – скорость те-
ла,  дюйм/с; остальные обозначения те же, что в (7.14).

Перемещение x(t) и скорость v(t) вычисляются путем численно-
го интегрирования уравнения движения тела

)()( xStpxm −=&& , (7.40)
где m – масса тела; S(x) – площадь контакта тела с преградой. На-
чальные условия: x(0) = 0; 00 Vx =)(& . Сила R(t), действующая на
конструкцию, равна произведению давления на площадь контакта.
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Можно принять упрощенный закон для силы взаимодействия
снаряда с преградой, считая ее постоянной и равной R, а длитель-
ность ее действия равной τ. Работа силы при внедрении снаряда в
конструкцию на максимальную глубину xп равна его кинетической
энергии при ударе:

2

2
0

п
mVRx = . (7.41)

Отсюда находим величину силы

п

2
0

2x
mVR = . (7.42)

Поскольку сила сопротивления R предполагается постоянной,
снаряд движется равнозамедленно с ускорением

п

2
0

2x
V

m
Ra −=−= . (7.43)

Тогда максимальное перемещение xп, достигаемое в момент оста-
новки снаряда τ,

ττ
0

2

п

2
0

22
V

x
Vxп +−= . (7.44)

Решив квадратное уравнение, получим время действия нагрузки:

0

п2
V
x

=τ . (7.45)

Импульс силы, вычисленной этим способом, равен количеству
движения тела в момент удара, но при этом сила R оказывается не-
сколько заниженной, а ее длительность τ − завышенной по сравне-
нию со значениями, найденными согласно (7.52)−(7.54) [118].

Величина и длительность силы зависят от скорости и массы те-
ла, а также от глубины внедрения xп. При ее вычислении по методу
NDRC описанный способ дает удовлетворительный результат, если
глубина внедрения больше 15 % толщины преграды. Но, с другой
стороны, эта глубина должна быть меньше той, при которой проис-
ходит пробивание или растрескивание преграды с обратной сторо-
ны, так как в этом случае считается, что отказ преграды произошел
вследствие локальных повреждений. При использовании данного
способа определения силы обычно в запас занижают глубину вне-
дрения, что приводит к повышению величины и длительности на-
грузки.

Подобным же образом можно ввести в рассмотрение податли-
вость преграды, подставив во все формулы эквивалентную массу

пр
э 1 mm

mm
+

= , (7.46)
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где mпр – эквивалентная масса преграды,

∫∫=
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2
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пр

),(
S

dxdyyxwm µ ; (7.47)

µ – масса единицы поверхности преграды; w(x,y) – перемещения ее
точек при статическом приложении максимальной нагрузки; Sпр –
площадь преграды.

Отметим, что задачи, подобные данной, рассмотрены в гл. 8 и
можно использовать изложенные там подходы.

7.4. Локальные повреждения стальных конструкций
Стальные конструкции и механическое оборудование АЭС мо-

гут подвергаться ударам внутренних и внешних летящих твердых
снарядов. Оценка их повреждений обычно выполняется по эмпири-
ческим формулам. При их использовании следует учитывать, что
возможно не только пробивание преграды всем снарядом, но и ее
«протыкание» выступающими частями меньшего размера. Поэтому
при расчетах следует рассматривать площадь контакта с преградой
как всего снаряда, так и его выступающих частей.

За рубежом чаще всего используются следующие формулы.
Формула BRL* [135]:
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где t – толщина мишени, предохраняющая от пробивания, дюйм; d –
диаметр снаряда, дюйм; V0 – скорость удара, фут/с; Ks – константа,
зависящая от качества преграды (обычно Ks ≈ 1); D – калибровая
плотность снаряда, фунт/дюйм3,

3d
QD = , (7.49)

где Q – вес снаряда, фунт.
Данная формула не учитывает размер и способ закрепления

мишени. Диапазон параметров, при которых производились экспе-
рименты, и, значит, диапазон применимости формулы не указан.

Формула SRI* [127]:
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* BRL – Ballistic Research Laboratory (Баллистическая исследовательская ла-

боратория, США)
* SRI – Stanford Research Institute (Стенфордский исследовательский инсти-

тут, США)
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где  B – ширина мишени между жесткими опорами; σвр – временное
сопротивление материала мишени.

При выводе формулы SRI параметры варьировались в следую-
щих диапазонах:

2 ≤ D ≤ 12 фунт/дюйм3 (0.55⋅105 ≤ D ≤ 0.33⋅106 кг/м3);
2″ ≤ B ≤ 12″ (50 ≤ B ≤ 300 мм); 0.062″ ≤ d ≤ 3.5″ (1.6 ≤ d ≤ 89 мм);
70 ≤ V0 ≤ 400 фут/с (21 ≤ V0 ≤ 120 м/с);

8010 .. ≤≤ dt ; 85 ≤≤ dB ; 1008 ≤≤ tB .
Эти диапазоны изменения параметров, за исключением, воз-

можно, отношений B/d и B/t, соответствуют встречающимся в атом-
ной энергетике. Если окажется, что B/d > 8 или B/t > 100, то для
обеспечения консерватизма рекомендуется вместо (7.50) использо-
вать формулу
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где F – меньшее из значений F = 100t/d  и F = b/d  (последнее учи-
тывается, если F ≥ 8).

При обычных значениях параметров, встречающихся в атомной
энергетике, формулы BRL и SRI дают близкие результаты. Однако
при B/d < 6 формула BRL приводит к неконсервативным результа-
там по сравнению с экспериментальными данными, на основе кото-
рых выведена формула SRI.

При проектировании стальных защитных барьеров рекоменду-
ется толщину, найденную по формулам SRI, увеличивать на 25 %.
Кроме того, рекомендуется уменьшать временное сопротивление
σвр металла мишени для учета двумерного растяжения [135].



Глава  8
НАГРУЗКИ НА СТРОИТЕЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

ПРИ УДАРАХ РАЗРУШАЮЩИХСЯ ТЕЛ
В данной главе рассмотрены методы определения нагрузок на

строительные конструкции, создаваемых ударами летящих тел, ко-
торые при ударе легко деформируются или даже частично или пол-
ностью разрушаются (поэтому далее они именуются разрушающи-
мися). К таким телам относят, например, сминаемый фюзеляж са-
молета, увлекаемые ветром торнадо деревянные брусья и столбы,
автомобиль (кузов) и пр. При их ударе кинетическая энергия расхо-
дуется как на их собственное разрушение, так и на деформацию
преграды. При этом доля энергии, затраченная на разрушение тела,
может оказаться больше, чем на деформацию преграды.

Необходимо еще раз повторить то, что было отмечено в начале
гл. 7: разделение летящих тел на жесткие и легко деформируемые
является условным и зависит от свойств преграды и тела.

Далее предполагается, что разрушающиеся тела являются жест-
копластическими. Кроме того, используется их упрощенная схема-
тизация: они рассматриваются как одномерные тела, т.е. как
стержни с переменными по длине характеристиками (массой и
прочностью). Иными словами, в каждом из их сечений заданы
средние значения этих параметров, зависящие только от расстояния
сечения от конца.

Хотя эти тела могут иметь разную природу, далее для опреде-
ленности говорится о нагрузке от разрушения фюзеляжа самолета
при его ударе в строительную конструкцию здания АЭС. Однако
все полученные формулы и результаты распространяются также и
на разрушающиеся тела иной природы.

8.1. Удар в недеформируемую преграду
8.1.1. Удар по нормали к преграде
Рассмотрим удар по нормали к недеформируемой преграде, ко-

торую сначала будем считать вертикальной. Поскольку преграда
недеформируемая, точка удара неподвижна.

Впервые в такой постановке проблема определения нагрузки на
преграду была решена Дж. Риерой применительно к удару самолета
[129]. Он схематизировал фюзеляж как жесткопластический стер-
жень с распределенными по длине погонной массой µ (x) и предель-
ной нагрузкой разрушения P(x) (рис. 8.1). Позднее эта задача реша-
лась с использованием других, более детальных и сложных схемати-
заций самолета (см., например, [109, 110]), однако результаты этих
решений мало отличаются от полученных Риерой. Поэтому далее за
основу принят его подход, который развит с учетом некоторых до-
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полнительных факторов. Но сначала повторим (с небольшими отли-
чиями) вывод его формулы.

Будем считать, что в момент удара вектор скорости направлен
по оси стержня (фюзеляжа). При таком предположении нагрузка
получается максимальной. В этом случае самолет в процессе разру-
шения перемещается
прямолинейно (его вер-
тикальное перемещение
и поворот во время уда-
ра под действием силы
веса ввиду малости не
учитываются)*.

В произвольный
момент времени фюзе-
ляж можно разделить
на две области
(рис. 8.2,а): примыка-
ющую к преграде смя-
тую часть (1), скорость
которой 01 =x& , и не-
смятую часть (2), дви-
жущуюся со скоростью

)()(2 ttx ξ&& = . Масса смя-
той части (1):
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Рис. 8.1. Параметры истребителя-
бомбардировщика Phantom RF-4E [129]:

а – общий вид; б – распределение погонной массы
µ и прочности фюзеляжа P по длине самолета

( ) tdttdtm
t

∫∫ ==
00

1 )()]([)( ξξµξξµ
ξ

& , (8.1)

где ξ(t) –  длина, отсчитываемая от носа самолета (рис. 8.2,а).  Мас-
са области (2):

m2(t) = mc – m1(t), (8.2)
где mc − общая масса самолета.

При поступательном движении самолета каждая из этих облас-
тей может рассматриваться как точка переменной массы, движение
которой описывается дифференциальным уравнением:

dt
dmuF

dt
Qd ie

i
i rr
r

+= , (8.3)

где  iQ
r

 − количество  движения i-й области (i = 1, 2);  e
iF
r
−  главный

                                                          
* В [19, 98] эта же задача решена при несовпадении вектора скорости с осью

фюзеляжа, а также при наличии у последнего угловой скорости в момент удара.
Учет этих факторов позволяет, в принципе, снизить нагрузку на преграду, но, к
сожалению, на практике получить эти дополнительные данные сложно.
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Рис. 8.2. К определению
нагрузок на недеформи-
руемую преграду при

ударе самолета:
а – смятая (1) и не смятая (2)
части самолета; б – силы,
действующие на смятую

часть самолета

вектор прило-
женных к ней
внешних сил;
mi(t) − масса об-
ласти; ur − абсо-
лютная ско-
рость присое-
диняющихся к
ней или отде-
ляющихся час-
тиц в момент
времени, пред-
шествующий
присоединению
(отделению).

Поскольку
скорости точек

области (1) равны нулю, проекции величин, входящих в (8.3), на ось
OX (рис. 8.2,б) получаем по формулам

01 =xQ ;  )]([)( tPtRF e
ix ξ−= ;  )(tux ξ&−= ;  )]([)(1 tt

dt
dm ξµξ&= , (8.4)

где R(t) – нагрузка на преграду, P[ξ(t)] – сила, действующая со сто-
роны не разрушенной части самолета. Подставив эти значения в
(8.3), получим выражение для нагрузки, которое впервые было вы-
ведено Риерой [129]:

)]([)()]([)( 2 tttPtR ξµξξ &+= . (8.5)
Первый член в правой части представляет собой статическую, а

второй – динамическую составляющую нагрузки. Такая нагрузка
действует,  пока происходит  смятие  самолета,  т.е. 0)( ≥tξ& ,   после

α
R

(1)

P(ξ) x

gm1(ξ)

Рис. 8.3. Силы, действую-
щие на смятую часть само-
лета (1) при ударе в неде-
формируемую наклонную

преграду

чего обращается в нуль.
Теперь рассмотрим удар по нормали к

недеформируемой преграде, наклоненной
под углом α (рис. 8.3). Единственным от-
личием этой задачи от рассмотренного
выше удара в вертикальную преграду яв-
ляется то, что сила веса смятой части са-
молета (1) направлена не перпендикуляр-
но,  а под углом к направлению движения
x.  Поэтому нагрузка на преграду выво-
дится так же, как формула Риеры, но про-
екция главного вектора внешних сил, дей-
ствующих на смятую часть, на ось OX
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( ) αξξ sin)(1gmPRF e
ix −−= .  (8.6)

Эта сила  действует в продолжение смятия самолета, т.е. пока
0≥)(tξ& , после чего становится равной αsinc

e
ix gmF = .

Таким образом, нагрузка на преграду





=
≥++

=
.)(sin
;)()]([)(sin)]([)]([

)(
0при
0при2

1

tgm
ttttgmtP

tR
c ξα

ξξµξαξξ
&

&&
  (8.7)

Если удар нанесен не по нормали к преграде, а под углом
ϕ ≤ ϕтр, где ϕтр – угол трения между материалами фюзеляжа самоле-
та и преграды, то нагрузка R(t) обычным образом раскладывается на
компоненты: нормальную Rn(t) = R(t)cosϕ и касательную
Rτ(t) = R(t)sinϕ.

Если же начальный угол удара ϕ >ϕтр, то одновременно с раз-
рушением самолет будет проскальзывать относительно преграды.
Этот случай рассмотрен в разд. 8.2.3 и 8.2.4.

8.1.2. Решение уравнения движения тела в квадратурах
В зарубежной проектной практике нагрузку находят непосред-

ственно с помощью формулы Риеры (8.5), численно определяя
функции )(tξ  и )(tξ&  [135]. Однако для более ясного понимания ха-
рактера движения полезно найти решение уравнения движения в
квадратурах. Для этого рассмотрим движение всего самолета по
нормали к преграде.

1. Сначала будем считать преграду вертикальной, как в решении
Риеры.  Обозначим центр тяжести смятой части  самолета,  совпада-
ющий с началом
координат, как А1,
его не смятой части
– как А2, а всей сис-
темы, включающей
обе эти части – как
А (рис. 8.4). Рас-
стояние от точки А1
до начала коорди-
нат lА1 = 0. Расстоя-
ние от начала коор-
динат до точки А2

x

m2(t)m1(t)

A1

R(t)

y

0

gmc

A2A

xA

lA2

ξ(t)
l

Рис. 8.4. К определению координаты
центра тяжести самолета xA

ξξ
ξ

ξηηηµ
ξ ξ

−=−= ∫ )(
)(

)(
)( 2

22
2

11 S
m

d
m

l
l

A ,  (8.8)

где m2(ξ) – масса не смятой части;
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ηηµξ
ξ

dm
l

∫= )()(2 ;                  (8.9)

S2(ξ) – ее статический момент,

ηηηµξ
ξ

dS
l

∫= )()(2 . (8.10)

Координата центра масс

[ ])()( ξξξ 22
2211 1 mS

mm
lmlm

x
cc

AA
A −=

+
= . (8.11)

Дифференциальное уравнение движения самолета по оси 0x:
)(tRxm Ac =&& (8.12)

(движением самолета по вертикали и поворотом корпуса будем, как
и раньше, пренебрегать ввиду малости). Вычислим левую часть
уравнения (8.12), для чего дважды продифференцируем (8.11) по
времени:

)()( ξµξξξ 2
2

&&&&& +−= mxm Ac . (8.13)
Подставив (8.2), (8.5) и (8.13) в (8.12), приходим к следующему
дифференциальному уравнению движения:

)(
)(
ξ

ξξ
1mm

P

c −
−=&& . (8.14)

Начальные условия:
00 =)(ξ ; 00 v=)(ξ& . (8.15)

Правая часть уравнения (8.14) не зависит явно от времени, по-
этому можно понизить его порядок, сделав преобразование

ξ
ξ

ξ
ξξξ

ξ
ξξξ

d
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d 2

2
1 &&

&
&&

&& ==== (8.16)

и введя обозначение
2ξ&=z . (8.17)

В результате получим дифференциальное уравнение 1-го порядка

)(
)(
ξ

ξ
ξ 1

2
mm

P
d
dz

c −
−= (8.18)

с начальным условием
2
00 vz =)( . (8.19)
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Интеграл этого дифференциального уравнения

2
0

0 1

2 v
mm

dPz
c

+
−

−= ∫
ξ

η
ηη

)(
)( . (8.20)

Обозначим

∫ −
=

ξ

η
ηηξ

0 1 )(
)()(
mm

dPF
c

, (8.21)

тогда
2
02 vFz +−= )(ξ . (8.22)

С учетом (8.17) и (8.21) получаем

)()( ξξξ Fv 22
0 −=& . (8.23)

Отсюда находим функцию t(ξ), обратную к ξ(t):

∫ −
=

ξ

η
ηξ

0
2
0 2 )(

)(
Fv

dt , (8.24)

Обратив t(ξ), получим искомый закон движения ξ(t). После это-
го можно найти зависимости )]([ tP ξ , )]([ tξµ , )]([ tξξ&  и )]([ tm ξ1 ,
подстановка которых в (8.7) дает закон изменения нагрузки на пре-
граду R(t).  

Максимальное перемещение ξmax достигается, когда скорость
обращается в нуль. Из (8.23) получаем, что в этот момент времени
выполняется соотношение

2
0

0 1

22 vd
mm

PF
c

=
−

= ∫
max

)(
)()( max

ξ

η
η

ηξ . (8.25)

Отсюда следует, что
при ξ = ξmax подынте-
гральная функция в
(8.24) имеет разрыв.
Это означает, что тело
стремится к максималь-
ному перемещению
асимптотически.

2. Теперь рассмот-
рим удар в преграду,
наклоненную под углом
α (рис. 8.5). Как и ра-
нее, пренебрежем дви-
жением самолета по
оси 0y (вдоль преграды)
и поворотом корпуса.

ξ(t)

x

A

xA
y

gmc

α

0R(t)

Рис. 8.5. Удар в наклонную
преграду
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Дифференциальное уравнение движения самолета по оси 0x:
αsin)( cAc gmtRxm −=&& . (8.26)

Подставив сюда (8.7) и (8.14), получим:

α
ξ

ξξ sin
)(

)( g
mm

P

c

+
−

−=
1

&& . (8.27)

Начальные условия прежние, т.е. (8.15). Сделав те же преобразова-
ния, что и выше, получим вместо (8.23) уравнение

)(sin)( ξαξξξ Fgv 22
0 −+=& , (8.28)

где функция F(ξ) выражается формулой (8.21). Отсюда находим
следующую зависимость времени от перемещения:

∫ −+
=

ξ

ηαη
ηξ

0
2
0 22 )(sin

)(
Fvg

dt . (8.29)

Максимальное перемещение ξmax достигается, когда подкорен-
ное выражение в (8.28) обращается в нуль. Значит, как и прежде,
тело стремится к нему асимптотически.

Обратив t(ξ), получим законы движения ξ(t) и скорости )(tξ& ,
подставив которые в (8.7), найдем закон изменения нагрузки на на-
клонную преграду.

8.1.3. Удар тела с постоянной по длине массой
и прочностью

Рассмотрим случай, когда масса и прочность тела постоянны по
длине, т.е.
   const1 == PP )(ξ ; const1 == µξµ )( ; ξµ11 =m ; lmc 1µ= . (8.30)

Подчеркнем,  что масса  и прочность  предполагаются постоянными
только в пределах сминаемой части тела, а в остальной его части
могут быть любыми.

Выражение (8.21) приобретает вид







 −−=

−
= ∫ l

P
l
dPF ξ

µη
η

µ
ξ

ξ

1
1

1

01

1 ln)( . (8.31)

Будем считать, что угол наклона преграды α ≠ 0. Подставив
(8.30) в (8.28), получим

∫
+






 −+

=
ξ

η
µ

αη

ηξ
0 2

0
1

1 122 v
l

Pg

dt
lnsin

)( . (8.32)
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Чтобы найти максимальное перемещение ξmax, приравняем ну-
лю подкоренное выражение (8.28). С учетом (8.31) найдем, что ξmax
удовлетворяет уравнению

01
1

12
0 =






 −++

l
Pgv max

max lnsin ξ
µ

αξ . (8.33)

При этом значении ξmax подынтегральная функция имеет разрыв,
поэтому практически интегрирование следует выполнять до значе-
ния, которое меньше его на малое число.

Если мала погонная масса тела µ1 или велика его прочность P1,
или мала скорость удара v0, то ξmax/l << 1. Поскольку ξ ≤ ξmax, то

ll
ξξ

−≈





 −1ln , (8.34)

и (8.32) преобразуется к виду

∫ +
=

ξ

η
ηξ

0
2
02 va

dt )( , (8.35)

где









−=

c

1

m
Pga αsin . (8.36)

Взяв интеграл и сделав элементарные преобразования, получим

tvatt 0

2

2
+=)(ξ . (8.37)

Из (8.37) видно, что тело движется равнозамедленно с началь-
ной скоростью v0 и ускорением a < 0. Это понятно, если принять во
внимание, что ввиду малости ξmax по сравнению с длиной l масса
тела остается практически постоянной. Поэтому его можно рас-
сматривать как материальную точку с массой mc, прямолинейно
движущуюся  под действием собственного веса и постоянной силы
сопротивления P1.

Скорость тела

0vatt +=)(ξ& . (8.38)
Силу, действующую на наклонную преграду, найдем, подставив

(8.37) и (8.38) в (8.7). С учетом обозначений (8.30)

[ ]




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=

≥++++
=

.)(sin

;)()(sin)()(
0при

0при22
2

2
00

1
1

tgm

tvatgvattPtR
c ξα

ξαµ

&

&
(8.39)

Длительность нагрузки находим из условия 0)( =tξ& :
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a
vt 0−=max . (8.40)

Подставив это время в (8.37), найдем максимальное перемещение

a
v
2

2
0−=maxξ . (8.41)

8.1.4. Удар тела с линейно изменяющимися
массой и прочностью

Так же, как и в случае, рассмотренном в предыдущем разделе,
нагрузка на преграду может быть просто вычислена, если масса и
прочность тела изменяются по длине линейно:

ξξ PaP =)( ; ξξµ µa=)( .  (8.42)
Как и ранее, это требование должно выполняться только в пределах
сминаемой части тела, а в остальной его части масса и прочность
могут быть любыми.

Масса смятой части тела

2
)()(

2

0
1

ξ
ξξµξ µ

ξ a
dm == ∫ . (8.43)

Подставив (8.42) и (8.43) в (8.21) и взяв в последней формуле инте-
грал, получим


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

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2
1 ξξ µ

µ c

P

m
a

a
aF ln)( . (8.44)

Зависимость t(ξ) получается при подстановке (8.44) в (8.29):

∫
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P .  (8.45)

Как и раньше, максимальное перемещение ξmax можно найти, при-
равняв нулю подкоренное выражение (8.45), т.е. решив уравнение

0
2

122 22
0 =








−++ maxmax lnsin ξαξ µ

µ c

P

m
a

a
avg . (8.46)

Если величина смятия мала, а также мала масса смятой части по
сравнению с массой всего тела, т.е. 122 <<cma ξµ , то

22

22
1 ξξ µµ

cc m
a

m
a

−≈







−ln , (8.47)

Подставим (8.47) в (8.45) и преобразуем это выражение к виду
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∫
−+

=
ξ

ηαη

ηξ
0 22

02
c

P

m
avg

dt
sin

)( . (8.48)

Интеграл в правой части можно взять, однако выкладки достаточно
громоздки. Проще определить перемещение тела исходя из сле-
дующих физических соображений.

Если масса смятой части мала, то можно пренебречь изменени-
ем массы всего тела в процессе удара, т.е. можно считать его мате-
риальной точкой с постоянной массой mc, движущейся под действи-
ем силы разрушения тела и собственного веса. Уравнение движения

αξξ singmam cPc +−=&& , (8.49)
или

αξωξ sing=+ 2&& , (8.50)
где

c

P

m
a

=ω . (8.51)

Начальные условия:
00 =)(ξ ; 00 v=)(ξ& . (8.52)

Решение уравнения (8.50):

[ ]αγωω
ω

ξ sin)sin( gtgv +−+= 222
02

1 , (8.53)

где

ω
γ

0

arctg
v
g

= . (8.54)

Скорость

)cos(1 222
0 γωω

ω
ξ −+= tgv& . (8.55)

Чтобы найти нагрузку на преграду, надо подставить (8.42),
(8.43), (8.53) и (8.55) в (8.7). Продолжительность действия нагрузки
найдем, приравняв нулю скорость:







 += γπ

ω 2
1

maxt . (8.56)

8.2. Удар в податливую преграду
Предположение об абсолютной жесткости преграды, использо-

ванное в разд. 8.1, приемлемо при расчетах очень массивных и же-
стких конструкций, например защитной оболочки реакторного от-
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деления АЭС. Однако иногда необходимо рассчитывать на удар ле-
тящих тел также и иные строительные конструкции, имеющие су-
щественно большую податливость. В связи с этим в настоящем раз-
деле рассматривается задача об ударе самолета в податливую кон-
струкцию. Задача о совместном движении самолета и конструкции
упрощенно решалась в [109, 131]. Ниже она решена в более точной
постановке.

8.2.1. Удар по нормали к преграде
Рассмотрим удар самолета по нормали к податливой преграде

(конструкции), наклоненной под углом α (рис. 8.6,а). Преграда рас-
сматривается как линейно-упругая система с n степенями свободы
(рис. 8.6,б). Удар нанесен по направлению ее k-й степени свободы.
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0

x

y
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m1(t)
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0

gm1(t)

R(t)

y
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Рис. 8.6. К расчету удара самолета
в деформируемую преграду:

а – нагрузки на самолет; б – нагрузка на преграду;
в – нагрузки на смятую часть самолета
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При ударе одновременно со смятием фюзеляжа происходит пе-
ремещение преграды. Движение конструкции и самолета рассмат-
ривается в неподвижной системе координат x0y, начало которой на-
ходится в точке удара, а ось 0x совпадает с k-й степенью свободы
конструкции. Перемещением самолета по оси 0y (вдоль преграды) и
поворотом корпуса будем, как и прежде, пренебрегать.

Система дифференциальных уравнений движения конструкции:
)(}{}]{[}]{[ tRJxKxM =+&& , (8.57)



8.2. Удар в податливую преграду 227

где {x} и }{x&&  − векторы перемещений и ускорений; [M] и [K] – мат-
рицы масс и жесткостей; {J} – вектор, k-й элемент которого Jk = 1, а
остальные Ji = 0 (i ≠ k).

Запишем уравнение движения всего самолета (рис. 8.6,а). Он
является системой с постоянной массой mc. Расстояние lA от точки
удара до центра масс А всего самолета, т.е. включая его смятую и не
смятую части,

c

A
A m

lmml 221 0 )()()( ξξξ +⋅
= , (8.58)

где, как и выше, m1(ξ) и m2(ξ) – массы смятой и не смятой частей
самолета, вычисляемые согласно (8.1), (8.2) и (8.9); lA2 – расстояние
от точки удара до центра масс не смятой части [см. (8.8)].

Подставив все эти величины в (8.58), получаем

c

ll

c
A m

mSdd
m

l )()()()( ξξξηηµξηηηµ
ξξ

221 −
=










−= ∫∫ . (8.59)

В неподвижной системе координат x0y координата центра масс A

c
kAkA m

mSxlxx )()( ξξξ 22 −
−=−= , (8.60)

где xk – перемещение точки конструкции, в которую нанесен удар.
Воспользуемся теоремой о движении центра масс системы:

αsin)( cAc gmtRxm +−=&& . (8.61)
Из (8.60) следует:











−−= ∫∫

ll

kcAc dd
dt
dxmxm

ξξ

ηηµξηηηµ )()(2

2

&&&& . (8.62)

Подставим (8.62) в (8.61) и выполним дифференцирование скобки в
правой части. Получим дифференциальное уравнение движения

)(sin)()( tRgmmxm ckc −=−−+ αξµξξξ 2
2

&&&&& . (8.63)
Теперь рассмотрим движения смятой части самолета (рис.8.6,в),

которая является системой переменной массы m1(ξ). Воспользуемся
теоремой об изменении количества движения (8.3). Определим вхо-
дящие в нее величины. Поскольку масса m1(ξ) перемещается со
скоростью точки удара конструкции kx& , то количество движения

)(ξ11 mxQ kx &= ;   (8.64)
главный вектор внешних сил

αξξ sin)()()( 1gmPtRF e
ix ++−= ; (8.65)

скорость присоединяющихся частиц
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ξ&& += kx xu ; (8.66)
производная от массы по времени

)()( ξµξξ &=
dt

dm1 , (8.67)

Подставив (8.64)−(8.67) в (8.3), выполнив дифференцирование ко-
личества движения по времени и произведя сокращения, придем к
дифференциальному уравнению движения:

αξξµξξξ sin)()()()()( 1
2

1 gmPtRmxk +++−= &&& . (8.68)
Из этого уравнения получаем нагрузку на конструкцию:

αξξµξξξ sin)()()()()( 1
2

1 gmPmxtR k +++−= &&& . (8.69)
Подставим это выражение для R(t) в дифференциальное уравнение
движения конструкции (8.57):

( )αξξµξξξ sin)()()()(}{}]{[}]{[ 1
2

1 gmPmxJxKxM k +++−=+ &&&&& . (8.70)
В правой части этого уравнения фигурирует ускорение движение по
k-й степени свободы. Будем считать, что матрица [M] диагональная
и перенесем в k-м уравнении член )(1 ξmxk&&  в левую часть. В резуль-
тате мы получим диагональную матрицу ]~[M , все элементы кото-
рой, кроме k-го, равны

iii mM =~ , (8.71)
а k-й диагональный элемент, соответствующий точке удара,

)(~ ξ1mmM kkk += . (8.72)
Таким образом, мы пришли к системе дифференциальных уравне-
ний с переменной матрицей масс ]~[M , зависящей от ξ:

( )αξξµξξ sin)()()(}{}]{[}]{~[ 1
2 gmPJxKxM ++=+ &&& . (8.73)

Подставим нагрузку на конструкцию (8.69) в уравнение (8.63).
После элементарных преобразований оно приводится к виду

α
ξ
ξξ sin

)(
)( g

m
Pxk +−−=

2

&&&& . (8.74)

Ускорение kx&&  входит в k-е уравнение системы (8.71):

    αξξµξξξ sin)()()()]([ 1
2

1
1 gmPxkxmm

n

j
jkjkk ++=++ ∑

=

&&& .     (8.75)

Подстановка kx&& в (8.74) приводит к дифференциальному уравнению:
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Система дифференциальных уравнения (8.71) вместе с уравне-
нием (8.76) содержит n +1 уравнение относительно n +1 неизвест-
ной, а именно: n перемещений конструкции x1, x2, …, xn + длина смя-
той части самолета ξ. Интегрирование дифференциальных уравне-
ний должно производиться с начальными условиями:

nixx ii K& 10000 === ;)(;)( ; (8.77)

0000 v== )(;)( ξξ & . (8.78)
В результате будут найдены перемещения и самолета и конструк-
ции. После этого можно определить напряженно-деформированное
состояние последней. При необходимости, можно найти нагрузку
на преграду по формуле (8.69).

Система уравнений (8.71)−(8.76) является нелинейной и, в
принципе, должна интегрироваться каким-либо пошаговым мето-
дом. Однако при высоком порядке системы это связано с достаточ-
но серьезными вычислительными сложностями. Задачу можно уп-
ростить, воспользовавшись тем, что часто масса разрушенной части
самолета невелика по сравнению с массой «пятна удара» на конст-
рукции. В этом случае можно произвести расчет описанным ниже
итерационным способом, позволяющим раздельно определять пе-
ремещения конструкции и смятие самолета.

Шаг 1 – сначала надо рассчитать по формуле (8.7) нагрузку при
ударе самолета в неподвижную преграду. Обозначим ее R(0)(t).   

Шаг 2 – рассчитать перемещения конструкции под действием
нагрузки R(0)(t), проинтегрировав систему уравнений (8.57). По-
скольку эта система линейная, можно воспользоваться обычными
методами интегрирования, в том числе методом модальной супер-
позиции. В результате этого расчета определим закон изменения
ускорений точки удара )(txk

&&  (в качестве этого закона  можно при-
нять среднее ускорение точек в «пятне удара»).

Шаг 3 – подставим ускорение )(txk&&  в дифференциальное урав-
нение движения самолета (8.74). Численно интегрируя его, вычис-
лим перемещение самолета ξ(t) и скорость )(tξ& . Зная их, найдем
закон изменения силы P(t), а затем по формуле (8.7) скорректиро-
ванную нагрузку R(1)(t). Кроме того, вычислим массу разрушенной
части фюзеляжа m1(t).

Шаг 4 – добавим половину массы m1(t) к массе точки удара и
получим скорректированную матрицу масс [M(1)] системы (8.57).
После этого возвращаемся на 2-й шаг и интегрируем скорректиро-
ванную систему при нагрузке R(1)(t).

Пробные расчеты сооружений, выполненные таким способом,
показали, что уже после 1−2 итераций нагрузка перестает изменять-
ся, т.е. получено окончательное перемещение конструкции.
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Задачу можно еще более упростить, схематизировав конструк-
цию в виде эквивалентной линейно-упругой системы с одной сте-
пенью свободы, масса которой равна mk, а жесткость kk. Способы
такой схематизации изложенны в разд. 4.1. В этом случае движение
конструкции и самолета описывается системой двух дифференци-
альных уравнений:
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Эти же уравнения можно использовать и в более общем случае,
когда восстанавливающая сила, действующая на массу mk, является
нелинейной (например, за счет неупругих деформаций конструк-
ции). Для этого в уравнениях надо заменить коэффициент kk на за-
висимость восстанавливающей силы от перемещения Rk(xk).

Найдем нагрузку на конструкцию, для чего подставим в (8.69)
ускорение kx&&  из (8.79). После преобразований получим
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xmgmPtR
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= & , (8.81)

где ω2 – квадрат собственной круговой частоты конструкции,

k

k

m
k

=2ω ; (8.82)

δm(ξ) – отношение масс смятой части самолета и конструкции,

k
m m

m )()( 1 ξξδ = . (8.83)

Таким образом, при ударе в податливую преграду нагрузка на
нее зависит от ее массы и собственной частоты. Сравнивая (8.81) с
(8.7), видим, что в квадратных скобках стоит нагрузка при ударе в
недеформируемую преграду. Следовательно, нагрузки при ударах в
податливую и недеформируемую преграды будут близки, если
mk >> m1(ξ) и мала собственная частота конструкции.

8.2.2. Удар под углом к нормали меньше угла трения
Рассмотрим удар самолета в податливую преграду под углом к

нормали ϕ ≤ ϕтр, где ϕтр – угол трения между материалами фюзеля-
жа самолета и преграды.  В этом случае  проскальзывание  самолета
по преграде отсутствует, и при определении нагрузок ее форма не
имеет значения.

Движение самолета и конструкции рассматривается в непод-
вижной системе координат 0xyz с началом в точке удара (рис. 8.7).
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Оси образуют правую систему координат, т.е. ось z (на рисунке не
показана) направлена на нас перпендикулярно плоскости рисунка.

Перемещение конструк-
ции при ударе задается ко-
ординатами xk и yk. В отли-
чие от удара по нормали к
конструкции, перемещение
точки удара может не сов-
падать  с   направлением
оси самолета, и поэтому его
фюзеляж в процессе смятия
будет перемещаться не
только поступательно, но и
поворачиваться, даже если
его угловая скорость в мо-
мент удара отсутствует.
Поэтому положение само-
лета относительно конст-
рукции задается двумя ко-
ординатами: длиной смятой
части ξ и углом ϕ (рис. 8.7).
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Рис. 8.7. Нагрузки на самолет и конструк-
цию при ударе под углом ϕ к нормали

Для учета податливости конструкции схематизируем ее в виде
упругой системы с одной степенью свободы с массой mk, сосредо-
точенной в точке удара, на которую со стороны отброшенной части
конструкции действуют восстанавливающие силы Rkx(xk) и Rky(yk). В
частности, если конструкция линейно-упругая, то Rkx=kxxk, Rky=kyyk.

Найдем координаты центра масс B системы «самолет + конст-
рукция». Пусть, как и раньше, центр масс самолета находится в
точке A, расстояние lA от которой до точки удара вычисляется по
формуле (8.59). Тогда координаты центра масс B:

ck

Ackk
B mm

xmxmx
+
+

= ; (8.84)

ck

Ackk
B mm

ymymy
+
+

= . (8.85)

Подставим сюда координаты точки А:

ϕξϕ coscos 22

c
kAkA m

mSxlxx −
−=−= ; (8.86)

ϕξϕ sinsin 22

c
kAkA m

mSylyy −
−=−= . (8.87)

Здесь для краткости опущено обозначение зависимости от аргумен-
та ξ и использованы обозначения S2 = S2(ξ) и m2 = m2(ξ). С учетом
(8.86), (8.87) координаты центра масс B:
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ϕξ cos22
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kB mm

mSxx
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−

−= ; (8.88)

ϕξ sin22
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mSyy
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−

−= . (8.89)

Система «самолет + конструкция» имеет постоянную массу.
Воспользуемся теоремой о движении центра масс системы матери-
альных точек. В проекции на оси она записывается так:

( ) αα sinsin)( ckkkxBck gmgmxRxmm ++−=+ && ; (8.90)

( ) αα coscos)( ckkkyBck gmgmyRymm −−=+ && , (8.91)

где Bx&&  и By&&  − ускорения центра масс B. Из (8.88), (8.89) следует:
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Выполнив дифференцирование в (8.92) и (8.93) и подставив в
(8.90), (8.91), получим два дифференциальных уравнения движения:

+=−−++ ϕξµξϕξϕϕξ cos)(sin)(cos)( 2
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Третье уравнение получается с помощью теоремы об изменении

главного момента количеств движения системы «самолет + конст-
рукция»:

eM
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Kd r
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= .      (8.96)

где K
r
− главный момент количества движения системы; eM

r
− глав-

ный момент действующих на нее внешних сил.
Главный момент eM

r
 выражается векторным произведением

enne FrM
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×= ∑ , (8.97)
где enF

r
− вектор n-й внешней силы; nr

r
− радиус-вектор точки ее при-

ложения. В точке 0′ действует сила
jgmRigmRF kkykkxe

rrr
)cos()sin(0 αα +−++−=′ ; (8.98)

радиус-вектор этой точки
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jyixr kk

rrr
+=′0 . (8.99)

В точке A действует сила
jgmigmF cceA

rrr
⋅+⋅= αα cossin ; (8.100)

радиус-вектор точки А
jyixr AAA

rrr
+= . (8.101)

Вычислив векторные произведения, получим
[ −−+++−= )sincos)(( αα kkckkxkkyke yxmmgRyRxkM
rr

])cos()( 22 ϕαξ +−− mSg . (8.102)
Главный момент количе-

ства движения системы
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×=∑ ,     (8.103)

где nr
r

 − радиус-вектор n-й
точки системы; mn – сосре-
доточенная в ней масса; nv

r
–

ее скорость. Сначала вычис-
лим момент количества
движения массы

)(10 ξmmm k +=′ ,   (8.104)
сосредоточенной в точке 0′.
Скорость этой точки
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количества движения

α

x

ky&
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ηϕ&
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ξ&

Рис. 8.8. Скорости
точек фюзеляжа

))](([ 10 kkkkk yxxymmkK &&
rr

−+=′ ξ . (8.106)
Чтобы найти количество движения не смятой части фюзеляжа,

рассмотрим произвольную точку С на расстоянии η от носа самоле-
та (рис. 8.8). В ней сосредоточена масса
   ηηµ dmC )(= ;  (8.107)
радиус-вектор и скорость этой точки

=+= jyixr CCC

rrr

]sin)sin[(]cos)cos[( ϕηϕξϕηϕξ −++−+= kk yjxi
rr

; (8.108)

++−+= ]sin)sincos[( ϕϕηϕϕξϕξ &&&&
rr

kC xiv
]cos)cossin[( ϕϕηϕϕξϕξ &&&&

r
−+++ kyj . (8.109)
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Элементарный момент количества движения
{ +−+−+−= )cossin()sincos()( ϕϕξϕϕξ kkkkkkkkc yxxyyxxykKd &&&&&
rr

+++−+++ )sincos([)sincos( ξϕϕϕηϕξϕϕϕξ kkkk yxyx &&& 2

} ηηµϕηϕξϕϕ dxy kk )()]sincos( 2 &&&& ++−+ .

Момент количества движения не смятой части самолета

{ +−+−== ∫ )sincos()[(2 ϕϕξ
ξ

kkkkkk

l

xyyxxykKdK &&&&
rrr

    −+++−+ 2
2 ])sincos()cossin( myxyx kkkk ϕξϕϕϕξϕϕξ &&&

    }22 ISxyyx kkkk ϕϕξϕϕξϕϕϕ &&&&& ++−+++− )]sincos()sincos([ , (8.110)
где I2 – момент инерции не смятой части фюзеляжа,

∫==
l

dII
ξ

ηηµηξ )()( 2
22 . (8.111)

Главный момент количества движения системы «самолет + кон-
струкция» равен сумме (8.106) и (8.110):

).2()cossin(

)]sincos(sincos)[(
))((

222
2

2

22

ISmyxm

yxxySm
mmyxxyK

kk

kkkk

ckkkkk

+−+−+

+++−−+
++−=

ξξϕϕϕξ

ϕϕϕϕϕξ
&&

&&&

&&
r

 (8.112)

Подставим (8.102) и (8.112) в (8.96). Выполнив дифференциро-
вание и приравняв модули векторов, получим дифференциальное
уравнение

+−+++−++− ]cos)()[(]sin)()[( 2222 ϕξϕξ SmxmmySmymmx kckkkckk&&

++−+−+ )sincos)([()cossin( 222 ϕϕξϕϕϕξ kkkk yxSmyxm &&&&

−−+−=+−+ )cossin)](()([]2 2
22

2
22

2
2 ϕϕξµξξϕξξ kk yxSmISm &&

−−++−++− )sincos)(()]()sincos([2 222 ααξϕϕξϕ kkckkk yxmmgSmyxm&&

kxkkyk RyRxmSg +−+−− )cos()( 22 ϕαξ . (8.113)

Если умножить уравнение (8.94) на −yk, уравнение (8.95) − на xk,
сложить их и подставить в (8.113), то последнее уравнение приоб-
ретает более простой вид:

=







−
−

−++−
22

22cossin
Sm
ISyx kk ξ

ξξϕϕϕ &&&&&&

)cos()()sincos)((2 22 ϕαξααξϕ +−−−++−= mSgyxmmg kkck
&& . (8.114)
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Три уравнения (8.94), (8.95) и
(8.114) содержат четыре неизвест-
ных, а именно: xk, yk, ξ и ϕ. Для вы-
вода недостающих уравнений рас-
смотрим систему «конструкция +
смятая часть самолета». Поскольку
она движется поступательно, ее
можно рассматривать как точку пе-
ременной массы )(~

1 ξmmm k += . В
число действующих на нее внеш-
них сил помимо реакций  Rkx и  Rky
входят  также силы со стороны не
разрушенной части фюзеляжа P(ξ)
и T (рис. 8.9). Первая из них являет-
ся заданной функцией аргумента  ξ,

Rkx

T

y
Rky

x

gmk gm1

α
P(ξ)

ϕ

Рис. 8.9. Силы, действующие
на смятую часть самолета

а вторая –  дополнительной, пятой неизвестной. Кроме того, дейст-
вуют силы веса конструкции и смятой части самолета gmk и gm1(ξ).

Воспользуемся теоремой об изменении количества движения
точки переменной массы, которая в проекциях на оси имеет вид

( )

( ) ,
~~

;
~~

e
yyk

k

e
xxk

k

F
dt
mduy

dt
ydm
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mdux
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xdm
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=−+

&
&

&
&

(8.115)

где kx& , ky& – проекции скорости конструкции; ux,  uy – проекции аб-
солютной скорости присоединяющихся частиц в момент времени,
непосредственно предшествующий присоединению:

ϕξcos&& += kx xu ;   ϕξsin&& += ky yu ; (8.116)
e

xF , e
yF  − проекции главного вектора внешних сил, действующих

на систему «конструкция + смятая часть фюзеляжа»:
( )
( ) .cos)(cossin

;sin)(sincos

1

1

αϕϕξ

αϕϕξ

mmgTPRF

mmgTPRF

kky
e
y

kkx
e

x

++++−=

++−+−=
(8.117)

Подставляя (8.59) и (8.60) в (8.58), получаем два уравнения:
−++−=+ ϕξµξ cos)]([)()( 2

1
&&& PxRxmm kkxkk

αϕ sin)(sin 1mmgT k ++− ;  (8.118)

+++−=+ ϕξµξ sin)]([)()( 2
1

&&& PyRymm kkykk

αϕ cos)(cos 1mmgT k +++ . (8.119)
Пять дифференциальных уравнений (8.94), (8.95), (8.114), (8.118)

и (8.119) представляют собой систему относительно пяти неизвест-
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ных: xk, yk, ξ , ϕ и T. Она должна интегрироваться с начальными ус-
ловиями:  xk(0)=0;  0)0( =kx& ;  yk(0) = 0;  0)0( =ky& ; ξ(0)=0; 0)0( v=ξ& ;

α

Ry
Rkx

x

Rky
gmk

Rx

y

0

Рис. 8.10. Силы, дейст-
вующие на строительную

конструкцию

ϕ(0) = ϕ0; 0)0( ϕϕ && = ; T(0) = 0. В результате
будут найдены перемещения самолета и
конструкции, а по ним − ее напряженно-
деформированное состояние.

Зная ускорения и перемещения строи-
тельной конструкции, можно найти при-
ложенные к ней нагрузки Rx и Ry
(рис. 8.10):

αsinkkxkkx gmRxmR −+= && ;   (8.120)
αcoskkykky gmRymR −+= && .   (8.121)

8.2.3. Удар в плоскую преграду
под углом к нормали больше угла трения

Если начальный угол удара ϕ0 > ϕтр, то самолет в процессе смя-
тия будет проскальзывать относительно преграды. Для удара в пло-
скую вертикальную абсолютно жесткую преграду эта задача при-
ближенно решена Риерой [131]. Ниже она решается для наклонной
преграды и с учетом ее податливости [8, 9]. 

Будем считать, что в момент удара вектор скорости направлен
по оси фюзеляжа, а угловая скорость последнего отсутствует. Его
положение определяется, как и раньше, координатами ξ, ϕ и, кроме
того, перемещением относительно преграды η. Положение послед-
ней по-прежнему задается координатами x и y (рис. 8.11).

Приведем дифференциальные уравнения движения без подроб-
ного вывода, так как он осуществляется в целом так же, как в слу-
чае неподвижной преграды. Движение системы «самолет + конст-
рукция» описывается уравнениями (8.49), где координата центра
масс xc остается прежней, а

( )
( ) ηϕ

ξ

ck

c

ck
c mm

m
mm
Smyy

+
+

+
−

+= sin22 . (8.122)

При таком отличии первое дифференциальное уравнения дви-
жения (8.94) остается прежним, а в левой части уравнения (8.95)
добавляется член cmη&& :

( ) ( ) =+−+++ cck mSmmmmy ηϕξϕϕξ &&&&&&&& cossin 222

( ) ( ) ( ).cossinsin yRmSm ky−−−+= ϕξϕϕϕξϕξξµ &&&&
2

2
22

2 2 (8.123)
Воспользовавшись теоремой об изменении главного момента

количества движения системы «самолет + конструкция», после не-
которых преобразований получаем третье уравнение движения:
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Рис. 8.11. Движение самолета и конструкции
при ударе под углом больше угла трения:

а – система «самолет + конструкция»;
б – силы, действующие на конструкцию;
в – силы, действующие на разрушенную

часть самолета
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Три уравнения – (8.49), (8.123) и (8.124) – содержат четыре не-
известных, а именно: x, y, ξ и η. Для получения дополнительных
уравнений рассмотрим движение конструкции (рис. 8.11,б). Со сто-
роны самолета на нее действуют нормальная сила R, подлежащая
определению, и сила трения f R, где f – коэффициент трения,

f = tgϕтр. (8.125)
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Дифференциальные уравнения движения конструкции:
( ) αsinkkxk gmxRRxm +−=&& ; (8.126)
( ) αcoskkyk gmyRfRym +−=&& . (8.127)

Из них получаются два соотношения:
( ) ( )

)sin(cos αα fg
m

yRxfR
xfy

k

kykx −+
−

−= &&&& ; (8.128)

( ) αsinkkxk gmxRxmR −+= && . (8.129)
Кроме этого, рассмотрим движение смятой части самолета,

представляющей собой точку переменной массы (рис. 8.11,в). Ис-
пользование, как и прежде, теоремы об изменении количества дви-
жения дает два дифференциальных уравнения, из которых после
преобразования получается:

=++ ϕηϕϕ sinsincos &&&&&& 111 mymxm
( ) [ ]+++−= ϕηϕµξξµξ sin)(cos &&&&& yx2

( ) )sin(sincos ϕαϕϕ +++−+ 1gmfRP ; (8.130)
+++−= ϕηϕϕ coscossin 111 mmymxT &&&&&&

[ ]−++−+ ϕηϕξµ sin)(cos &&&& yx
( )ϕϕϕα cossin)cos( fRgm −−+− 1 . (8.131)

Семь уравнений (8.94), (8.123), (8.124), (8.128), (8.129), (8.130) и
(8.131) содержат семь неизвестных, а именно: x, y, ξ , η, ϕ, R и T.
Интегрирование этой системы позволяет вычислить перемещения
самолета и конструкции и, следовательно, определить колебания и
оценить прочность последней. Начальные условия – те же, что и
при ударе в неподвижную преграду, но к ним добавляются еще три:
η(0) = 0; 0)0( v=η& ; R(0) = 0.

Изложенное решение получено в предположении, что в момент
удара вектор скорости проходит через центр тяжести самолета, а
угловая скорость фюзеляжа отсутствует. В [32] эта же задача реше-
на более точно, без использования этих допущений.

8.2.4. Удар в сферическую или цилиндрическую преграду
под углом к нормали больше угла трения

Наиболее ответственным сооружением атомной электростанции,
которое в первую очередь рассчитывается на удар самолета, являет-
ся здание реактора. Как правило, оно имеет железобетонную наруж-
ную оболочку, которая защищает внутренние конструкции здания и
расположенное в нем оборудование от внешних воздействий.

Чаще всего оболочка возводится в виде цилиндра, перекрытого
сверху куполом, представляющим собой часть сферы (см. рис.14.2).
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Однако если угол удара боль-
ше угла трения, то будет происхо-
дить проскальзывание самолета
относительно оболочки. В отли-
чие от разд. 8.2.3 в этом случае
точка контакта между самолетом
и преградой перемещается не по
прямой, а по кривой линии. По-
этому угол ϕ между нормалью к
поверхности преграды и осью фю-
зеляжа изменяется не только за
счет поворота последнего, но и за
счет поворота нормали на угол θ
по мере движения точки контакта
по поверхности (рис. 8.12). Сис-
тему уравнений, описывающих
движение самолета и нагрузку на
преграду, можно найти в [8, 98].

ϕ

R

T ξ

θ

r

fR

P

Рис. 8.12. Проскальзывание по
поверхности защитной оболочки

8.3. Нагрузки и воздействия при падении на АЭС
самолета

8.3.1. Виды учитываемых самолетов
В настоящее время принято рассматривать падение на АЭС са-

молетов трех видов: относящихся к авиации общего назначения, к
военной и к коммерческой.

Под авиацией общего назначения понимают малые (в том числе
частные и спортивные) самолеты. Согласно требованиям норм  [86],
а также международной практике, удар такого самолета обязатель-
но учитывается в проекте любой АЭС, поскольку аварийность этого
вида авиации особенно велика.

Необходимость учета самолетов двух других видов – военных и
коммерческих – определяется исходя из воздушной обстановки в
окрестности площадки АЭС (подробнее этот вопрос рассмотрен в
гл. 17). Военные самолеты имеют меньшую массу, чем коммерче-
ские, но более высокую скорость. Как видно из формулы Риеры
(8.5), нагрузка пропорциональна массе в первой степени, а скорости
– в квадрате. Поэтому, несмотря на меньшую массу, нагрузка при
ударе военных самолетов оказывается больше, чем самолетов ком-
мерческой авиации.

При определении нагрузок на строительные конструкции ско-
рость самолета чаще всего принимают не максимально возможной,
а равной скорости взлета-посадки, так как случаев падения коммер-
ческих самолетов с большей скоростью не зафиксировано. Но если
имеются данные о возможности падения самолета с большей скоро-
стью, это должно быть учтено при определении нагрузки [112].
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Помимо нагрузки, вызванной разрушением фюзеляжа самолета,
учитывают удар его обломка (обычно двигателя), чаще всего рас-
сматриваемого как абсолютно твердое тело. Кроме того, учитыва-
ются также воздействия, создаваемые горением и/или взрывом его
топлива, а также возможность проникновения топлива или его па-
ров внутрь станции через вентиляционные и технологические от-
верстия, что может привести к внутренним пожарам или к отказу
оборудования.

Ниже приведены нагрузки и воздействия при падении самоле-
тов разных типов, предусмотренные различными нормативами и
руководящими материалами, а также применявшиеся в реальных
проектах АЭС. В дополнение к самолетам, рассмотренным в дан-
ном разделе, нагрузки при ударах некоторых других летательных
аппаратов можно найти в [18].

Прежде всего рассматривается нагрузка, создаваемая разруше-
нием фюзеляжа. Кроме того, приведены имеющиеся сведения об
учитываемом твердом обломке и количестве топлива. Как правило,
для расчета строительных конструкций на удар обломка использу-
ются эмпирические формулы, приведенные в главе 7. Нагрузки при
взрыве топлива рассчитаны в гл. 12.

8.3.2. Самолеты авиации общего назначения
Самолет  Lear Jet-23 .  Учет падения самолета этого типа

(рис. 8.13) предусмотрен нормами Франции [62] и Рекомендациями
МАГАТЭ [112].  Он вмещает 5−7 пассажиров, двух членов экипажа.

Рис. 8.13. Самолет Lear Jet-23

Его длина 13.8 м,
высота 3.84 м,
размах крыльев
10.85 м.

Максималь-
ная взлетная мас-
са 5670 кг. Само-
лет имеет два
турбореактивных
двигателя длиной
1 м, диаметром
0.45 м и массой
180 кг.

Нагрузка при ударе представлена на рис. 8.14,а. Она соответст-
вует скорости удара v = 360 км/ч. Согласно нормам Франции [62],
площадь пятна удара S = 12 м2 (прямоугольник с длинной горизон-
тальной стороной l = 10 м и вертикальной h = 1.2 м). Для АЭС, рас-
положенных дальше 5 км от аэропорта, направление удара принима-
ется от 0 до 45° к вертикали, а ближе 5 км рассматривается также
траектория под углом 80° к вертикали.
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Рис. 8.14. Нагрузка при ударе самолета Lear Jet-23:
а –нагрузка на строительные конструкции [62]; б – коэффициент динамичности

На рис. 8.14,б приведен коэффициент динамичности нагрузки
kд. Он представляет собой отношение максимального динамическо-
го перемещения линейного неконсервативного осциллятора (т.е. ли-
нейно-упругой системы с одной степенью), имеющего собственную
частоту f и относительное затухание ζ, которое он достигает при
действии нагрузки, показанной на рис. 8.14,а, к его перемещению
при статическом приложении наибольшего значения нагрузки (т.е. в
нашем случае 12 МН). Как видно, влияние ζ достаточно заметно
только в районе пиков графика kд, которые находятся на частотах
около 10  и 30 Гц, являющихся преобладающими частотами в зако-
не нагрузки R(t). В этом диапазоне частот пики kд достигают значе-
ний 1.2÷1.3, т.е. во столько раз динамический отклик может превос-
ходить статический.

С помощью kд можно произвести квазистатический  расчет
строительной конструкции, как описано в гл. 4. Однако при этом
следует учитывать, что расположение пиков и впадин графика в
значительной степени объясняется особенностями закона нагрузки
R(t), который достаточно условен. Поэтому при выполнении расче-
тов прочности конструкций целесообразно в запас использовать
сглаженную огибающую kд, показанную пунктиром.

Самолет  Cessna-210.  Учет самолета этого типа (рис. 8.15)
предусмотрен нормами Франции [62] и Рекомендациями МАГАТЭ
[112]. Самолет вмещает 4−6 человек. Размеры: длина 8.6 м, высота
9.9 м, размах крыла 11.5 м. Максимальная взлетная масса 1725 кг.

Нагрузка при ударе в строительные конструкции приведена на
рис. 8.16,а. Она соответствует скорости взлета-посадки v = 310−360
км/ч. Площадь пятна удара S = 4 м2 (прямоугольник с длинной гори-
зонтальной стороной l = 8 м  и вертикальной h = 0.5 м [62]).  На-
правление удара – такое же, как для самолета Lear Jet. Коэффици-
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Рис. 8.15. Самолет Cessna-210

ент динамично-
сти нагрузки
приведен на рис.
8.16,б.

Самолет име-
ет один двига-
тель массой
200 кг, находя-
щийся в носовой
части. Площадь
его удара 0.5 м2.
При расчетах
прочности   стро-

ительных конструкций он считается абсолютно твердым телом.
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Рис. 8.16. Нагрузка при ударе самолета Cessna-210:
а – нагрузка на строительные конструкции; б – коэффициент динамичности

Малый  спортивный  самолет .  Нагрузка на строительные
конструкции приведена на рис. 8.17; пятно удара – круг площадью
S = 2 м2; угол падения от 0 до 90° к горизонту.

а)

Время t, с
0 0.01 0.02

Н
аг
ру
зк
а 

R
, М

Н

0

0.5

2.5

2.0

1.5

1.0

б)

Ко
эф

. д
ин
ам

ич
. k

д

Частота f, Гц
0 200 400

2

1

ζ = 0.05   0.07   0.1

Рис. 8.17. Нагрузка при ударе малого спортивного самолета:
а – нагрузка на строительные конструкции; б – коэффициент динамичности



8.3. Нагрузки и воздействия при падении на АЭС самолета 243

8.3.3. Военные самолеты
Истребитель-бомбардировщик  Phantom RF-4E .Учет

самолета этого типа предусмотрен нормами Германии [128] и Реко-
мендациями МАГАТЭ [112]. Его общий вид изображен на рис. 8.18,
размеры, а также
распределение
массы и прочности
фюзеляжа по дли-
не были приведе-
ны на рис. 8.1.

Закон измене-
ния нагрузки на
строительные кон-
струкции, приме-
няемый в расчетах,
показан  сплошной

Рис. 8.18. Истребитель-бомбардировщик
Phantom RF-4E

линией на рис. 8.19,а.
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Рис. 8.19. Нагрузки при
ударе истребителя-
бомбардировщика

Phantom RF-4E:
а – нагрузка от разрушения
фюзеляжа; б − коэффициент
динамичности для нагрузки
от разрушения фюзеляжа;

в – нагрузка от удара турбины
двигателя
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Рис. 8.20. Эксперимент по удару самолета
в Sandia National Laboratories (США) [133]

Закон изменения на-
грузки, показанный на
рис. 8.19,а жирной линией,
получен путем упрощения
и сглаживания реального
закона, показанного серой
линией, который рассчитан
с использованием массы и
прочности самолета, при-
веденной на рис. 8.1,б.
Суммарная масса самолета
составляет 20000 кг, ско-
рость 215 м/с [110]. Угол
падения составляет от 0 до
45° к горизонту. Пятно
удара обычно принимают в
виде круга площадью 7 м2.

На рис. 8.19,б показан
коэффициент динамично-
сти для нагрузки, приве-
денной на рис. 8.19,а. Но
поскольку пики и впадины
этого графика объясняются
случайными особенностя-
ми нагрузки, при расчетах
строительных конструкций
лучше в запас пользоваться
огибающей, показанной
пунктиром.

Кроме приведенной на-
грузки, соответствующей
разрушению фюзеляжа,
учитывают удар двигателя
с массой 1665 кг, диамет-
ром 0.91 м и скоростью
100 м/с. Угол удара от 0 до
45° к горизонту. Как было
отмечено в разд. 8.3.1, дви-

гатель чаще всего рассматривают как абсолютно твердое тело, и
расчет строительных конструкций производят по эмпирическим
формулам. Однако для двигателя самолета Phantom можно исполь-
зовать экспериментально полученную нагрузку, показанную на рис.
8.19,в [112].
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Помимо механического воздействия на строительные конструк-
ции должна также быть учтена возможность пожара и/или взрыва
10000 кг авиационного топлива.

В 1988 г. в Sandia Na-
tional Laboratories (США)
был проведен натурный экс-
перимент, в процессе которо-
го произведен удар самолета
Phantom RF-4E со скоростью
215 м/с в массивную железо-
бетонную плиту толщиной
3.66 м (рис. 8.20). Экспери-
мент показал, что при усло-
виях его проведения (соот-
ношение масс самолета и
преграды 1:25, малые потери
энергии  в  опорах  преграды) 0 0.02 0.04 0.06

0

40

80

120

160

200

t, с

Н
аг
ру
зк
а 

R
(t)

, М
Н

mc

22 т
18 т
12 т

v0 = 240 м/с

0 0.02 0.04 0.06 0.08
0

40

80

120

160

t, с

Н
аг
ру
зк
а 

R
(t)

, М
Н

v0 = 215 м/сmc

22 т
18 т
12 т

94 % кинетической
энергии самолета было
затрачено на его собст-
венное разрушение, и
только оставшиеся 6 %
– на разрушение пре-
грады [132, 133].

Разумеется, для
других самолетов и
строительных конст-
рукций иного вида
распределение энергии
может оказаться дру-
гим. Тем не менее во
всех случаях основная
часть кинетической
энергии самолета будет
затрачена  на его соб-
ственное разрушение.

Как показано на
рис. 8.19,а, при ударе
самолета Phantom на-
грузка достигает  очень
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Рис. 8.21. Зависимость нагрузки при ударе
самолета Phantom от массы mc

и скорости удара v0

большой величины, но является достаточно кратковременной. Такая
величина нагрузки достигается из-за высокой скорости удара, по-
скольку, как следует из формулы (1.5), нагрузка зависит от скорости
в квадрате. В действительности скорость и масса самолета Phantom,
принятые при вычислении этой нагрузки, не являются максимально
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возможными. Согласно статистическим данным, приведенным в
[143], при падении самолетов этого типа на территории ФРГ масса
mc составляла от 12 до 22 т, а скорость v0 от 90 до 240 м/с. На
рис. 8.21 приведены нагрузки при ударе самолета этого типа при
других скоростях и массах, изменяющихся в указанных пределах.
При вычислении этих нагрузок условно принималось, что погонная
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Рис. 8.22. Удар самолета Phantom под разными
углами ϕ0 к конструкции:

а – нагрузка; б – перемещение относительно
конструкции

масса µ(x) изменяется
пропорционально об-
щей массе самолета,
хотя на самом деле
общая  масса изменя-
ется в основном за
счет масс топлива и
вооружения, располо-
женных ближе к сере-
дине.

Из приведенных
рисунков видно, что,
как и следует из фор-
мулы (1.5), с умень-
шением массы и ско-
рости самолета на-
грузка при ударе
уменьшается. При
этом в случае боль-
шой скорости самоле-
та при уменьшении
массы длительность
нагрузки несколько
увеличивается, но при
малых скоростях са-
молета с уменьшени-
ем массы не только
снижается макси-
мальное значение на-
грузки, но и сокраща-
ется время ее дейст-
вия. Причина в том,
что фюзеляж смина-
ется на меньшую дли-
ну, чем при большой
скорости, и смятие
прекращается быст-
рее.
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Если угол удара к нормали ϕ0 превосходит угол трения ϕтр, то
одновременно со смятием фюзеляжа происходит его проскальзыва-
ние по поверхности конструкции. Способ расчета нагрузки на пре-
граду в этом случае рассмотрен в разд. 8.2.3.

Влияние проскальзывания на величину нагрузки при ударе в
плоскую недеформируемую преграду продемонстрировано на
рис. 8.22, где приведены результаты такого расчета применительно к
удару под разными углами самолета Phantom RF-4E*. Скорость уда-
ра равна v0 = 200 м/с, масса самолета mc = 20 т; угол трения материа-
ла фюзеляжа по конструкции ϕтр = 23° (коэффициент трения f = 0.4).
При выполнении данного расчета для большей наглядности резуль-
татов законы распределения массы и прочности фюзеляжа, приве-
денные на рис. 8.1,б, несколько упрощены (сглажены).

На рис. 8.22,а сплошными линиями показана нормальная ком-
понента нагрузки Rn(t) при различных углах соударения самолета ϕ0.
Пунктиром изображена нормальная компонента, найденная без уче-
та проскальзывания самолета, равная Rn(t) = R(t)cosϕ0, где R(t) – на-
грузка  при ударе по нормали к преграде. Как видно на  графиках,
при не слишком большом превышении угла удара с нормалью над
углом внутреннего трения (примерно до ϕ0 = 46°) длительность дей-
ствия нагрузки остается такой же, как при ударе по нормали, но
максимальная величина нагрузки меньше чем Rn(t). При больших
углах ϕ0  длительность нагрузки уменьшается  вследствие прекра-
щения смятия самолета.

Одновременно со смяти-
ем фюзеляжа происходит его
проскальзывание по поверх-
ности конструкции, величина
которого показана на рис.
8.22,б.

Нагрузка  по  нормам
России . На рис. 8.23 приве-
дена нагрузка на строитель-
ные конструкции и площадь
пятна удара по нормам Рос-
сии [50]. Считается, что они
создаются ударом военного
самолета с массой 20 000 кг и
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Рис. 8.23. Нагрузка от удара самолета
по нормам России [50]

скоростью 200 м/с. Угол падения самолета – от 0 до 45° к горизонту.
Направление удара следует принимать наиболее опасным для кон-
струкции.  Данная   нагрузка пропорциональна нагрузке при ударе
самолета Phantom RF-4E. Поэтому при квазистатическом расчете
                                                          

* Эта же задача при ударе в цилиндрическую и сферическую поверхности
решена Г.С. Шульманом [18, 98]
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строительных конструкций коэффициент динамичности следует
принимать по рис. 8.19,б.

Удар двигателя, а также возгорание и/или взрыв авиационного
топлива нормами не оговорены. На практике их обычно учитывают
так же, как для самолета Phantom RF-4E.

Штурмовик  FB-111 – реактивный самолет с изменяемой
стреловидностью крыла. Его размеры показаны на рис. 8.24. Мак-
симальный взлетный вес – примерно 52 000 кг (с вооружением). Рас-
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Рис. 8.24. Штурмовик FB-111 [127, 135]

пределение массы
µ и прочности фю-
зеляжа P по длине
самолета приведе-
ны на рис. 8.25.

На рис. 8.26
изображена на-
грузка при ударе
этого самолета в
недеформируемую
преграду со скоро-
стью v0 = 89.2 м/с
[127, 135] (на ри-
сунке   она  затене-
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Рис. 8.25. Погонная масса и проч-
ность фюзеляжа самолета FB-111
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Рис. 8.26. Зависимость нагрузки на
преграду от расчетной прочности

фюзеляжа [127, 135]
на). Кроме того, там же изображены нагрузки при двух других зна-
чениях прочности фюзеляжа: в 5 раз больше и в 5 раз меньше P.
Как видно, несмотря на очень большое изменение прочности, на-
грузка для всех трех случаев отличается мало.

Отсюда следует важный практический вывод: небольшие кон-
структивные особенности самолета, на практике трудно поддаю-
щиеся определению, мало влияют на нагрузку. Основное значение
имеют его масса и скорость, данные о которых более доступны.
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8.3.4. Самолеты коммерческой авиации
Boeing 707-320  – дальнемагистральный пассажирский само-

лет, вмещающий около 190 пассажиров и членов экипажа. Общий
вид самолета показан на рис. 8.27. Его размеры: размах крыла
44.42 м, длина 44.61 м, высота 12.75 м. Самолет имеет четыре тур-
бореактивных двигателя.

До последнего
времени во многих
странах при учете
падения на АЭС
этот самолет рас-
сматривается в ка-
честве эталонного
коммерческого са-
молета. Учет на-
грузки от его удара
предусмотрен так-
же рекомендациями Рис. 8.27. Общий вид самолета Boeing 707-320
МАГАТЭ [112]. В них предполагается падение самолета этого типа
с массой 200 000 кг и скоростью 100 м/с.
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Рис. 8.28. Нагрузка при ударе самолета Boeing 707-320
со скоростью 100 м/с:

а – зависимость нагрузки и площади пятна удара от времени; б – коэффициент
динамичности

Нагрузка  и площадь пятна удара показана на рис. 8.28,а, коэф-
фициент динамичности – на рис. 8.28,б. Как и выше, рекомендуется
производить расчет по огибающей коэффициента динамичности
(пунктир). Нагрузка на рис. 8.28,а была вычислена Дж. Риерой [129]
с использованием распределения массы и прочности по длине са-
молета, показанного на рис. 8.29,а. Скорость 100 м/с, при которой
вычислена нагрузка на рис. 8.25,а, самолет имеет при взлете и по-
садке. Согласно международной практике [112], расчет АЭС произ-
водится на удар именно с такой скоростью. Тем не менее, на
рис. 8.29,б показаны нагрузки на преграду при других скоростях.
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б − зависимость нагрузки от скорости удара [137]

Boeing 747-400 «Jumbo Jet»  − широкофюзеляжный авиа-
лайнер, один из крупнейших современных пассажирских самолетов,
способный перевозить более 500 пассажиров.  Его  взлетный  вес   –

a)

б)

70.66 м

22.17 м

25.6 м
68.63 м

19.41 м

11 м

64.44 м

Рис. 8.30. Самолет Boeing 747-400 «Jumbo Jet»:
а – общий вид; б – размеры

более 390 000 кг.
Внешний вид

самолета показан
на рис. 8.30,а, а его
размеры − на рис.
8.30,б. О его вели-
чине можно судить
по рис. 8.31, где
силуэт самолета
показан в сопос-
тавлении с разме-
рами сооружений
одной из АЭС.
Круглое здание
перед ним – реак-
торное отделение
диаметром около
50 м.

На рис. 8.32
приведена суммар-
ная нагрузка на
строительные кон-
струкции, приня-
тая в проекте од-
ной из АЭС. Ее
максимальное  зна-
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чение составляет
250 МН,  т.е. она
более чем вдвое
превышает на-
грузку при ударе
самолета Phantom
(см. рис. 8.19,а),
ранее считав-
шуюся наиболее
тяжелой из всех
возможных.

Угол падения
самолета от 0 до
10° к горизонту. Рис. 8.31. Сравнение размеров самолета

Boeing 747-400 и АЭС
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Распределение нагрузки по пятну удара в зависимости от вре-
мени приведено на рис. 8.32. Площадь пятна удара показана на
рис. 8.33. Сначала она составляет 50 м2 (круг), затем, при разруше-
нии крыльев, увеличивается до 100 м2 (круг в сочетании с прямо-
угольником), а затем вновь уменьшается до 50 м2 и приобретает
форму круга.

На рис. 8.34 приведен коэффициент динамичности, соответст-
вующий нагрузке на рис. 8.32.

Кроме механического воздействия должен быть также учтен
взрыв и/или пожар 75 000 кг топлива (авиационного керосина), ко-
торое несет самолет.

Грузопассажирские  самолеты  АН-26 и  АН-24 . Грузо-
пассажирский турбовинтовой самолет АН-26, общий вид которого
показан на  рис. 8.35, предназначен для взлета и посадки на природ-

Рис. 8.35. Внешний вид самолета АН-26

ные аэродромы
(грунтовые, снеж-
ные и т.п.). Поэтому
он имеет небольшую
по сравнению с са-
молетами такого
класса взлетно-поса-
дочную скорость –
220 км/ч. Макси-
мальная скорость са-
молета  у поверхнос-
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ти земли, лимитируемая
его прочностью, состав-
ляет 430 км/ч. Масса са-
молета – 24 000 кг.

Такие же размеры и
характеристики имеет
пассажирский вариант
самолета АН-24. Поэто-
му все приведенные ни-
же данные применимы и
к нему.

Рис. 8.36. Параметры
самолета АН-26:

а – распределение массы и
прочности по длине самолета;
б – площадь пятна удара
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На рис. 8.36 по-
казаны распределе-
ния массы µ(x), проч-
ности фюзеляжа P(x)
и площади пятна
удара по длине само-
лета. По этим дан-
ным определена на-
грузка при ударе са-
молета в неподвиж-
ную преграду для
двух значений ско-
рости удара: макси-
мально возможной у
поверхности земли и
взлетно-посадочной
(рис. 8.37,а). На рис.
8.37,б показана зави-
симость от времени
длины смятой части
фюзеляжа, а на рис.
8.37,в – площади
пятна удара.

Как видно из рис.
8.37,б, при ударе со
скоростью 220 км/ч
(скорость взлета и
посадки) разрушают-
ся только передние
3 м фюзеляжа, а за-
тем движение само-
лета прекращается.
Таким образом, кры-
лья, которым соот-
ветствуют макси-
мальная прочность и
масса (в них распо-
лагаются топливные
баки и к ним подве-
шены гондолы дви-
гателей), не входят в
соприкосновение с
преградой. Площадь
пятна удара при этой
скорости  не  превос-
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Рис. 8.37. Нагрузка на строительные конструкции
при ударе самолета АН-26:

а – нагрузка; б – длина смятой части фюзеляжа;
в − площадь пятна удара; г – расчетная нагрузка



Гл. 8. Нагрузки при ударах разрушающихся тел254

ходит 6 м2 (рис. 8.37,в). При ударе со скоростью 430 км/ч (макси-
мальная скорость у земли) нагрузка в начале процесса разрушения
фюзеляжа несколько увеличивается за счет более высокой скорости.
Кроме того, в этом случае сминаются уже не 3, а 9 м фюзеляжа,  и в
конце процесса разрушения происходит удар крыльев и двигателей.
Поэтому в конце времени действия нагрузки она резко возрастает.

Хотя удар с максимальной скоростью, в принципе, возможен, но
реально такие случаи не зафиксированы.  Поэтому, как было отмече-
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Рис. 8.38. Коэффициент динамичности
расчетной нагрузки на преграду при

ударе самолета АН-26

но выше, при проектировании
АЭС обычно считают,  что в
момент удара самолет имеет
скорость взлета-посадки, т.е.
220 км/ч.

Сглаженная (расчетная)
нагрузка при скорости 220
км/ч приведена на рис. 8.37,г.
Площадь пятна удара можно
принимать такой же, как для
этой скорости на рис. 8.37,в.
Коэффициент динамичности
нагрузки показан на рис. 8.38.

8.3.5. Особенности нагрузок при ударе самолетов
Рассматривая приведенные выше нагрузки при ударе самолетов

разных типов, можно выделить некоторые их общие черты.
Прежде всего следует отметить, что эти нагрузки очень велики

и при этом локализованы в пределах небольшого «пятна удара».
Поэтому обеспечение прочности строительных конструкций при их
действии представляет значительную сложность. Кроме того, удар
самолета вызывает интенсивные колебания даже таких больших и
тяжелых сооружений, как реакторное отделение АЭС, в связи с чем
появляется проблема обеспечения работоспособности ответствен-
ного оборудования при этом динамическом воздействии. Эти во-
просы будут подробнее рассмотрены в III части настоящей книги.

Нагрузки имеют ярко выраженный динамический характер. Их
длительность измеряется для малых самолетов сотыми, а для боль-
ших – десятыми долями секунды. Поэтому реакция конструкции на
эти нагрузки зависит от ее собственных частот, и расчеты на их
действие необходимо выполнять динамическими методами (или
квазистатическими с учетом собственных частот конструкции).

Показателем «степени динамичности» нагрузки является коэф-
фициент динамичности kд. Можно отметить некоторые общие чер-
ты приведенных выше коэффициентов. Большинство из них имеет
волнообразный характер с пиками и впадинами. Расположение пи-
ков соответствует частотам преобладающих гармоник в спектре
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Фурье закона изменения нагрузки. Динамическая реакция конст-
рукции будет наиболее сильной при попадании ее собственных час-
тот на пики, а при попадании на впадину – наименьшей.

При этом, однако, надо учитывать два обстоятельства. Во-
первых, законы изменения нагрузок, по которым вычислены kд,
сильно упрощены, сглажены. Во-вторых, они получены при опре-
деленных параметрах самолета (скорость, масса, конструктивные
особенности), вариация которых влияет на закон изменения нагруз-
ки, а значит, и на расположение ее пиков и впадин. Поэтому, хотя
формально можно уменьшить воздействие от удара самолета, спро-
ектировав конструкцию так, чтобы ее собственные частоты попали
на впадины коэффициента динамичности, этого следует все же из-
бегать. При выполнении квазистатических расчетов с применением
kд правильнее пользоваться огибающими, показанными пунктиром.

Зависимость коэффициентов динамичности от относительного
затухания ζ заметна только на пиках, причем и там она выражена
достаточно слабо. Это показывает, что потери энергии в конструк-
ции мало влияют на ее отклик на удар самолета. Поскольку при та-
ких больших нагрузках внутренние усилия в конструкциях очень
велики, то относительное затухание в них можно принимать не
меньше, чем при сильном землетрясении, т.е. от 5 до 10 %.

При ударе большинства самолетов (кроме Lear Jet) высота пи-
ков коэффициента динамичности составляет от 1.6 до 1.8. Поэтому
для расчетов конструкций можно принимать среднее значение
kд ≈ 1.7. Максимальные значения kд  достигаются в диапазоне от 8
до 20 Гц, т.е. здесь расположены преобладающие частоты воздейст-
вия. Для сравнения − преобладающие частоты сейсмического воз-
действия, обязательно учитываемого в проекте АЭС, составляют
3÷5 Гц. Такая разница в частотном составе этих двух воздействий
создает определенные трудности при обеспечении работоспособно-
сти оборудования АЭС при вызываемых ими динамических нагруз-
ках. Этот вопрос рассмотрен в 17-й главе.

Еще один важный показатель «степени динамичности» нагрузки
– частота, начиная с которой коэффициент динамичности становит-
ся равным 1. Для коммерческих самолетов (Boeing 707-320, Boeing
747-400 и АН-24) она равна 50 Гц, для скоростного военного само-
лета Phantom RF-4E – 100 Гц, а для малых самолетов – более 100 гц.
Эти частоты являются ориентиром при выполнении схематизации
сооружения для динамических расчетов. Расчетная схема (матема-
тическая модель) должна позволять достоверно определять собст-
венные частоты и моды сооружения вплоть до указанных величин,
либо следует применять методы учета совокупного вклада отбро-
шенных мод (см. разд. 4.3.5).
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8.4. Летящие тела при торнадо
8.4.1. Общая характеристика летящих тел
Торнадо (смерч) представляет собой стремительно вращающий-

ся вихрь, спускающийся от нижней границы грозового облака. Ско-
рость ветра в нем может превосходить 150 м/с. Подробное описание
этого экстремального метеорологического явления будет дано в
гл. 13.

При прохождении торнадо на строительные конструкции дейст-
вуют ветровое давление, падение атмосферного давления внутри
вихря, а также удары летящих тел, поднятых ветром в воздух. В на-
стоящем разделе рассматриваются только нагрузки, создаваемые
ударами летящих тел. Остальные описаны в гл. 13.

В мировой проектной практике и рекомендациях МАГАТЭ [90]
учитывают различные «наборы» летящих тел, образующихся при
торнадо. Их состав зависит от скорости ветра в вихре. Обычно рас-
сматривают тела трех видов: легко деформируемые, т.е. частично
или полностью разрушающиеся при ударе (деревянные брусья, ав-
томобиль); достаточно тяжелые недеформируемые (металлическая
болванка); мелкие предметы и обломки. При ударах тел первых
двух видов возможно повреждение строительных конструкций зда-
ний. Мелкие летящие тела могут залетать внутрь через вентиляци-
онные и технологические отверстия и повреждать оборудование.

В данной главе будут рассмотрены только нагрузки, создавае-
мые легко деформируемыми телами. Расчет на удары недеформи-
руемых тел был рассмотрен в гл. 7. Защиту от мелких тел обеспечи-
вают путем соответствующего проектирования открытых проемов
(устройство лабиринтов, защитных барьеров и т.п.).

8.4.2. Удар деревянного бруса
Одним из летящих тел, которое может быть поднято в воздух

ветром торнадо, является тяжелый деревянный брус (бревно, столб
и пр.). Его обычно рассматривают как легко деформируемое тело. В
качестве примера вычислим закон изменения нагрузки при ударе по
нормали к вертикальной неподвижной преграде сосновой деревян-
ной опоры (столба) длиной l = 13.4 м, с постоянным сечением
∅0.343 м. Масса опоры m = 724 кг, погонная масса µ = 54 кг/м.
Считаем, что удар нанесен торцом со скоростью v0 = 67 м/с. Разру-
шающее напряжение при продольном ударе равно σс = 0.53⋅108 Па
[135]; площадь поперечного сечения опоры A = 0.1 м2, следователь-
но, разрушающая сила составляет P = Aσс = 0.53⋅107 Н.

Для определения нагрузки на преграду воспользуемся упро-
щенными формулами (8.39), (8.40), приведенными в разд. 8.1.3. Они
применимы при условии, которое при ударе в вертикальную пре-
граду (угол ее наклона α = 0) имеет вид
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до любой интенсивности расчет нагрузки от удара бруса можно вы-
полнять по упрощенным формулам.

Закон изменения нагрузки при ударе найдем согласно (8.39):
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Вычисленная нагрузка показана на рис. 8.39. Ее максимальное зна-
чение Rmax = 0.554⋅107 Н, а минимальное Rmin = P1 = 0.53⋅107 Н. Она
практически точно совпадает с нагрузкой, найденной в [135] чис-
ленно непосредственно по формуле Риеры (8.5).

Из приведенного графика
видно, что даже при очень
большой скорости удара закон
изменения нагрузки мало отли-
чается от линейного. Поэтому с
достаточной точностью его
можно считать линейным с мак-
симальной нагрузкой Rmax  и ми-
нимальной Rmin = P1.

Более того, при меньших
скоростях удара значения  Rmax
и  Rmin различаются настолько
мало, что в практических расче-
тах нагрузку можно считать пря-
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Рис. 8.39. Нагрузка на преграду при
ударе деревянной опоры (столба)

прямоугольным импульсом. Это видно из рис. 8.39, где для сравне-
ния показана нагрузка, соответствующая удару той же деревянной
опоры со скоростью 38 м/с (торнадо 3-го класса по шкале Фуджиты
с максимальной скоростью ветра 95 м/с). При такой нагрузке конст-
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рукцию можно рассчитать с помощью коэффициента динамичности
kд, приведенного в гл. 4.

Отметим, что при определении нагрузки по формуле Риеры
(8.5) в случаях удара самолета и бруса вклад в нагрузку первого
слагаемого («статического», равного прочности тела) и второго
(«динамического», зависящего от скорости удара) неодинаков. При
ударе самолета основной вклад дает «динамическое» слагаемое, а
изменение «статического» сказывается мало (см. рис. 8.23). Напро-
тив, при ударе бруса, скорость которого много меньше, чем у само-
лета, расчетная нагрузка в первую очередь определяется «статиче-
ским» слагаемым, а динамическая добавка к нему мала.

8.4.3. Удар автомобиля
Автомобиль рассматривается в качестве одного из возможных

летящих тел, если интенсивность торнадо не ниже 3-го класса по
шкале Фуджиты (максимальная скорость ветра в вихре больше
70 м/с). При его ударе нагрузка на строительную конструкцию
складывается из двух частей: за счет смятия кузова автомобиля
(рассматриваемого как «легко деформируемое» летящее тело) и за
счет удара двигателя (недеформируемое тело). Ниже приведены
примеры нагрузок при ударе автомобиля.

С
ил
а,

 к
Н

Время, с
0.01 0.040.02 0.03 0.050

10

50

40

30

20 Масса 1330 кг
Скорость 22 м/с

Рис. 8.40. Нагрузка на преграду при
ударе автомобиля 1968 Falcon [135]
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Рис. 8.41. Нагрузка на преграду
при ударе автомобилей [127]

На рис. 8.40 и 8.41 показаны заимствованные из [127, 135] на-
грузки на строительную конструкцию при ударе автомобилей с раз-
личными массами и скоростями. Их определяли путем эксперимен-
тов, при которых автомобили ударяли в упругую конструкцию и
измеряли зависимость от времени ее ускорения и длины разрушен-
ной части автомобиля. После этого по измеренным данным рассчи-
тывали силу взаимодействия автомобиля с конструкцией.

Таким образом, во-первых, эти нагрузки представляют собой
суммы нагрузок за счет разрушения кузова и удара двигателя. Во-
вторых, поскольку нагрузки определяли по закону  колебаний упру-
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гой конструкции, то они представляют собой не силы, приложенные
со стороны автомобиля, а эквивалентные нагрузки, вызывающие
такие колебания. Этим, в частности, объясняются отрицательные
значения нагрузок на рис. 8.41.

Нагрузку от разрушения кузова можно вычислить по формуле
Риеры (8.5). На рис. 8.42 приведена найденная таким образом на-
грузка для автомобиля ГАЗ-24 «Волга» с массой 1800 кг. Распреде-
ление погонной массы µ и нагрузки разрушения кузова P по длине
автомобиля показаны на рис. 8.42,а.

а)

Длина, м

П
ог
он
на
я 
м
ас
са

 µ
, к
г/м

П
ро
чн
ос
ть

 к
уз
ов
а 

P,
 М
Н

0 1 2 3 4 5
0

200

400

600

0

1

2

3

P

µ

б)

Время, с

С
ил
а 

R
, М

Н

0

1

2

3

4

0 0.01 0.02 0.03

v (м/с)
20
30
40
50

Для вычисления разру-
шающей силы P определялась
примерная площадь металла в
различных поперечных сечени-
ях автомобиля с корпусом типа
«седан», и полученные значения
умножались на предел текуче-
сти стали Rт = 330 МПа. Оче-
видно, что при этом нагрузка P,
а следовательно, и сила, дейст-
вующая на конструкцию, полу-
чаются с запасом, так как не
учитывается возможность поте-
ри устойчивости элементов ку-
зова.

На рис. 8.42,б показана най-
денная сила удара при разных
скоростях v. Она не слишком
отличается от прямоугольного
импульса (особенно при не-
больших скоростях удара). По-
этому можно приближенно вы-
полнять квазистатический рас-
чет конструкций на ее действие
с использованием коэффициен-
та динамичности для такого
импульса, приведенного в гл. 4.
Отметим, что как и при рас-
смотренном  в  разд. 8.4.1 ударе

Рис. 8.42. Нагрузка на строительную
конструкцию при ударе автомобиля

ГАЗ-24 «Волга»:
а – распределение массы и прочности
кузова по длине автомобиля; б – на-

грузка на преграду

бруса, нагрузка при ударе автомобиля зависит в первую очередь не
от скорости удара, а от прочности кузова [127].

Нагрузка на рис. 8.42,б соответствует только разрушению кузо-
ва. Кроме нее необходимо также учесть удар двигателя с массой
300 кг и площадью удара 0.6×0.8 м. Его можно рассматривать как
абсолютно твердое тело и воспользоваться формулами гл. 7.



Глава  9
ВОЗДЕЙСТВИЕ ВЗРЫВОВ НА СООРУЖЕНИЯ
Одно из экстремальных воздействий, опасность которого обяза-

тельно должна приниматься во внимание при проектировании АЭС,
– аварийный внешний взрыв*. Это требование установлено отечест-
венными нормами [50, 51, 71, 87] и соответствует мировой проект-
ной практике [112, 128, 137 и др.]. Такие же расчеты требуется вы-
полнять для различных взрывоопасных производств, а также для
сооружений гражданской обороны.

Взрывом называется процесс выделения энергии при внезапным
изменении состояния вещества (например, в результате быстропро-
текающей химической реакции) или его параметров (при разруше-
нии паровых котлов, баллонов со сжатым газом и т.п.). Физике про-
цесса взрыва, определению его параметров, воздействию на людей
и сооружения посвящено огромное количество исследований, даже
краткий обзор которых в рамках настоящей книги выполнить, к со-
жалению, невозможно. При написании данной книги стояла более
скромная задача: дать  сводку сведений, необходимых для расчета
сооружений. Поэтому вопросы, связанные с физикой взрыва, здесь
вообще не затрагиваются. Кроме того, сложность состоит в том, что
методики определения нагрузок на сооружение при взрыве, приме-
няемые в различных отраслях промышленности, не во всем совпа-
дают. В настоящей главе за основу принят документ, используемый
в атомной энергетике [71].

Взрыв порождает целый комплекс нагрузок и воздействий.
Прежде всего это механические воздействия: воздушная ударная
волна (ВУВ), разлетающиеся осколки, сотрясение грунта (сейсмо-
взрывное воздействие). Их опасность состоит в возможности по-
вреждения строительных конструкций и систем АЭС. Затем при
взрыве происходит выделение тепла, которое может вызвать пожа-
ры. Наконец, взрыв сопровождается образованием пыли, ядовитых
и токсичных газов, которые, попав внутрь станции, могут привести
к поражению персонала или помешать его нормальной работе.

В настоящей главе изложены только вопросы, связанные с дей-
ствием ВУВ и разлетом осколков. Сейсмовзрывное воздействие при
проектировании АЭС, как правило, не принимают во внимание, так
как оно достаточно слабо по сравнению с природным землетрясе-
нием, которое обязательно должно учитываться. Вопросы защиты
от теплового воздействия, пыли и газов лежат за пределами темати-
ки книги и также не затрагиваются.

                                                          
* Проблема защиты АЭС от террористических актов и военных действий в

данной книге не рассматривается.
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9.1. Классификация взрывов
9.1.1. Виды взрывов
Различают два основных типа взрывов – детонационный и де-

флаграционный. Для последнего используются также наименования
вспышка и мгновенное возгорание [112].

Детонационный взрыв характерен прежде всего для концентри-
рованных взрывчатых веществ (ВВ) – тротила, гексогена и т.п.
Кроме того, он возможен также в облаках газо- и паро-воздушных
смесей (ГПВС), образующихся при истечении в атмосферу водоро-
да и ацетилена, а также при образовании смесей кислорода с газооб-
разными углеводородами.

В процессе детонации
горение распространяется
по веществу или по облаку
ГПВС со сверхзвуковой
скоростью. При взрыве
внутри облака образуется
детонационная волна, соз-
дающая огромное давле-
ние. По окончании детона-
ции от места взрыва кон-
центрированного ВВ или
границы облака распро-
страняется ВУВ, скорость
которой также больше зву-
ковой. Ее типичный про-
филь (избыточное давле-
ние, т.е. его превышение
над  атмосферным) показан
на рис. 9.1,а. В момент
времени, когда фронт вол-
ны проходит через   какую-
либо  точку   на  местности,

∆p(t)
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0.4 0.8 1.20

20

t, с

40

60

p,
 к
П
а

Рис. 9.1. Изменение избыточного
давления в ВУВ при взрывах

различного типа:
а − при детонации; б − при дефлаграции

это давление мгновенно возрастает до величины ∆pф («давление на
фронте волны»). Затем в течение интервала времени τ+ оно снижа-
ется до нуля («фаза сжатия»), после чего следует «фаза разрежения»
τ−, в которой избыточное давление отрицательно. Давление на
фронте ВУВ, а также продолжительность фаз сжатия и разрежения
зависят от количества ВВ и расстояния до центра взрыва или гра-
ницы облака. В целом для детонационного взрыва характерны воз-
можность возникновения значительного давления на фронте ВУВ и
кратковременность действия (десятые и даже сотые доли секунды).
На практике строительные конструкции при детонационном взрыве
облака ГПВС рассчитывают на нагрузку от действия ВУВ, т.е. за
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переделами облака. Если же конструкция находится внутри него, то
на нее действует давление детонационной волны, которое настоль-
ко велико, что обычные сооружения выдержать его не могут.

Дефлаграционные взрывы наблюдаются в облаках ГПВС. При
таком взрыве пламя распространяется по облаку с дозвуковой ско-
ростью*, которая зависит от вида вещества и может изменяться в
широких пределах. Анализ аварийных промышленных взрывов по-
казал, что обычно эта скорость составляла от 120 до 250 м/с, но мо-
жет быть и больше. Характер изменения избыточного давления при
дефлаграции иной, чем при детонации: давление нарастает медлен-
нее, но длительность его действия может измеряться секундами. В
качестве примера на рис. 9.1,б представлен закон изменения давле-
ния при дефлаграционном взрыве. Другое принципиальное отличие
взрыва этого типа состоит в том, что избыточное давление зависит
только от скорости горения вещества, но не от его количества – по-
следнее определяет длительность действия давления. После окон-
чания горения облака ВВ от его границы распространяется ВУВ,
давление на фронте которой значительно меньше, чем при детона-
ции. Поэтому, как правило, дефлаграционный взрыв представляет
опасность для сооружения только в том случае, если оно целиком
или частично находится внутри облака. Следует, однако, иметь в
виду, что при определенных условиях режим горения облаков неко-
торых ГПВС может измениться от дефлаграции на детонацию [112]
(см. разд. 9.1.2).

Характер воздействия на строительные конструкции взрывов
двух рассмотренных типов различен. При детонационном взрыве
нагрузка носит ярко выраженный динамический характер ввиду ее
мгновенного приложения и кратковременности действия. При де-
флаграционном взрыве действие нагрузки ближе к статическому.
Какая из нагрузок опаснее для конкретной конструкции, зависит от
ее динамических характеристик, и априори предсказать это трудно.

9.1.2. Характер взрыва облаков
газо- и паро-воздушных смесей

Облако ГПВС может образоваться в результате разлива и/или
испарения газа или топлива, например, вследствие аварии стацио-
нарной емкости, при транспортировке этих веществ, при утечке то-
плива транспортных средств (например, при крушении корабля, па-
дении самолета) и по иным причинам. В отличие от взрыва твердых
ВВ, который всегда носит детонационный характер, взрыв облака
может быть как детонационным, так и дефлаграционным. Поэтому
в данном разделе рассмотрены критерии оценки характера взрыва

                                                          
* Отметим, что это – не общепринятый критерий. Например, в [60] говорится

о дефлаграции при скорости пламени 300÷500 м/с, т.е. больше звуковой.
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облака, заимствованные из [40]. Они основаны на классификации
взрывчатых веществ (ВВ), окружающей территории и ожидаемых
режимов взрывного превращения.

Классификация ВВ
Взрывчатые вещества разделяются на четыре класса по степе-

ни чувствительности в зависимости от параметра, который назы-
вается размером детонационной ячейки Rd (табл. 9.1).

Список веществ, отнесенных к различным классам, приведен в
табл. 9.2. Если ВВ там отсутствует, то его рекомендовано класси-
фицировать по аналогии с имеющимися веществами. При отсутст-
вии информации о свойствах вещества его следует относить к пер-
вому классу, т.е. рассматривать наиболее опасный вариант взрыва.

Таблица  9 . 1 . Классы ВВ по чувствительности

Класс Чувствительность взрывчатого
вещества

Размер детонационной
ячейки Rd, см

1 Особо чувствительные вещества < 2
2 Чувствительные вещества 2 ≤ Rd < 10
3 Средне чувствительные вещества 10 ≤ Rd < 40
4 Слабо чувствительные вещества 40 ≤ Rd

Таблица  9 . 2 .  Классификация горючих веществ
по чувствительности

Класс 1. «Особо чувствительные вещества»
Ацетилен
Винилацетилен
Водород
Гидразин

Изопропилнитрат
Метилацетилен
Нитрометан
Окись пропилена

Окись этилена
Этилнитрат

Класс 2. «Чувствительные вещества»
Акрилонитрил
Акролеин
Бутан
Бутилен
Бутадиен
Диметиловый эфир

Дивиниловый эфир
Диизопропиловый эфир
Метилбутиловый эфир
1,3-пентадиен
Пропан
Пропилен

Сероуглерод
Этан
Этилен
ШФЛУ

Класс 3. «Среднечувствительные вещества»
Амиловый спирт
Ацетальдегид
Ацетон
Бензин
Винилацетат
Винилхлорид
Гексан

Генераторный газ
Изобутиловый спирт
Изопропиловый спирт
Изооктан
Кумол
Метиламин
Метилацетат

Метилбутилкетон
Метиловый спирт
Метилпропилкетон
Метилэтилкетон
Октан
Печной газ
Пиридин



Гл. 9. Воздействие взрывов на сооружения264

Окончание табл. 9.2

Продолжение класса 3 «Среднечувствительные вещества»
Пропиловый спирт
Сероводород
Сжиженный природный газ

Циклопропан
Циклогексан
Этиловый спирт

Этилформиат
Этилхлорид
Этиламин

Класс 4. «Слабо чувствительные вещества»
Аммиак
Бензол
Декан
Дизтопливо
о-дихлорбензол
Додекан

Керосин
Метан
Метилбензол
Метилмеркаптан
Метилхлорид
Нафталин

Окись углерода
Фенол
Хлорбензол
Этилбензол
Дихлорэтан
Tpихлорэтан

Классификация окружающей территории
Скорость взрывного обращения облака ГПВС и, следовательно,

параметры ударной волны в значительной степени определяются
характером окружающего пространства. В зависимости от степени
загроможденности оно разделено на четыре вида, указанные в
табл. 9.3.

Таблица  9 . 3 .  Классификация окружающей территории

Вид про-
странства Характеристика окружающей территории

1 Наличие длинных труб, полостей, каверн, заполненных
горючей смесью, при сгорании которой можно ожидать
формирования турбулентных струй продуктов сгорания с
размером не менее трех размеров детонационной ячейки
Rd данной смеси. Если величина Rd неизвестна, то мини-
мальный характерный размер турбулентных струй при-
нимается:

для вещества класса 1 – 5 см;
для вещества класса 2 – 20 см;
для вещества класса 3 – 50 см;
для вещества класса 4 – 150 см.

2 Сильно загроможденное пространство: наличие полу-
замкнутых объемов, высокая плотность размещения тех-
нологического оборудования, лес, большое количество
повторяющихся препятствий

3 Средне загроможденное пространство: отдельно стоящие
технологические установки, резервуарный парк

4 Слабо загроможденное и свободное пространство

Ожидаемый режим взрывного превращения
Ожидаемый режим взрыва облака определяется с помощью экс-

пертной таблицы (табл. 9.4).
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Таблица  9 . 4 .  Экспертная таблица для определения режима
взрывного превращения

Вид окружающего пространства
1 2 3 4

Класс
горючего
вещества Ожидаемый диапазон скорости взрывного горения

1 1 1 2 3
2 1 2 3 4
3 2 3 4 5
4 3 4 5 6

Режимы взрывного превращения
Возможные режимы взрывного превращения разбиты на шесть

диапазонов по скоростям распространения горения (табл. 9.5).
Таблица  9 . 5 .  Диапазоны скоростей взрывного превращения

Диапазон Режим взрывного горения
1 Детонация или горение со скоростью фронта пламени

500 м/с и более
2 Дефлаграция, скорость фронта пламени 300÷500 м/с
3 Дефлаграция, скорость фронта пламени 200÷300 м/с
4 Дефлаграция, скорость фронта пламени 150÷200 м/с
5 Дефлаграция, скорость фронта пламени

6
т1 Mkw κ= , (9.1)

где Mт – масса горючего вещества, кг; κ − доля массы, пе-
решедшая в облако ГПВС (способ определения этих пара-
метров рассмотрен в разд. 9.2); k1 – константа, k1 = 43.

6 Дефлаграция, скорость фронта пламени
6

т2 Mkw κ= ,  (9.2)
где k2 – константа, k2 = 26.

Пример 1. Определим ожидаемый характер взрыва при аварии
автомобиля, перевозящего сжиженный пропан по дороге, проходя-
щей внутри лесополосы.
− Согласно табл. 9.1, пропан относится ко второму классу – чув-

ствительное вещество.
− В соответствии с табл. 9.3 лес является территорией второ-

го вида, т.е. сильно загроможденное пространство.
− По табл. 9.4 находим, что при этом классе вещества и характере

окружающего пространства ожидается второй режим взрыва.
− По табл. 9.5 определяем, что произойдет дефлаграционный

взрыв облака со скоростью фронта пламени 300÷500 м/с.
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9.2. Детонационный взрыв
9.2.1. Детонация концентрированных взрывчатых веществ
Рассматривается наземный взрыв концентрированного ВВ в не-

ограниченном пространстве. Методы определения параметров ВУВ
при таком взрыве описаны во многих источниках (см., например,
[21, 29, 60, 61, 67, 68, 96] и др.).

Исходные данные для определения параметров ВУВ – масса
взрывчатого вещества Mвв (кг) и расстояние от центра взрыва до
рассматриваемой точки R (м). Параметры ВУВ зависят от приве-
денного расстояния:

3 эфQ
RR = , (9.3)

где Qэф – эффективная масса,
ВВэф )1( MQ αε−= , (9.4)

здесь ε − доля энергии взрыва, расходуемая на образование воронки
(для скальных пород ε = 0.05; для мягких грунтов ε = 0.2; при кон-
сервативных оценках следует принимать ε = 0); α − отношение
удельной энергии взрыва рассматриваемого ВВ к удельной энергии
тротила (ТНТ). Значения α приведены в табл. 9.6. Если тип ВВ не-
известен, то можно принимать α = 1.5.

Таблица  9 . 6 .  Коэффициенты эквивалентности α
и плотность ρВВ некоторых ВВ

ВВ Удельная теплота
взрыва, кДж/кг α Плотность ВВ

ρВВ, т/м3

ТНТ 4520 1.0 1.6
Гексоген 5380 1.19 1.66
Октоген 5695 1.26 1.9
ТЭН 5785 1.28 1.77
Тетрил 4520 1.0 1.73
Пенталит 4520 1.0 1.66
Октол 4475 0.99 0.6
ТГ 50/50 5150 1.14 1.66
Амматол 2665 0.59 1.6
A-IX-2 7005 1.55 1.72

Параметры ВУВ (рис. 9.2,а) вычисляются по следующим зави-
симостям.

Избыточное давление на фронте ∆pф (Па):

   






<≤⋅

<≤





 ++

=∆
− .м/кг10008.17при102.4

;м/кг8.172.1при106.105.392.0

3145.15

315
32

ф

RR

R
RRRp   (9.5)
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Продолжительность фазы сжатия τ+ (с):

   [ ]





<≤⋅

<≤⋅
=

−

−

+ .м/кг100010при)4.0lg(10594.6

;м/кг102.1при107.1
314.0

3
эф

3

313
эф

3

RRQ

RRQ
τ    (9.6)

а)

τ−

∆p−

∆p(t)

τ+
t0

Атмосферное
давление

∆pф

Рис. 9.2. Параметры детонационной
ВУВ:

б)

θ2

p(t)

t
0

1    2    3    4

τ+

∆pф

θ1

а – закон изменения избыточного давления; б – давление в фазе сжатия:
1 – по формулам (9.7), (9.8); 2 – с запасом по формуле (9.9); 3 – исходя

из равенства импульсов; 4 – для жестких конструкций

Поскольку длительность действия ВУВ при детонационных
взрывах обычно очень мала, колебания и прочность конструкций
часто можно определять при помощи теоремы импульсов (см. гл. 6),
для чего используется удельный импульс фазы сжатия i+, который
численно равен площади под кривой давления в этой фазе. При

10002.1 <≤ R  м/кг1/3

R
Q

i
3

эф350=+ , Па⋅с. (9.7)

Давление в фазе сжатия при 0 ≤ t ≤ τ+ подчинено по закону [61]
n

tptp 







−∆=

+τ
1)( ф , (9.8)

где

1ф −
∆

= +

i
p

n
τ

. (9.9)

Этот закон показан на рис. 9.2,б (кривая 1).
При расчетах строительных конструкций эпюру давления

обычно считают треугольной с эквивалентной длительностью θ :







 −∆=

θ
tptp 1)( ф .       (9.10)
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Иногда эту длительность в запас принимают равной продолжитель-
ности фазы сжатия, т.е. θ = τ+ (рис. 9.2,б, кривая 2). Более точно оп-
ределить θ можно исходя из соотношения между продолжительно-
стью фазы сжатия и временем достижения максимальной деформа-
ции конструкции [61, 68]. Если этот максимум достигается в конце
фазы сжатия или после окончания действия нагрузки, то значение θ
определяется из условия равенства импульсов давлений, изменяю-
щихся согласно (9.8) и (9.10): 

1
2

1 +
= +

n
τθ . (9.11)

(рис. 9.2,б, кривая 3). Если же максимальное отклонение конструк-
ции достигается за время, которое существенно (на порядок и бо-
лее) меньше τ+, т.е. конструкция очень жесткая, то считают, что
давление изменяется по касательной к истинной кривой (рис. 9.2,б,
кривая 4):

n
+=

τθ2 . (9.12)

Наибольшее отрицательное давление и продолжительность фа-
зы разрежения хорошо описываются следующими эмпирическими
формулами [61, 68]:

14103 −
− ⋅=∆ Rp , Па; (9.13)

3 эф16.0 Q⋅=−τ , с.          (9.14)

Поскольку давление в фазе разрежения существенно меньше, чем в
фазе сжатия, параметры ВУВ в этой фазе обычно не представляют
большого интереса.

Если заряд имеет удлиненную форму (например, железнодо-
рожный вагон с боеприпасами), то приведенные выше формулы
применимы на расстоянии, превышающем наибольший размер за-
ряда. Кроме того, они справедливы при нормальном состоянии ат-
мосферы, а при некоторых ее аномальных состояниях дают зани-
женные значения ∆pф на расстояниях R , при которых ∆pф ≤ 200 Па.
Впрочем, на практике это не имеет существенного значения, так как
такое маленькое давление обычно не опасно и не учитывается.

9.2.2. Детонация облака взрывоопасной смеси
Существует несколько методик расчета параметров взрыва об-

лаков ГПВС, обзор которых можно найти в [83]. В настоящей книге
изложена методика [71], применяемая в атомной энергетике. Ис-
пользован также документ [40], применяемый в нефтехимии.

Взрыв облака ГПВС может быть как детонационным, так и де-
флаграционным. Определение типа взрыва облака конкретного ве-
щества описано в разд. 9.1. В данном разделе рассматривается дето-
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национный взрыв облака, а дефлаграционным взрывам посвящен
разд. 9.2.3. Следует, однако, заметить, что поскольку последний тип
горения зависит от многих неопределенных условий, достоверно
установить, что произойдет именно дефлаграция, трудно. Поэтому
иногда предполагают, что возможна как детонация, так и дефлагра-
ция облака ГПВС, и принимают наиболее неблагоприятный для
АЭС вариант нагрузки.

Параметры вещества, необходимые для определения характери-
стик ВУВ, даны в табл. 9.7. При расчете делаются следующие до-
пущения, дающие нагрузку с запасом:

1) концентрация горючего компонента в облаке представляет
собой стехиометрическую смесь. Это означает, что в облаке содер-
жится максимально возможное количество вещества, которое мо-
жет сгореть, и поэтому энергия такого взрыва максимальна;

2) во взрывном процессе участвует вся масса горючего, обра-
зующего облако;

3) облако имеет форму полусферы, взрыв – наземный.
Объем облака

0стх

т
твс

2240
TC

TMV
µ

κ
= ,  м3, (9.15)

где Mт – исходная масса топлива, кг; κ − доля массы, переходящая в
облако (табл. 9.8); T – температура окружающей среды в градусах
Кельвина: K = °C + 273; T0 = 273 K; µ − молекулярная масса горю-
чего (табл. 9.7).

Радиус полусферического облака
3

твс0 78.0 Vr = ,  м. (9.16)

В пределах облака абсолютное давление на фронте детонаци-
онной волны

mqp )1(10586.2 1
3

дет −⋅= γ ,  Па; (9.17)

значения параметров γ1 и qm (кДж/кг) приведены в табл. 9.7.
Избыточное давление

0детдет ppp −=∆ , (9.18)

где p0 – атмосферное давление (нормальное давление p0 ≈ 105 Па).
После того, как детонационная волна достигла границы облака,

в окружающем его воздухе распространяется ВУВ. Ее параметры
зависят от приведенного расстояния

3
увE

RR = , м/кДж1/3. (9.19)
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Таблица  9 . 7 .  Характеристика горючих
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ет
он
ац
ии

C
нк
пд

, %

Водород ГВС H2 2 0.933 15
Метан ГВС CH2 16 1.232 −
Этан ГВС C2H6 30 1.250 2.87
Пропан ГВС C3H8 44 1.315 2.57
Бутан ГВС C4H10 58 1.328 1.98
Пентан ПВС C5H12 72 1.340 −
Гексан ПВС C6H14 86 1.340 −
Ацетилен ГВС C2H2 26 1.278 9.7
Этилен ГВС C2H4 28 1.285 3.32
Пропилен ГВС C3H6 42 1.314 3.55
Бутилен ГВС C4H8 56 1.329 −
Дивинил ГВС C4H6 54 1.330 −
Бензол ПВС C6H6 78 1.350 −
Толуол ПВС C7H8 92 1.350 −
Ксилол ПВС C6H10 106 1.355 −
Циклогексан ПВС C6H12 34 1.340 −
Метанол ПВС CH4O 32 1.300 −
Этанол ПВС C2H6O 46 1.340 −
Ацетон ПВС C3H6O 42 1.210 −
Аммиак ГВС CH3 17 1.180 −
Окись углерода ГВС CO 28 1.280 −
Эфир диэтиловый ПВС C4H10O 74 1.360 −
Дихлорэтан ПВС C2H4Cl2 99 1.490 −
Винилхлорид ГВС C2H3Cl 62.5 1.400 −
Бензин ПВС − 98 1.27 1.5
Керосин ПВС − 166 1.28 −
Дизельное топливо ПВС − 188 1.30
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компонентов ГВС и ПВС

Объемные концентра-
ционные проценты
воспламенения

Удельная энергия сте-
хиометрической смеси
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 γ
1

29.59 4 75 2425 3195 1.248
9.45 5 15 2763 3404 1.256
5.66 2.9 15 2797 3496 1.257
4.03 2.1 9.5 2801 3676 1.257
3.13 1.8 9.1 2776 3684 1.270
2.56 1.4 7.8 2797 3748 1.258
2.16 1.2 7.5 2797 3748 1.261
7.75 2.5 81 3387 4329 1.259
6.54 3.0 32 3010 3869 1.259
4.46 2.2 10.3 2922 3839 1.259
3.38 1.6 9.4 2892 3843 1.260
3.68 2.0 11.5 2962 3967 1.260
2.84 1.4 7.1 2937 3966 1.261
2.23 1.3 6.7 2843 3838 1.260
1.96 1.0 7.0 2830 3834 1.259
2.23 1.2 10.6 2797 3748 1.248
12.30 6.0 34.7 2843 3696 1.253
6.54 3.6 19.0 2804 3757 1.256
4.99 2.2 13.0 3112 3766 1.259
19.72 15.0 28 2365 2791 1.248
29.59 12.5 74 2930 3750 1.256
3.38 1.7 49 2840 3862 1.261
6.54 − − 2164 3224 1.265
7.75 − − 2483 3980 1.260
6.4 1.2 7.5 2973 3770 −
6.45 1.2 7.5 2880 3670 −
6.55 1.2 7.5 2810 3650 −
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В формуле (9.19) R – расстояние от центра облака (R > r0); Eув  −
энергия взрыва, перешедшая в ВУВ:

твсув 2 VqE vη= , кДж. (9.20)

где η − это доля полной энергии взрыва, перешедшая в ВУВ:

1

1 1

дет

021
γ

γ

η

−









−=

p
p . (9.21)

Таблица  9 . 8 .  Доля массы исходного горючего вещества,
переходящая в облако

Тип и состояние горючего вещества κ
Газы при атмосферном давлении 1.0
Газы под давлением (кроме водорода) 0.6÷0.7
Газы, сжиженные под давлением (кроме водорода) 0.5
Газы, сжиженные путем охлаждения (кроме водорода) 0.1
Разлитые легко испаряющиеся жидкости (бензин, керосин,
дизельное топливо), водород 0.05
Разлитые тяжело испаряющиеся жидкости (масла, концен-
трат аммиачной воды) 0.01

Избыточное давление на фронте ВУВ ∆pф, Па (рис. 9.2), вычис-
ляется по формулам
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Продолжительность фазы сжатия τ+, с, составит







<+⋅

≤<⋅
=

−

−

+ .434.0при)634.6(10209.0
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3
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RRER
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τ    (9.23)

Импульс давления можно приближенно (с запасом) вычислить,
считая эпюру давления в фазе сжатия треугольной:

2
ф +

+

∆
=

τp
i . (9.24)

Пример 2. Определим параметры ВУВ при высвобождении
100 т пропана, сжиженного путем охлаждения, на расстоянии
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R0 = 500 м от сооружения. Температура наружного воздуха 20°С.
Взрыв происходит непосредственно в месте образования облака.

Исходные данные для расчета параметров ВУВ (табл. 9.7 и 9.8):
масса горючего Mт = 100 000 кг; доля вещества, переходящая в об-
лако, κ  = 0.1; молекулярная масса горючего µ = 44; концентрация
горючего в стехиометрической смеси Cстх = 4.03 %; показатель
адиабаты стехиометрической смеси γ1 = 1.257; удельная энергия
стехиометрической смеси: массовая qm = 2801 кДж/кг, объемная
qv = 3676 кДж/м3; T0 = 273 K; температура окружающей среды
T = 20°C + 273 = 293 K.

Объем облака газо-воздушной смеси найдем с помощью (9.15):

6

0стх

т
твс 10136.0

27303.444
2931000001.022402240

⋅=
⋅⋅

⋅⋅⋅
==

TC
TMV

µ
κ  (м3).

Радиус облака вычисляется по формуле (9.16):

4010136.078.078.0 3 63
твс0 =⋅== Vr  (м).

Определим характер взрыва по методике разд. 9.1.2. Согласно
табл. 9.2, пропан относится ко 2-му классу по степени чувствитель-
ности. Предположим, что территория в месте возможного взрыва
относится к 1-му виду по классификации табл. 9.3 (очень сильно
загроможденная). С учетом этого по экспертной табл. 9.4 и табл. 9.5
устанавливаем, что взрыв будет носить характер детонации.

Вычислим параметры ВУВ по формулам разд. 9.2.2. Абсолют-
ное давление на фронте детонационной волны в пределах облака
вычисляется согласно (9.17):

73
1

3
дет 1018602801125711058621105862 ⋅=−⋅=−⋅= .).(.)(. mqp γ  (Па).

Избыточное давление
757

0детдет 10176.010110186.0 ⋅=⋅−⋅=−=∆ ppp  (Па).
В соответствии с (9.21) найдем долю полной энергии взрыва,

перешедшую в ВУВ:
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Энергия, перешедшая в ВУВ, вычисляется по формуле (9.20):
96

твсув 10366.010136.0366.0367622 ⋅=⋅⋅⋅⋅== VqE vη  (кДж).
Приведенное расстояние
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370
3 93
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=
⋅

==
E
RR  (м/кДж1/3).
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При таком значении R  давление на фронте ВУВ вычисляется по
третьей формуле (9.22):

14294
517.0
146

517.0
974

517.0
49601469744960

3232ф =++=++=∆
RRR

p  Па ≈ 14.3 (кПа).

Продолжительность фазы сжатия ВУВ находим по второй фор-
муле (9.23):

=+⋅= −
+

5.13
ув

4 )634.6(10209.0 RERτ

2.0)517.0634.6(10366.0517.010209.0 5.13 94 =+⋅⋅= − (с).
Импульс давления в фазе сжатия вычисляется согласно (9.24):

43.1
2

2.03.14
2
ф =

⋅
=

∆
= +

+

τp
i  (кПа⋅с).

Отметим, что при определении расстояния от места взрыва до
сооружения обязательно необходимо учитывать возможный дрейф
облака, способ расчета которого изложен в гл. 14. Расчетное рас-
стояние следует считать равным разности между расстоянием до
места образования облака и длиной пути дрейфа. Если облако дос-
тигнет сооружения и взорвется непосредственно возле него, то на
строительные конструкции будет действовать давление не ВУВ, а
детонационной волны, вычисленное согласно (9.17), которое в 44
раза выше. Такую нагрузку мог бы выдержать только специально
спроектированный бункер, а обычное сооружение будет разрушено.

9.2.3. Нагрузки на строительные конструкции
при детонационном взрыве
в неограниченном пространстве

Методы определения давления в ВУВ, описанные в разд. 9.2.1 и
9.2.2, относятся к взрывам в неограниченном объеме. Такое давле-
ние создается проходящей ВУВ и было бы зафиксировано прибо-
ром, который установлен «в чистом поле», т.е. в отсутствие соору-
жения. Однако при взаимодействии ВУВ с сооружением и величина
давления, и его зависимость от времени сильно изменяются, и
именно такое, измененное давление требуется знать для выполне-
ния расчетов прочности и колебаний строительных конструкций.
Далее рассмотрен метод его определения [29, 68].

На рис. 9.3 изображено здание, обтекаемое ВУВ. Будем предпо-
лагать, что фронт ВУВ движется перпендикулярно передней (фрон-
тальной) стене здания (этот случай называется нормальным отра-
жением). Изображены три различных положения фронта волны от-
носительно сооружения. Фронт ВУВ движется со скоростью Dф,
которая зависит от давления на фронте ∆pф, выраженного в МПа:

    фф 381340 pD ∆+= . , м/с.  (9.25)
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Рис. 9.3. Процесс обтекания здания
воздушной ударной волной:

а – начало отражения волны; б − обте-
кание сооружения волной; в – установ-

ление режима обтекания
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Рис. 9.4. Давление на стены и кровлю
при обтекании здания

воздушной ударной волной:
а – давление в проходящей ВУВ, на бо-
ковые стены и кровлю здания; б − отра-
женное давление на фронтальную стену;

в – давление на тыльную стену

Давление в проходящей волне
p(t) изменяется по закону, пред-
ставленному на рис. 9.4,а. При ее
падении на фронтальную стену
частицы воздуха тормозятся и их
кинетическая энергия переходит в
энергию давления. Поэтому ре-
зультирующее отраженное дав-
ление на стену pотр(t) значительно
превышает давление в падающей
волне (рис. 9.4,б).

В начальный момент времени
давление   вследствие   отражения
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увеличивается до величины ∆pотр. Если площадь проемов в стене
меньше 10 %, то

72.0
)(6

2
ф

2
ф

фотр +∆
∆

+∆=∆
p

p
pp , МПа.       (9.26)

Здесь первое слагаемое – это собственно отраженное давление, а
второе – давление скоростного напора воздуха. Усиление давления
вследствие отражения характеризуется значением коэффициента
отражения k = ∆pотр/∆pф, который в данном случае равен 2.

Если площадь проемов во фронтальной стене больше 10 %, то

72.0
)(5.2

ф

2
ф

фотр +∆
∆

+∆=∆
p

p
pp , МПа.            (9.27)

Второе слагаемое в формулах (9.26), (9.27) обычно существенно
меньше первого.

В реальных условиях волна взаимодействует с сооружением ог-
раниченных размеров. В этом случае наряду с отражением проис-
ходит процесс обтекания здания, называемый дифракцией. В мо-
мент времени, когда фронт ударной волны достигает фронтальной
стены, одновременно с отражением на краях стены возникает волна
разрежения, распространение которой приводит к падению давле-
ния на фронтальной стене от значения ∆pотр до ∆pобт (рис. 9.4,б).
Время от начала отражения до установления режима обтекания

ф
обт

*3
D
Ht ≈ , (9.28)

где H* − меньшая из двух величин: высоты здания h или половины
ширины фронтальной стены b (см. рис. 9.3,а). Давление в момент
времени tобт выражается формулой (9.26) или (9.27). Ввиду малости
второго слагаемого оно равно примерно ∆pф (см. рис. 9.4,б). При
t > tобт давление линейно уменьшается до нуля.

Как следует из (9.28), время tобт тем больше, чем больше разме-
ры фронтальной стены. При неограниченно большой стене график
pотр не имеет перелома, т.е. является треугольным (пунктир на
рис. 9.4,б). Размер стены следует считать неограниченно большим,
если длительность нагрузки θ ≤ tобт.

Давление на боковые стены и кровлю – такое же, как в прохо-
дящей волне (см. рис. 9.4,а). В момент времени, когда фронт волны
прошел расстояние  x  от фронтальной стены (см. рис. 9.3,б), давле-
ние в точке с координатой x1 составит

 








 −
−∆=

θф
1

ф 1)(
D

xxptp . (9.29)
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В этот момент времени
давление на фронтальной
стене вычисляется по за-
кону, представленному на
рис. 9.5,б при значении

фD
xt = . (9.30)

Давление на тыльную
стену показано на
рис. 9.4,в. Оно начинает
возрастать с момента
времени tбок, когда фронт
волны достигает этой сте-
ны. Это время вычисляет-
ся по формуле (9.30) при
x = l. Максимального зна-
чения давление достигает

Зона ре-
гулярного
отражения

Зона нере-
гулярного
отражения

Падающая
волнаОтражен-

ная волна

Головная
волна

T

BA

α

C

Рис 9.5. Отражение ВУВ от плоской прегра-
ды при разных углах падения волны α [96]

в момент времени tтыл, равный меньшему из значений

ф
тыл

4
D

ht =   и  
ф

тыл
2
D

bt = . (9.31)

Отраженное давление при падении волны по нормали к прегра-
де не является максимально возможным. На рис. 9.5 показан харак-
тер отражения ВУВ при
различных углах падения
α [96]. Если α меньше оп-
ределенной величины, за-
висящей от давления на
фронте, то происходит
нормальное отражение.
Зона, ограниченная этим
углом, называется зоной
регулярного отражения.
При большем значении α
происходит слияние фрон-
тов падающей и отражен-
ной волн и образуется тре-
тья, так называемая голов-
ная волна («эффект Ма-
ха»). Все три волны пере-
секаются в одной точке B,
именуемой тройной точ-
кой.  Эта  зона  называется
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Рис. 9.6. Зависимость коэффициента
отражения k от угла падения и давления

на фронте ВУВ [67]
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зоной нерегулярного отражения, в которой давление на преграду
уменьшается.

На рис. 9.6 приведена зависимость коэффициента отражения  k
от угла падения ВУВ и давления на фронте ∆pф. Видно, что при
больших величинах ∆pф, соответствующих ядерному взрыву, наи-
более опасный угол падения ВУВ – около 40°. При значениях ∆pф
порядка 0.1 МПа и менее, обычно рассматриваемых в атомной
энергетике, наиболее опасны углы падения от 40 до 70°.

Пример 3. Рассмотрим нагрузки ВУВ на стены и кровлю здания
с размерами в плане b = 15×15 м и высотой h = 18.4 м. Предполага-
ется, что на расстоянии R = 500 м от него взорвался железнодорож-
ный  вагон  с ТНТ (Mвв = 60 000 кг). Эффективную массу Qэф найдем
согласно (9.4), приняв в запас ε = 0: Qэф = Mвв = 60 000 кг.

В соответствии с (9.3) приведенное расстояние

812
60000
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.===
Q
RR  (м/кг1/3).

При таком значении R  давление на фронте ВУВ определяется по
первой из формул (9.5):
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Длительность фазы сжатия находим по второй формуле (9.6):
[ ] =⋅= −

+
40

3
эф

3 40105946 .).lg(. RQτ

[ ] 2308124060000105946 4033 .)..lg(. . =⋅⋅= − (c).
Закон изменения давления в проходящей волне показан на рис.

9.7,а. Для простоты принято, что длительность воздействия равна
продолжительности фазы сжатия. Такое же давление действует на
боковые стены и кровлю здания.

Скорость фронта волны вычисляется по формуле (9.25):

635310839381340381340 3
фф .... =⋅⋅+=∆+= −pD (м/с).

Предполагается, что отражение является нормальным. Отра-
женное давление на фронтальную стену (рис. 9.7,б) вычислим со-
гласно (9.26):
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= 0.02045 (МПа) = 20450 (Па).
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Момент времени tобт, соответ-
ствующий перелому графика,
найден по формуле (9.28), где
принято H* = 7.5 м (половина
ширины фронтальной стены):
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.*

=
⋅

==
D
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Давление на тыльную стену
показано на рис. 9.7,в. Время на-
чала его возрастания tбок найдено
по формуле (9.30) при x = b =
= 15 м:

042.0
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ф
бок ===

D
bt (с).

Время достижения максимума
давления вычислено по второй из
формул (9.31):
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Действие нагрузки заканчивается
в момент времени

t = tбок + θ = 
=0.042 + 0.023 = 0.0272 (с).
Давление, приведенное на

рис. 9.7, используют для проверки
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Рис. 9.7. Давление на конструкции
здания:

а – давление в проходящей волне,
на кровлю и боковые стены здания;
б – фронтальная стена; в – тыльная

стена

прочности ограждающих конструкций и кровли здания. Если же
рассчитывается не отдельная конструкция, а здание в целом (на-
пример, прочность каркаса, устойчивость основания, вынужденные
колебания строительных конструкций и пр.), то к нему следует
приложить полное давление, равное разности давлений на фрон-
тальной и тыльной стенах.

Пример 4. В качестве примера определения полного давления
рассмотрим специфический случай: объект малых размеров в плане
– вентиляционная труба ∅1 м (рис. 9.8,а). Для простоты будем счи-
тать ее сечение квадратом со стороной 1 м. Взрыв предполагается
таким же, как в предыдущем примере.

На рис. 9.8,б показано давление в проходящей волне, а также на
фронтальную и тыльную поверхности трубы. Приведенные законы
изменения давления показывают, что вследствие малости размера
трубы в плане  сдвиг по времени  между началом действия давления
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Рис. 9.8. Нагрузки при взрыве
на вентиляционную трубу:

а – вентиляционная труба; б – нагрузки от ВУВ

на ее фронтальной и
тыльной поверхностях
равен всего 0.01 с.
Поэтому, хотя макси-
мальная величина
полного давления

pполн = pотр − pтыл   
достаточно велика
(более 20 кПа), но
всего за 0.01 с оно
падает практически до
нуля. Иными словами,
нагрузка на трубу
представляет собой
интенсивный, но чрез-
вычайно кратковре-
менный ударный им-
пульс.

В заключение данного раздела укажем, что, согласно россий-
ским нормам проектирования АЭС [50], должно учитываться воз-
действие взрыва с давлением на фронте ВУВ от 10 до 30 кПа и дли-
тельностью фазы сжатия 1 с. Профиль ВУВ в фазе сжатия не огово-
рен, и обычно его принимают таким, как на рис. 9.7,а. Иными сло-
вами, считают, что профиль ВУВ такой, как при детонации, а про-
должительность действия – как при дефлаграции.

По этому поводу следует, во-первых, отметить, что для того,
чтобы давление на фронте было равно 30 кПа и продолжительность
фазы сжатия составила 1 с, надо на расстоянии 1.5 км от АЭС взо-
рвать примерно 14000 т ТНТ (более 230 вагонов). Аварийный, т.е.
случайный, взрыв с такими параметрами ВУВ совершенно нереален
(напомним, что защита АЭС от террористических актов и военных
действий здесь не рассматривается). Во-вторых, для мощных строи-
тельных конструкций АЭС, собственные частоты которых обычно
составляют 4÷5 Гц, такое воздействие практически равносильно
мгновенному приложению постоянной нагрузки, при котором ко-
эффициент динамичности равен 2 (см. гл. 4). Так как давление на
фронте падающей волны нарастает мгновенно, то максимум отра-
женного давления также вдвое превосходит давление на фронте. В
результате эквивалентная статическая нагрузка равна учетверенно-
му максимальному давлению на фронте падающей волны. Поэтому
такое задание ВУВ приводит к неоправданно высоким нагрузкам.

Для сравнения: в рекомендациях МАГАТЭ [112] приведен стан-
дартный профиль ВУВ, используемый в США. Он имеет давление
на фронте 10 кПа, т.е. как в российских нормах, но продолжитель-
ность фазы сжатия всего 0.2 с.
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9.2.4. Нагрузки при затекании ВУВ через проемы
в ограждающих конструкциях

Если взрыв произошел снаружи
здания, в ограждающих конструкци-
ях которого имеются проемы, то
ВУВ затекает через них, создавая
внутри динамическую нагрузку.

На рис. 9.9,а показан характер
изменения давления во времени [65].
Значение ∆p0 («давление проскока»)
определяется по номограмме на
рис. 9.9,б в зависимости от давления
перед проемами ∆p и параметра α,
представляющего собой отношение
площади проемов к площади прегра-
ды. Если проемы находятся на фрон-
тальной стене, то давление ∆p следу-
ет принимать равным отраженному
давлению; для остальных поверхно-
стей здания оно равно давлению на
фронте падающей волны ∆pф.

Максимальное давление
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Рис. 9.9. Давление при затека-
нии ВУВ через проемы:

а – профиль ВУВ; б – номограмма
для определения ∆p0

τmax = (0.1÷0.15)τ+.
Меньшие значения принимают, если ∆p ≥ 100 кПа, а большие – при
∆p ≤ 20 кПа.

9.2.5. Нагрузки на строительные конструкции
при детонационных взрывах в закрытых
и частично открытых помещениях

При детонационном взрыве концентрированного ВВ внутри за-
крытого помещения характер нагрузки на строительные конструк-
ции видоизменяется вследствие наложения вторичных волн, отра-
женных от стен и потолка. Типичный график отраженного давления
показан на рис. 9.10. Видно, что максимальное отраженное давле-
ние ∆pотр не изменяется, но появляются дополнительные пики, соз-
даваемые вторичными отраженными волнами. При этом увеличи-
ваются  общая длительность воздействия и ударный импульс, со-
общаемый конструкции.
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Количество пиков за счет вторичных волн, а следовательно, и
увеличение импульса зависят от многих факторов: положения цент-

τ

pотр

t

p о
тр

τ+

Рис. 9.10. Эпюра давления в отра-
женной ударной волне при наложе-
нии вторичных отраженных волн

ра взрыва внутри помещения;
положения точки, в которой из-
меряется давление; от формы по-
мещения, а самое главное, от со-
отношения генеральных размеров
помещения и длины первичной
ударной волны. В первом при-
ближении увеличенный ударный
импульс [96]

++ = iki~ , (9.33)
где i+ − ударный импульс при
взрыве  в неограниченном  про-
странстве; k – объемный коэффи-

циент, зависящий от отношения объема помещения V, м2, к массе
заряда Qэф, кг. При треугольной эпюре отраженного давления уве-
личение ударного импульса в k раз при одновременном сохранении
максимального отраженного давления означает увеличение во
столько же раз длительности нагрузки τ+.

Аналитически вычислить коэффициент k достаточно сложно, и
сегодня его значение при каждом конкретном сочетании названных
выше факторов определяют экспериментально. В [96] предлагается
при V/Qэф ≥ 7 приближенно находить его следующим образом:


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k          (9.34)

В этой же работе сформулированы следующие правила прибли-
женного определения эпюр отраженного давления при взрыве в
прямоугольном помещении:
- если заряд располагается на оси симметрии помещения и на се-
редине его высоты, то эпюры отраженного  давления на стенки, пол
и покрытие сначала определяются, как при взрыве в открытом про-
странстве, после чего их надо «растянуть» по времени таким обра-
зом, чтобы импульс давления увеличился в k раз;
- если заряд расположен на оси симметрии, но ближе к полу, то
при определении отраженного давления на покрытие коэффициент
k должен увеличиваться не менее чем вдвое;
- если заряд располагается ближе к одной из стен, то при опреде-
лении эпюры давления на более удаленную стену коэффициент k
увеличивается не менее чем в два раза.

Иногда необходимо найти остаточное давление, которое уста-
новится в помещении после затухания ударных волн. На рис. 9.11
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показана зависимость этого давления от соотношения массы ВВ и
объема помещения [21].

Если в закрытом по-
мещении происходит де-
тонационный взрыв обла-
ка ГПВС, то нагрузки на
конструкции могут опре-
деляться описанным вы-
ше образом при условии,
что в момент взрыва об-
лако не достигает стен,
пола или потолка. В про-
тивном случае на них
действует не давление
ВУВ, а детонационное
давление в облаке, вычис-
ляемое по формуле (9.17).

p м
ак
с, 
кП
а

0.001
10

100

1000

0.01 0.1 1
Qэф/V, кг/м3

10 000

10

Рис. 9.11. Максимальное избыточное
давление после взрыва в закрытом

помещении [21]

Пример 5. В помещении с размерами в плане a×b = 5×5 м и вы-
сотой h = 4 м происходит взрыв с тротиловым эквивалентом
Qэф = 8 кг. Точка взрыва O находится в центре помещения  на  сере-
дине высоты.

Определим отражен-
ное давление в следующих
четырех точках стены
(рис. 9.12): (1) – в центре
стены на высоте 2 м от
пола; (2) – прямо над этой
точкой на высоте 4 м, т.е.
на линии пересечения сте-
ны и потолка; (3) – в точке
пересечения двух стен и
потолка; (4) – на середине
высоты стены на пересе-
чении с боковой стеной.

 Результаты вычисле-
ния отраженного давления
в этих точках приведены в
табл. 9.9. Подробности вы-

(1)

(2)

0l2

l1

l4

l3

0.93 МПа
(3)

(4)

1.44 МПа

4.4 МПа

1.9 МПа

Рис. 9.12. Эпюра максимального
отраженного давления на стену

числений для краткости опущены (номера использованных формул
указаны в таблице).

Поскольку при взрыве внутри помещения обтекание отсутству-
ет, эпюра отраженного давления является треугольной. Продолжи-
тельность фазы сжатия в отраженной волне вычислена с использо-
ванием коэффициента k, найденного по формуле (9.34):
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Как следует из табл. 9.9, продолжительность фазы сжатия в рас-
сматриваемых четырех точках отличается незначительно. Если счи-
тать, что для всех точек она одинакова:τ+отр ≈ 0.01 с, то максималь-
ное значение отраженного давления в них достигается одновремен-
но. Тогда давление на стену в этот момент времени может быть
изображено в виде объемной эпюры, которая представлена на рис.
9.12. В силу симметрии давление на все четыре четверти стены
одинаково.
Таблица  9 . 9 .  Результаты расчета отраженного давления на стену

при взрыве внутри помещения

Номер точки i
Параметр Формула

1 2 3 4
Расстояние от точки до
места взрыва li, м 2.5 3.2 4.1 3.5
Приведенное расстоя-
ние iR , м/кг–1/3

(9.3) 1.25 1.6 2.05 1.75
Давление на фронте
падающей волны ipф∆ ,
МПа

(9.5),
1-я фор-
мула 0.084 0.045 0.026 0.036

Продолжительность
фазы сжатия падаю-
щей волны i+τ , с

(9.6),
1-я фор-
мула 0.0038 0.0043 0.0048 0.0045

Максимальное отра-
женное давление

ipотр,∆ , МПа (9.26) 4.4 1.9 0.93 1.44
Продолжительность
фазы сжатия в отра-
женной волне τ+отр,i, с

(9.33) ÷
(9.34) 0.0086 0.0097 0.011 0.01

На рис. 9.13 показана упрощенная схема изменения абсолютно-
го давления в помещении с проемами. Согласно ей, это давление
сначала линейно возрастает от величины атмосферного давления p0
до максимального значения, определяемого пересечением при t = t1
этой прямой с экспоненциально спадающей кривой:

)exp()( ctptp −= 1 . (9.35)
Затем давление убывает по закону (9.35), пока в момент времени
tmax вновь не становится равным атмосферному. Коэффициент при
экспоненте p1 равен максимальному абсолютному квазистатиче-
скому давлению, которое установилось бы в помещении, если бы не
было проемов:
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кс01 ppp += ,    (9.36)
где значение pкс определяется по
графику на рис. 9.11. Параметр экс-
поненты

V
Sac 0132.= , (9.37)

где S – площадь проемов, м2; V –
объем помещения, м3; a0 – скорость
звука в воздухе.

При нормальных условиях
a0 = 340 м/с. Подставляя это значе-
ние в (9.37), получим

p1

p

p0

t1 tmax t

p(t) = p1exp(−ct)

Рис. 9.13. Упрощенная схема
изменения давления в помеще-
нии с разгрузочными проемами

V
Sc 725= , 1/с. (9.38)

Считается, что время t1 совпадает с моментом окончания взрыв-
ного нагружения, которое зависит от учитываемого числа отраже-
ний ВУВ и продолжительности фазы сжатия. Обозначим через ta
время пробега волны от центра взрыва до ближайшей внутренней
поверхности помещения, от которой происходит отражение:

фD
lta = . (9.39)

Здесь l – расстояние до конструкции; Dф – скорость фронта волны
[см. (9.25)]. Если рассматривается n отражений, т.е. n пробегов вол-
ны до конструкции и обратно, то

++−= τatnt )( 121 . (9.40)
При каждом последующем отражении максимальное давление на
фронте волны уменьшается. Поэтому в [21] предлагается ограни-
читься тремя отражениями, т.е. принимать

++= τatt 51 . 
Следует, однако, признать, что допущение об учете именно трех

отражений достаточно произвольно. Кроме того, в [21] предполага-
ется, что значение параметра c, вычисляемого по формулам (9.36)
или (9.37), невелико, т.е. что спад давления в помещении происхо-
дит медленно. Если же этот параметр велик, то время падения дав-
ления до уровня атмосферного может оказаться меньше, чем время
t1, вычисленное по (9.40). В этом случае, очевидно, надо учесть
меньшее число отражений.

Максимальное абсолютное давление в помещении
)exp(max 11

абс ctpp −= . (9.41)
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Ясно, что чем меньше принято значение t1, тем больше это давле-
ние. Максимальное избыточное давление

0
абс ppp −= maxmax . (9.42)

Если площадь проемов в помещении S задана, то формулы
(9.36), (9.39) и (9.41) позволяют определить максимальное давление
и его зависимость от времени. Можно также решить обратную за-
дачу: исходя из заданного допускаемого максимального давления
определить необходимую площадь проемов. Проделав элементар-
ные преобразования (9.37) и (9.41), получим

абс
1

10132 max

ln
. p

p
ta

VS = . (9.43)

Пример 6. Пользуясь данными предыдущего примера, опреде-
лим необходимую площадь проемов, чтобы максимальное избыточ-
ное давление в помещении составило pmax ≤ 50 кПа.

Вычислим максимальное избыточное давление:
150100500

(абс) =+=+= ppp maxmax (кПа).
Отношение массы ВВ к объему помещения равно

080
100

8эф .==
V

Q
.

По графику на рис. 9.11 находим, что при таком отношении макси-
мальное квазистатическое избыточное давление pкс ≈ 320 кПа . Сле-
довательно, абсолютное давление

42032010001 =+=+= ксppp (кПа).
Скорость фронта ВУВ

    208010441038134010381340 66
ф

6
ф =⋅⋅⋅+=∆⋅+= −− ... pD (м/с).

Расстояние от центра взрыва до стены l1 = 2.5 м. Значит, время про-
бега волны до стены

00120
2080

52
ф

1 ..
===

D
lta  (с).

Продолжительность фазы сжатия τ+ = 0.011 c. Учитывая три отра-
жения ВУВ, получим время достижения максимума давления:

0170011000120551 ... =+⋅=+= +τatt (с).
Необходимая площадь проемов, при которой p1 = 420 кПа,
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9.3. Дефлаграционный взрыв
9.3.1. Определение избыточного давления

при дефлаграции
Кратко повторим особенности дефлаграционного горения обла-

ков ГПВС, изложенные в разд. 9.1.1. Дефлаграция отличается от
детонации тем, что скорость распространения пламени по веществу
w ниже звуковой* и может изменяться в широких пределах, в зави-
симости от загроможденности пространства и мощности источника
зажигания. В разд. 9.1.1 приведена заимствованная из [40] методика
определения характера взрыва, в том числе – скорости горения w.
При отсутствии точных данных можно принимать w = 200 м/с.

Изменение избыточного давления при дефлаграционном взрыве
протекает иначе, чем при детонации: нарастание происходит мед-
леннее и максимальная величина меньше, но длительность больше.
Поэтому такое нагружение по характеру ближе к статическому.

Физическая картина дефлаграционного взрыва и расчет зависи-
мости избыточного давления от времени более сложны, чем при де-
тонации. Описание этого процесса имеется в [11], где изложена тео-
рия взрыва в открытом пространстве, разработанная Я.К.Трошиным,
В.А. Горевым, Д.З. Хуснутдиновым [25, 94] на основе теории рас-
ширения сплошного сферического поршня Дж. Тейлора.

Предполагается, что воспламенение происходит в центре полу-
сферического облака ГПВС, откуда начинает распространяться по-
лусферический фронт пламени. Каждый единичный объем смеси,
сгорая, увеличивается в σ раз (σ = 6÷8). При этом продукты взрыва
(ПВ) играют роль сферического поршня, сжимающего окружаю-
щую среду. Впереди фронта пламени образуется ВУВ, но в отличие
от детонации, при которой до ее окончания фронты пламени и ВУВ
совпадают, при дефлаграции между ними имеется слой сжатого га-
за. В этом слое все газодинамические параметры (скорость потока,
плотность, давление и температура) возрастают в сторону фронта
пламени. Интенсивность ВУВ и толщина этого слоя сильно зависят
от скорости распространения пламени: с ее возрастанием интенсив-
ность увеличивается, а слой становится тоньше.

После окончания горения происходит дополнительное расши-
рение сжатых ПВ, и с этого же момента от контактной поверхности,
разделяющей ПВ и воздух, начинает двигаться волна разрежения в
двух направлениях: вперед к фронту ПВ и назад к центру взрыва.
Скорость этой волны превосходит скорость фронта ВУВ. С момен-
та, когда фронт волны разрежения догонит фронт ВУВ, последняя
принимает «классический» профиль, показанный на рис. 9.14 (гово-
рят, что волна сформировалась).
                                                          

* См. сноску на с. 268.
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Рис. 9.14. Профили воздушной
ударной волны при дефлаграции:
а – в пределах объема продуктов взры-

ва; б – за пределами этого объема

Введем следующие обозна-
чения: R – расстояние от центра
облака (взрыва); Rн – радиус об-
лака сгоревших газов в момент
окончания горения и до начала
расширения ПВ; Rдог – расстоя-
ние от центра облака в момент
догона; α – безразмерная ско-
рость распространения пламени,

0aw=α ,      (9.44)
где a0 = 340 м/с – скорость звука
в воздухе.

Если α ≥ 0.5, а Rн ≤ R ≤ Rдог,
то профиль волны избыточного
давления имеет вид, показанный
на рис. 9.14,а. На ударном фрон-
те давление скачком повышается
до ∆pф, после чего  увеличивает-
ся до значения ∆pmax, отвечающе-
го моменту прихода волны раз-
режения.  Затем давление падает,

причем характер его уменьшения зависит от положения точки по
отношению к границе полусферы, ограничивающей объем ПВ (см.
рис. 9.14).

С повышением скорости распространения пламени увеличива-
ется доля общей энергии, переходящей в энергию ВУВ. Если
0 < α ≤ 0.6, то максимальное давление ∆pmax в пределах облака
взрыва определяется зависимостью, полученной В.А. Горевым:

α
α
+

=∆
1

12
2

0pp .max , (9.45)

где p0 – атмосферное давление.
Соотношение (9.45) показывает, что при дефлаграции макси-

мальное давление ВУВ зависит только от скорости горения веще-
ства и не зависит от его количества. В этом заключается принци-
пиальное отличие дефлаграционного взрыва от детонационного.
Поэтому при дефлаграции понятие тротилового эквивалента не
имеет смысла. Вместе с тем при увеличении объема дефлагрирую-
щей смеси и расстояния от места взрыва скорость падения избы-
точного давления замедляется, а длительность ВУВ возрастает.

Зависимость величины максимального давления за пределами
облака взрыва получена Д.З. Хуснутдиновым путем аппроксимации
численного решения. Она находится следующим образом.

Радиус начального облака ГПВС [71]
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3

0нпв

т
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22407810
TC

TMR
µ

κ.= , (9.46)

где Снпв – нижний объемный концентрационный процент воспламе-
нения (см. табл. 9.7);  остальные  обозначения  те же, что  в (9.56).  

К концу процесса горения радиус облака увеличивается до
3

0н σRR = ,  (9.47)
где σ – степень расширения продуктов взрыва,

( )стхнпв14 CC+=σ . (9.48)

При отсутствии данных можно считать σ = 8.
На расстоянии R от центра взрыва (R ≥Rн) давление равно

Cm RB
pRp

)(
)( max

11 0
0

−+
∆

=∆ , (9.49)

где коэффициенты B и C принимаются по табл. 9.10, а R0 – приве-
денное расстояние,

н
0 RRR /= . (9.50)

Таблица  9 . 1 0 .  Коэффициенты для вычисления
максимального давления при дефлаграции

α 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
B 0.588 0.567 0.687 0.546 0.467
C 1.146 1.146 1 1.048 1.14

Нагрузка при дефлаграционном взрыве нарастает настолько
медленно, что при расчете строительных конструкций ее часто рас-
сматривают как статическую. Поэтому для проверки прочности
обычно достаточно располагать максимальным значением давле-
ния, вычисляемым по формулам (9.45) или (9.49). Если тем не менее
требуется получить более детальное количественное и качественное
описание процесса дефлаграции, то это может быть сделано с по-
мощью волновой диаграммы, изображенной на рис. 9.15.

Диаграмма строится в приведенных координатах – пространст-
венной R0 и временнóй t0:

н
0 Rtt = ,  с/м. (9.51)
Точки на диаграмме имеют следующий смысл: В – конец горе-

ния; C – конец расширения ПВ; J, G и F – приход к центру взрыва
соответственно головы волны разрежения, хвоста этой волны и зву-
ковой волны после расширения ПВ; D – приход на расстояние до-
гона звуковой волны по воздуху после расширения. Координаты
точек приведены в табл. 9.11. Они соответствуют σ = 8, но и при
других значениях 6 ≤ σ ≤ 8 отличие не превосходит 2÷3%.
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Рис. 9.15. Волновая диаграмма

Точки на диаграмме соединяются прямыми линиями, как это
показано на рис. 9.15, кроме линий ВС и ВЕ. Их можно построить
по промежуточным точкам 1′÷6′, координаты которых приведены в
табл. 9.12. Линию ВЕ можно приближенно считать прямой, что
приведет к незначительному завышению величины максимального
давление ВУВ.

Линии делят плоскость R0,t0 на пять зон, обозначенных цифра-
ми: 1 – нарастание давления; 2 – спад давления; 3 – постоянное дав-
ление в ПВ; 4 – расширение ПВ; 5 – спад давления на фронте ВУВ.

Волновая диаграмма позволяет путем графических построений
определить профиль ВУВ на разных расстояниях от центра взрыва
(рис. 9.16). Для этого линия OB продолжается до пересечения в точ-
ке М с горизонталью, проведенной через точку Е. На отрезке ЕМ в
выбранном масштабе строится профиль участка нарастания давле-
ния в ВУВ. В этом профиле давление на фронте ∆pф и максималь-
ное давление ∆pmax, зависящие от параметра a, задаются в соответ-
ствии с табл. 9.13.

Давление в остальных точках можно вычислить по формуле
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ффн 2
p

l
ppp ∆+∆−∆=∆

πξsin)( max . (9.52)

Таблица  9 . 1 1 .  Координаты точек волновой диаграммы

Значения координат при α

То
чк
а Коор-

динаты 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.3
0
BR 1 1 1 1 1 1 1 1 1

B
30 10−⋅Bt 7.4 5.9 4.9 4.2 3.7 3.3 2.9 2.7 2.5

0
CR 1.03 1.05 1.06 1.08 1.1 1.3 1.15 1.18 1.2

C
30 10−⋅Ct 8.2 6.8 6.0 5.4 5.0 4.8 4.5 4.4 4.3

0
DR 95.2 20.2 7.7 4.3 3.2 2.6 2.3 2.0 1.8

D
30 10−⋅Dt 285.2 63.1 25.5 14.9 11.2 9.1 7.9 6.8 6.1

0
ER 95.2 20.2 7.7 4.3 3.2 2.6 2.3 2.0 1.8

E
30 10−⋅Et 280 58.9 21.9 11.7 8.2 6.3 5.1 4.3 3.7

0
FR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

F
30 10−⋅Ft 9.3 7.8 7.0 6.4 6.0 5.8 5.5 5.4 5.2

0
GR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

G
30 10−⋅Gt 8.5 6.9 5.9 5.2 4.6 4.2 3.8 3.5 3.3

0
JR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

J
30 10−⋅Jt 8.4 6.8 5.8 5.1 4.5 4.1 3.7 3.4 3.2

Таблица  9 . 1 2 . Координаты промежуточных точек диаграммы

Координаты
Номер точки

R0 t0⋅10 – 3  с/м

1′ 063.037.0 CR+ 00 25.075.0 EB tt +

2′ 079.021.0 CR+ )(5.0 00
CB tt +

3′ 091.009.0 CR+ 00 75.025.0 CB tt +

4′ 00 25.075.0 EB RR + 00 22.078.0 EB tt +

5′ )(5.0 00
EB RR + 00 47.053.0 EB tt +

6′ 00 75.025.0 EB RR + 00 73.027.0 EB tt +
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Рис. 9.16. Построение профилей воздушной ударной волны
при дефлаграционном взрыве

Для построения ВУВ в точке, расположенной на расстоянии R
от центра взрыва, на волновой диаграмме проводится вертикальная
прямая с координатой R0 [см. (9.49)]. Профили ВУВ будут различны
в трех диапазонах изменения R0.

В первом диапазоне изменения 0 ≤ R0 ≤ 1 (рис. 9.16, прямая a−a),
ВУВ имеет три участка: нарастание давления, его постоянное зна-
чение и спад. Продолжительность первого из них 0

нt  изображается
отрезком прямой a – a между точками ее пересечения с линиями ОЕ
и ОВ. На концах этого отрезка перпендикулярно ему откладывают-
ся значения ∆pф и ∆pmax (в том же масштабе, что и на эпюре на ли-
нии ЕМ). Для построения промежуточных точек из начала коорди-
нат проводятся лучи до пересечения с линией ЕМ в точках 1, 2 и т.д.
Вдоль каждого из этих лучей значения всех газодинамических па-
раметров волны (давления, скорости потока, скорости звука) посто-
янны. Поэтому значение давления в точке пересечения луча с лини-
ей a – a такое же, как и с линией EM, т.е. изображается отрезками
1−1′, 2−2′ и пр.
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После нарастания давления до ∆pmax оно скачком уменьшается
до ∆pп (см. табл. 9.13) и сохраняет это значение в течение интервала
времени 0

пt ,  изображаемого  отрезком между точками пересечения
прямой а – а с OB и ВJ. Далее следует участок спада давления про-
должительностью 0

спt . По истечении одной трети этого интервала
давление на нем составляет примерно ∆pп /6. Более точный закон
спада давления для проверки прочности конструкций не требуется.

Во втором диапазоне 1 ≤ R0 ≤ 0
ER  (рис. 9.16, прямая b – b), ВУВ

состоит из двух участков: нарастания и спада давления. Продолжи-
тельность первого 0

нt  изображается отрезком прямой b – b между
точками ее пересечения с линиями OE и BE. Эпюра избыточного
давления в этом диапазоне строится так же, как и ранее, с той толь-
ко разницей, что максимальное давление maxmax pp ∆<′∆  и равно от-
резку 2 – 2′, соответствующему пересечению луча, проведенного
через конец участка 0

нt , с прямой ЕМ. На участке 0
спt  давление под-

чинено закону
nttpp )(max

0
сп

0
сп 1−′∆=∆ , (9.53)

где показатель степени n, зависящий от α, приведен в табл. 9.13.
Таблица  9 . 1 3 .  Параметры воздушной ударной волны

при дефлаграционном взрыве

α ∆pф, кПа ∆pmax, кПа ∆pп, кПа n k
0.4 0.06 24.3 19.9 1.45 0.107
0.5 2.03 35.5 30.4 1.51 0.105
0.6 9.52 47.9 40.9 1.57 0.09
0.7 22.4 65.9 53.7 1.66 0.087
0.8 39.2 85.3 66.4 1.74 0.084
0.9 59.3 108.2 81.6 1.83 0.082
1.0 82.2 132.3 96.8 1.9 0.078
1.1 107.7 156.3 114.1 1.96 0.074
1.2 135.8 195.9 131.3 2.05 0.071

В третьем диапазоне 0
ER ≤ R0, взрывная волна приобретает

«классический» характер (как при детонационном взрыве). Расчет
избыточного давления на фронте фp′∆  выполняется по формулам
разд. 9.2.1, где следует принимать приведенное расстояние

0kRR = . (9.54)
Коэффициент перехода k зависит от α и приведен в табл. 9.13.
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Отметим некоторые характерные особенности ВУВ при дефла-
грации.

При всех расстояниях 000 ERR ≤≤  давление на фронте волны
∆pф одинаково и только при 00 RRE ≤  начинает уменьшаться. Точно
так же при 10 0 ≤≤ R  остаются постоянными значения давлений

maxp∆  и пp∆ , а с изменением R0 меняется лишь продолжительность
соответствующих участков.

Важной особенностью является также то, что эти давления за-
висят только от приведенного  расстояния R0, а не  от количества 
взорвавшегося вещества (начального радиуса Rн облака ГПВС). По-
этому при разных радиусах Rн облака, но одинаковых приведенных
расстояниях R0 (но не превосходящих 0

ER ) эпюры избыточного дав-
ления будут отличаться лишь продолжительностями соответст-
вующих участков, которые могут быть определены через значения
t0 по формуле (9.51).

а)

0

R0 = 0.5; α = 0.8

0 0.05 0.10 0.15 0.20
Время t, с

Д
ав
ле
ни
е 
∆

p,
 к
П
а

39
.2

85
.3

66
.4

80

40

Rн = 25 м

   50 м

 б)

Rн = 25 м

   50 м

R0 = 1.5; α = 0.8

0 0.05 0.10
Время t, с

39
.2 76

.5

0

Д
ав
ле
ни
е 
∆

p,
 к
П
а 80

40

в)

40
.9

47
.9

9.
5

R0 = 0.5
α = 0.8

0.0 0.5 1.0 1.5

0Д
ав
ле
ни
е 
∆p

, к
П
а

Время t, с

60 Rн = 25 м

Рис. 9.17. Зависи-
мость профиля ВУВ
при дефлаграцион-
ном взрыве от пара-
метров R0, Rн и α

Указанные особенности хорошо видны на примере нескольких
расчетов, выполненных при различных значениях α, R0 и Rн. Их ре-
зультаты приведены на рис. 9.17.

Рис. 9.17,а соответствует значениям α = 0.8 и R0 = 0.5, а рис.
9.17,б – тому же значению α = 0.8, но R0 = 1.5. Сплошными линиями
нанесены ВУВ при радиусе начального облака Rн = 25 м, а пункти-
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ром – при Rн = 50 м. Видно, что при увеличении размеров облака
все характерные значения давления не изменяются, но увеличивает-
ся длительность ВУВ (ее закон пропорционально «растягивается»).

Рис. 9.17,в соответствует тому же значению R0 , что и на рис.
9.17,а (R0 = 0.5), но меньшему значению α = 0.6; радиус облака
Rн = 25 м. Сравнение этих рисунков показывает, что с уменьшением
скорости пламени уменьшается и значение избыточного давления,
но увеличивается длительность ВУВ.

9.3.2. Нагрузки на строительные конструкции
при дефлаграционных взрывах

Как отмечено ранее, при дефлаграционном взрыве давление в
ВУВ возрастает значительно медленнее, но действует дольше, чем
при детонационном. При обычных величинах собственных частот
строительных конструкций такая нагрузка близка к статической.
Поэтому часто ограничиваются определением максимального дав-
ления в ВУВ по формуле (9.45), рассматривая его как статическое и
пренебрегая повышением давления вследствие отражения, которое
обычно достаточно мало.

Пример 7. Найдем нагрузку на строительные конструкции
АЭС, вызванную взрывом 75 000 кг авиационного топлива (кероси-
на) при ударе в здание большого коммерческого самолета Boeing
747-400, описанного в  разд. 8.3.4.

Прежде всего определим характер взрыва по методике, изло-
женной в разд. 9.1.2. В соответствии с табл. 9.2 керосин по взрыво-
опасности относится к слабо чувствительным веществам (класс 4).
По классификации окружающей территории, данной в табл. 9.3, она
является среднезагроможденной (класс 3). По экспертной табл. 9.4
устанавливаем, что реализуется 5-й режим взрывного превращения
облака, который в соответствии с табл. 9.5 означает дефлаграцион-
ный взрыв. Скорость фронта пламени находим по формуле (9.1):

6
т1 Mkw κ= , 

где Mт – масса горючего вещества, кг;  κ − доля массы, перешедшая
в облако ГПВС (способ его определения был рассмотрен в
разд. 9.2.2); k1 – константа, k1 = 43. В нашем случае Mт = 75 000 кг;
κ = 0.05 (табл. 9.8) и, следовательно,

1707500005.04366
т1 ≈⋅== Mkw κ (м/с).

Давление на фронте дефлаграционного взрыва ∆pmax рассчиты-
вается по формуле (9.45). Считаем, что атмосферное давление
p0 = 105 Па; скорость звука в воздухе a0 = 340 м/с. Отношение ско-
ростей фронта пламени и звука:

500 .== awα .
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Определим радиус облака взрыва. Радиус полусферы, образуе-
мой ГПВС, вычисляется согласно (9.15), (9.16), куда надо подста-
вить следующие значения: Cнпв = 1.2; µ = 166 (табл. 9.7); T = 390 K
(17°C); T0 = 373 K.
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Радиус облака в конце взрыва найдем, объединив формулы
(9.47) и (9.48) и полагая концентрацию горючего в стехиометриче-
ской смеси Cстх = 6.45 (табл. 9.7):
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Для того чтобы определить площадь, на которой давление при-
ложено к строительной конструкции, надо знать положение центра
облака. Будем считать, что он находится прямо на поверхности кон-
струкции, т.е. расстояние R = 0. Поэтому расчетная площадь при-
ложения давления к строительной конструкции должна быть задана
исходя из размера облака. Отметим, что если речь идет о защитной
оболочке реакторного отделения АЭС, то диаметр облака примерно
в 1.5 раза превосходит обычную высоту (≈ 70 м), т.е. давление мо-
жет оказаться приложенным по всей ее поверхности.

Для сравнения рассмотрим взрыв топлива самолетов двух дру-
гих типов: истребителя-бомбардировщика Phantom RF-4E, описан-
ного в разд. 8.3.3, который несет 10 000 кг топлива, и малого спор-
тивного самолета (разд. 8.3.2), несущего 200 кг. Так как давление
при дефлаграционном взрыве не зависит от количества взрывающе-
гося вещества, то при ударе этих самолетов оно будет таким же, как
и при ударе Boeing 747-400. Отличие состоит только в радиусе об-
лака: для истребителя-бомбардировщика Rн = 28.3 м, а для спортив-
ного самолета Rн = 7.7 м.

Пример 8. В качестве еще одного примера опишем способы за-
дания расчетной нагрузки при дефлаграционном взрыве по нормам
ФРГ [142]. Она зависит от вида и расположения рассматриваемой
конструкции и равна

cqpp s += ,   (9.55)
где ps – давление сжатия, включая отраженное давление; q – коэф-
фициент ветрового напора; с – коэффициент, зависящий от формы
здания. Второй член обычно мал по сравнению с первым, и им
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можно пренебречь (за исключением рассмотренных ниже малых в
плане сооружений).  Направление взрыва произвольное, фронт ВУВ
– плоский.

Плоские строительные кон-
струкции, на которые непо-
средственно падает ВУВ, рас-
считываются на нагрузку, пока-
занную на рис. 9.18. Значения
давления: p1 ≤ 105 Па; p2 = ap1,
где 1/2 ≤ a ≤ 2/3. При этом
p2 ≤ 0.5⋅105 Па. Давление счи-
тается равномерно распреде-
ленным по поверхности. На
рис. 9.18 показан закон отра-
женного избыточного давления
при дефлаграции, приведенный
в документе МАГАТЭ [112] и
заимствованный из более позд-
них норм Германии [128].

Расчет прямоугольного зда-
ния как целого, а также его ос-
нования выполняется на раз-
ность давлений на фронтальной
(«наветренной») и тыльной
(«подветренной») стенах:

тфр ppp −=∆ ,      (9.56)
где pфр – давление на фронталь-
ную стену; pтыл – на тыльную.
Результирующее давление ∆p
показано на рис. 9.20, линия а.
Такой закон изменения давле-
ния принимается для прямо-
угольных зданий обычных раз-
меров (например, прямоуголь-
ных реакторных отделений
АЭС). У зданий меньшего раз-
мера длительность давления на
ответственных сторонах должна
быть не меньше 0.2 с.

t1 t2
0 0.1 0.2 t, c

p p1
p2

Рис. 9.18. Отраженное избыточное
давление при дефлаграционном
взрыве по нормам ФРГ [142]
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Рис. 9.19. Отраженное давление
при дефлаграции [112, 128]
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Рис. 9.20. Расчетная нагрузка
по нормам ФРГ [128]:

а – на прямоугольное в плане здание;
б − на цилиндрические и сферические

конструкции

Давление, показанное на рис. 9.20,а, равномерно прикладывает-
ся вдоль обеих горизонтальных осей здания. Одновременно с этим к
кровле здания прикладывается вертикальная нагрузка по рис. 9.18.
В случае если эта компонента действует как разгружающая, она
должна приниматься равной нулю.
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Рис. 9.21. Распределение давления ВУВ
по цилиндрической или сферической

поверхностям [128]

Отметим, что по
нормам ФРГ одинаковая
нагрузка прикладывает-
ся ко всем наружным
стенам здания. Кроме
того, к кровле прикла-
дывается нагрузка в со-
ответствии с рис. 9.18,
включающая отражен-
ное давление. Это явля-
ется идущим в запас уп-
рощением по сравнению
с российскими нормами,
в которых отраженное
давление учитывается
только на фронтальной
стене (см. разд. 9.2.3).

Для зданий с наруж-
ными поверхностями ци-

линдрической и сферической формы (реакторных корпусов АЭС),
размеры которых составляют от 30 до 70 м, зависимость давления
от времени принимается по рис. 9.20, линия б:
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Распределение нагрузки по поверхности в зависимости от угла ϑ
между направлением падения ВУВ и нормалью к поверхности дано
в табл. 9.14 и показано на рис. 9.21.

Таблица  9 . 1 4 .  Распределение расчетного давления ВУВ
по цилиндрической или сферической поверхности

Угол с нор-
малью ϑ 0 30° 45° 60° 90° 120° 180°
Давление ∆p ∆p 1.3∆p ∆p 12 ppp ⋅∆ 0 0

Иначе определяется расчетное давление на «стройные», т.е.
имеющие малые размеры в плане сооружения. К ним относятся, на-
пример, дымовые трубы, мачты с диаметром менее 10 м и т.п. Ана-
логичные сооружения были рассмотрены в разд. 9.2.3, где показано,
что вследствие малости размера в плане время, за которое происхо-
дит их обтекание волной, очень мало, а потому давления на фрон-
тальную и тыльную поверхности почти мгновенно уравновешивают
друг друга. По этой причине нормы ФРГ [128] предписывают при
их расчете пренебрегать первым слагаемым ps в формуле (9.55), а
учитывать  только второе слагаемое  cq,  т.е.  скоростной  динамиче-
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ский напор воздуха, считая его статической нагрузкой. Зависимость
между q и p2 приведена в табл. 9.15. Промежуточные величины оп-
ределяются по интерполяции. Для конструкций любых конфигура-
ций коэффициент формы c = 1.2.

Таблица  9 .15 .  Зависимость коэффициента скоростного
динамического напора q от давления p2

Избыточное давление p2, кПа 10 30 50
Коэффициент скоростного напора q, кПа 1.5 3.5 10

В заключение можно отметить, что в нормах ФРГ определение
величины давления при дефлаграционном взрыве сильно упрощено
и доведено до использования стандартных коэффициентов. Зато в
них подробно регламентированы способы приложения нагрузки к
сооружениям различного вида.

9.4. РАЗРЫВ РЕЗЕРВУАРОВ СО СЖАТЫМ ГАЗОМ
9.4.1. Разрушение наземного резервуара со сжатым газом
В результате мгновенного разрушения резервуара со сжатым га-

зом в воздухе распространяется ВУВ, форму которой считают такой
же, как при детонационном взрыве. Изложенный далее метод опре-
деления давления ∆pф на ее фронте можно использовать в следую-
щих случаях:

а) разрушение сосудов со сжатыми или сжиженными газами
под высоким давлением. Согласно нормам [71], в этом случае за
расчетное избыточное внутреннее давление p1 должно приниматься
давление опрессовки сосуда (у автомобильных и железнодорожных
цистерн для перевозки сжиженных газов это давление ≈ 2.4 МПа),
умноженное на коэффициент запаса 1.2. Для таких сосудов изло-
женный метод дает оценку давления ВУВ с запасом;

б) дефлаграционный взрыв ГПВС в емкостях, не рассчитанных
на повышенное внутреннее давление (например, для хранения бен-
зина, мазута и пр.). В качестве расчетного внутреннего давления p1
следует принимать его значение, соответствующее предельной
прочности сосуда. В этом случае метод, изложенный в настоящем
разделе, дает наиболее вероятную оценку давления ∆pф. При отсут-
ствии данных нормы [71] предлагают принимать ∆pф = 40 кПа.

Для оценки параметров ВУВ необходимо располагать следую-
щими данными: объем сосуда Vp, м3;  абсолютное давление газа p1 в
сосуде в момент разрушения, МПа; атмосферное давление p0, МПа
(нормальное давление p0 ≈ 0.1 МПа); скорость звука в газе внутри
сосуда a1, м/с; скорость звука в воздухе a0, м/с (при нормальных ус-
ловиях можно принимать a0 = 340 м/с); показатель адиабаты газа γ1.

Скорость звука в газе вычисляется по формуле
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µ
γ 11

1 1891 Ta .= , м/с, (9.58)

где T1 – температура газа по Кельвину в сосуде в момент его разры-
ва (T1 K = T °C + 273°); µ – молекулярная масса газа (табл. 9.7); γ1 –
показатель адиабаты газа, зависящий от температуры и давления.

Таблица  9 . 1 6 .  Дробная часть {a} показателя адиабаты γ1
некоторых газов

Значение {a) при давлении р, МПаГаз Температура
T, K 0.1 1 10
300 401 417 566
500 391 396 437Азот
1000 341 342 347
300 670 697 960
500 668 676 753Аргон
600 667 673 721
270 410 413 427
300 405 406 417Водород
500 397 397 398
300 396 414 599
500 366 371 420Кислород
700 337 339 353
280 402 424 698
400 396 406 494Окись угле-

рода
600 376 381 409
300 393 352 −
400 254 276 630Двуокись уг-

лерода
600 214 229 291
320 308 410 −
400 277 315 −Аммиак
530 230 243 333
280 247 339 −
300 233 299 −Ацетилен
320 221 273 −
300 402 418 571
600 376 379 404Воздух
300 143 − −
360 109 147 −
400 097 174 −Пропан
600 069 074 150
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Дробная  часть  показателей  адиабаты некоторых газов приве-
дена в табл. 9.16. Чтобы с ее помощью получить значение показате-
ля адиабаты конкретного газа, надо число {a}, соответствующее
требуемой температуре и давлению, разделить на 1000 и к получен-
ному результату прибавить 1. Например, для аммиака при T = 400 K
и давлении p = 1 МПа в таблице находим {a} = 315. Следовательно,

γ1 = 1 + 315/1000 = 1.315. (9.59)
Абсолютное давление ∆pф на фронте ВУВ определяется из

уравнения [21]:
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где γ0 – показатель адиабаты воздуха (отметим, что в документе [71]
в этом уравнении имеется опечатка: пропущен знак минус перед
дробью в показателе степени у фигурной скобки).

Избыточное давление на фронте ВУВ
0физб ppp −∆=∆ , (9.61)

а безразмерное избыточное давление
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На рис. 9.22 приведены номограммы, вычисленные по формуле
(9.60). По ним можно определить абсолютное давление на фронте
ВУВ в зависимости от параметров газа в баллоне – давления, скоро-
сти звука и показателя адиабаты. При вычислении номограмм при-
нимался показатель адиабаты воздуха γ0 = 1.402, что соответствует
нормальному давлению (p0 = 0.1 МПа) и T = 300 K (+27 °C).

Номограммы построены для четырех значений показателя адиа-
баты газа γ1, покрывающих весь практически важный интервал из-
менения этой величины. При иных значениях γ1 давление на фронте
ВУВ следует определять по интерполяции между величинами, най-
денными по номограммам, соответствующим меньшему и больше-
му γ1. Аналогично этому при промежуточных значениях скорости
звука в газе давление ВУВ определяется по интерполяции.

Давление в ВУВ, вычисленное по формулам (9.61), (9.62), обра-
зуется непосредственно рядом с резервуаром, а по мере удаления от
него уменьшается. На расстоянии R от баллона его можно вычис-
лить следующим образом [21, 71].

Исходная потенциальная энергия газа в баллоне объемом Vp
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Сферический сосуд такого же объема, как баллон, имеет радиус

3
4
3

pc V
π

R = . (9.64)

Безразмерный радиус эквивалентной сферы Rэ, в которой газ имеет
ту же энергию,

3 0
э E

p
RR c= . (9.65)
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Рис. 9.22 . Номограммы для определения
в зависимости от скорости звука a1
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На произвольном расстоянии R от баллона давление определя-
ется по номограмме на рис. 9.23 [21]. Для этого надо нанести на ней
точку, соответствующую значениям Rэ и ∆pизб/p0. Затем строится
линия вдоль ближайшей кривой на номограмме до точки с абсцис-
сой, соответствующей безразмерному радиусу сферы эR′ , который
отвечает интересующему расстоянию R. Чтобы найти эR′ , следует в
формулу (9.64) подставить R вместо Rc. В результате получим:

1

∆pф/p0 γ1 = 1.7
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абсолютного давления ∆pф на фронте ВУВ
и показателя адиабаты γ1 газа в баллоне
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p
p∆

A
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Твердое ВВ
(ТНТ, пенталит)

Рис. 9.23. Избыточное давление
при разрыве газового баллона [71]

==′ 3 0
э E

pRR

cR
RRэ= . (9.66)

Ордината этой точки
представляют собой без-
размерное избыточное
давления на расстоянии R.

Огибающая кривых,
показанная на рис. 9.23
жирным пунктиром, соот-
ветствует взрыву высоко-
концентрированного твер-
дого ВВ [21]. Это означа-
ет, что в случае, если точ-
ка, соответствующая зна-
чениям ∆pизб/p0 и Rэ, лежит
на огибающей или выше
нее,  параметры   ВУВ  вы-

+i

Rэ0.1 1 10 100

0.01

0.1

10–3

10–4

10–5

Рис. 9.24. Приведенный ударный
импульс при разрыве газового

баллона [21]

числяются по формулам (9.5),
(9.7). Чтобы найти эквивалент-
ную массу взрывчатого вещества
Qэф (кг), следует разделить энер-
гию E (кДж), вычисленную по
формуле (9.63), на удельную теп-
лоту взрыва ТНТ (4520 кДж/кг):

4520эф
EQ = , кг. (9.67)

Импульс давления
3 2

0
0

1 Ep
a

ii ++ = , (9.68)

где +i – приведенный ударный
импульс, определяемый по номо-

грамме рис. 9.24 в зависимости от эквивалентного расстояния Rэ.
Пример 9. Найдем давление на стену при разрыве гидроакку-

мулятора, расположенного в помещении, показанном на рис. 9.25,а.
Он представляет собой сосуд емкостью 25 м3, нижняя половина ко-
торого заполнена жидкостью, а верхняя – азотом под давлением.

Предполагается, что центр распространения ВУВ находится по-
средине верхней части гидроаккумулятора, т.е. примерно посредине
высоты стены. Рассматривается разрыв сосуда, ближайшего к стене
по ряду А. Кратчайшее расстояние между ними R = 4.75 м. Объем
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газа Vр = 12.5 м3, температура T1=300 К. Рабочее давление в сосуде
составляет 10.5⋅106 Па, избыточное давление при гидроиспытаниях
14.1⋅106 Па. В соответствии с нормами [71] в качестве расчетного
внутреннего давления p1 при разрушении сосуда принимается это
давление, умноженное на коэффициент 1.2, т.е.

66
1 1017101.142.1 ⋅≈⋅⋅=p  (Па). 

а)

4.75 м

10
 м

20
 м

А

12 м

б)

О
тм
ет
ка

, м

Давление, МПа
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18
20

Падающая
волна

Отраженное
давление

Рис. 9.25. Давление на стену при раз-
рыве гидроаккумулятора:

а – расположение гидроаккумуляторов;
б – давление на стену по ряду А

Отношение давления p1 к атмосферному:
17001 =pp .

Скорость звука в газе вычислим по формуле (9.58), где показа-
тель адиабаты 6811 .=γ  (он найден по табл. 9.16 путем экстраполя-
ции приведенных там данных до 170 ати); молекулярная масса азота
µ = 28. 

387
28

68130018911891 11
1 =

⋅
==

...
µ
γTa  (м/с).

Отношение скоростей звука в газе и воздухе
15101 .=aa .

Для того чтобы найти абсолютное давление ∆pф на фронте ВУВ,
численно решим уравнение (9.60). Получаем

7360ф .=∆ pp .
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Таким образом, абсолютное давление на фронте ВУВ
6

0ф 106730736 ⋅==∆ .. pp  (Па).
Избыточное давление

666
0физб 1057301010106730 ⋅=⋅−⋅=−∆=∆ ...ppp  (Па). 

Безразмерное избыточное давление

7351
0

ф

0

изб .=−
∆

=
∆

p
p

p
p

.

Исходную потенциальную энергию газа найдем согласно (9.63):

9
66

1

01 1030
1681

10101017512
1

⋅=
−

⋅−⋅
=

−
−

= .
.

..
γ

ppVE p  (Дж).

По формуле (9.64) вычислим радиус сферического сосуда с таким
же объемом, как баллон:

982512
4
3

4
3

33 .. ===
ππ pc VR  (м).         

Безразмерный радиус эквивалентной сферы Rэ, в которой газ имеет
ту же энергию, вычисляется согласно (9.65):

20
1030
1010982 3

9

6
3 0

э .
.
.. =
⋅
⋅

==
E
pRR c .       

Безразмерное давление эR′ , соответствующее наименьшему рас-
стоянию до стены, вычислим по формуле (9.66):

32.0
98.2
75.42.0ээ ===′

cR
RRR .

Последовательность определения давления на таком расстоянии
R от баллона показана на рис. 9.23. На номограмме нанесена точка
A, соответствующая значениям ∆pизб/p0 = 5.73 и Rэ = 0.2, и из нее
построена линия вдоль ближайшей кривой на номограмме (пунк-
тир). Абсциссы точек на этой кривой представляют собой безраз-
мерные расстояния эR′ , на которых избыточное давление равно ор-
динатам этих точек. В частности, при 32.0э =′R  (точка B)

3
0

изб =
∆

p
p

.

Поскольку p0 = 0.1⋅106 МПа,
6

изб 1030 ⋅=∆ .p  МПа.
Для i-й точки стены, расположенной на расстоянии hi от рас-

смотренной выше точки, расстояние от центра «взрыва»
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22
ii hRR += .

Давление в i-й точке вычисляется так же, как ранее.
На рис. 9.25,б пунктиром показано распределение давления в

падающей ВУВ. При расчете отраженного давления на стену необ-
ходимо учитывать зависимость коэффициента отражения от угла
падения ВУВ (см. рис. 9.6), так как расстояния до верхней и нижней
точек стены вдвое больше, чем до ближайшей точки. Отраженное
давление в различных точках стены, полученное таким образом, по-
казано на рис. 9.25,б сплошной линией. Видно, что хотя в верхней и
нижней частях стены коэффициент отражения несколько больше,
чем в ближайшей точке (т.е. на высоте 10 м над полом), но, тем не
менее, наибольшее давление действует именно в последней.

Определим импульс давления в этой точке. Безразмерное рас-
стояние до стены вычислено ранее: 320э .=′R . По рис. 9.24 находим,
что при таком безразмерном расстоянии эквивалентный импульс
давления 120.=+i . Действительный импульс вычислим по соотно-
шению (9.68):

50910301010
340

120 3 9263 2
0

0

=⋅⋅== +
+ .).(.Ep

a
ii  (Па⋅с).

Приближенно считая форму ВУВ треугольной, получаем, что дли-
тельность фазы сжатия

0034.0
103.0

50922
6

изб
=

⋅
⋅

=
∆

= +
+ p

iτ  (с).

Взрыв баллона происходит в замкнутом помещении. В разд. 4.4
было отмечено, что в этих условиях максимальное давление на
фронте ВУВ не увеличивается, но за счет отражения волн от стен и
потолка может увеличиться импульс давления, т.е. длительность
фазы сжатия [96]. Этот фактор был исследован применительно к
взрывам концентрированных ВВ. Поэтому оценим тротиловый эк-
вивалент взрыва Q через величину импульса давления. Из (9.5) и
(9.7) следует, что при взрыве ТНТ импульс давления, количество
ВВ и расстояние до взрыва связаны соотношением

23

350






= +RiQ .

Подставив сюда значения импульса и расстояние до стены, нахо-
дим, что тротиловый эквивалент составляет

18
350

754509 23

=





 ⋅

=
.Q  (кг).
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В [96] установлено, что степень увеличения импульса зависит
от отношения объема помещения V к тротиловому эквиваленту
взрыва Q и должна учитываться при V/Q ≤ 15. Объем помещения
гидроаккумуляторов V = 5800 м3. Таким образом,

15322 >>=
Q
V , 

и, следовательно, увеличение импульса из-за того, что помещение
является закрытым, можно не учитывать, т.е. нагрузку можно счи-
тать такой же, как при взрыве в открытом пространстве.

9.4.2. Разрушение подземного резервуара
Приведем формулы для определения параметров ВУВ при

взрыве ГПВС в подземном резервуаре [71].
Физическая природа этого взрыва такая же, как и при взрыве

облака ГПВС на поверхности (разд. 9.2.2). Для определения давле-
ния на фронте ВУВ необходимо располагать следующими данны-
ми: вид газа; объем резервуара Vp, м3 (или количество ГПВС в нем);
толщина слоя грунта над резервуаром ∆hгр, м; толщина стенок ре-
зервуара δст, м; плотность грунта ρгр, кг/м3; плотность стенок ρст,
кг/м3; расстояние до интересующей точки R, м.

Избыточное давление на фронте ВУВ вычисляется по эмпири-
ческой формуле

( ) 072
33

стхф 537
.

. RVBp ppρα=∆ , кПа, (9.69)

где ρстх – плотность стехиометрической смеси, кг/м3 (см. табл. 9.7);
αp – эмпирический коэффициент (для углеводородных смесей мож-
но принимать αp = 3.46);

)( грстстгр
3 ρρδ+∆= hVB p . (9.70)

Пример 10. Определим давление на фронте ВУВ при взрыве
пропана в подземном резервуаре объемом Vp = 100 м3. Резервуар
изготовлен из стального листа толщиной δст = 0.005 м; плотность
стали ρст = 7800 кг/м3. Толщина слоя грунта над резервуаром
∆hгр = 1.5 м; его плотность ρгр = 1800 кг/м3. Расстояние до строи-
тельной конструкции, которую требуется рассчитать на этот взрыв,
R = 20 м.

053180078000050511003 .)..( =⋅+=B .
Плотность стехиометрической смеси пропана находим по табл. 9.7:
ρстх = 1.315 кг/м3.

Подставив величины в (9.69), найдем давление на фронте ВУВ:

( ) 12201000533151463537
07233

ф =⋅⋅⋅=∆
.

....p  (кПа).



Глава  10
ПОРАЖАЮЩЕЕ ДЕЙСТВИЕ ВЗРЫВА

Поражающее действия взрыва связано с механическим воздей-
ствием на конструкции и людей, создаваемым воздушной ударной
волной (ВУВ) и разлетающимися осколками, с выделением тепла,
которое может вызвать пожары, и с колебаниями почвы («сейсмо-
взрывное воздействие»). Его оценка важна при проектировании
АЭС, взрывоопасных производств, объектов гражданской обороны
и т.п. В этой главе рассмотрены только первые два названных фак-
тора. Вопросы, связанные с обеспечением пожарной безопасности,
лежат за пределами тематики данной книги. Сейсмовзрывное воз-
действие здесь также не затрагивается, поскольку любая АЭС
должна быть рассчитана на действие природного землетрясения с
ускорением колебаний грунта не менее 1 м/с2 [11, 86], которое соз-
дает более тяжелые нагрузки, чем сейсмовзрывное воздействие при
наземных взрывах, обычно учитываемых для АЭС.

10.1. Оценка поражающего действия
воздушной ударной волны

10.1.1. Степень поражения людей
и строительных конструкций

Степень повреждения строительных конструкций при действии
ВУВ можно определить точно, произведя их расчет. Однако пред-
варительную оценку вероятности того или иного поражения можно
получить с помощью основанной на статистических данных мето-
дики, приведенной в [40, 58]. Следует подчеркнуть, что эта оценка
относится к зданиям, которые спроектированы без специального
учета ВУВ.

Для нахождения вероятности повреждения необходимо вычис-
лить величину фактора опасности Vi, а по нему – значение так на-
зываемой пробит-функции Pr. Они зависят от двух параметров: от-
раженного давления ∆pотр и импульса фазы сжатия i+ (см. гл. 9). Во
всех формулах настоящего раздела размерность ∆pотр – Па, i+ − Па⋅с.

Приведем выражения для Vi и Pr, соответствующие различным
видам поражения конструкций, людей и животных.

1. Повреждение стен промышленных зданий, при которых
их можно восстановить без сноса:

3948

отр
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29017500
..
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



∆
=

+ip
V ; (10.1)

11 2605 VPr ln.−= . (10.2)
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2. Разрушение промышленных зданий, при которых они
подлежат сносу:

31147
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46040000
..
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+ip
V ; (10.3)

22 2205 VPr ln.−= . (10.4)
3. Длительная потеря управляемости у людей и животных

(состояние нокдауна):

+

+=
ip

V 3124
3

.. , (10.5)

где p  − приведенное давление,

0

отр1
p
p

p
∆

+= ;  (10.6)

+i − приведенный импульс давления,

3
0

1
mp

ii +
+ += ; (10.7)

m – масса тела человека или животного, кг; p0 – атмосферное давле-
ние ( p0 ≈ 105 Па);

33 ln74.55 VPr −= .  (10.8)
4. Разрыв барабанных перепонок у людей:

)ln(.. отр4 5241612 pPr ∆+−= .    (10.9)
5. Отбрасывание людей взрывом:


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V
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отр
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103173801 . ;   (10.10)

55 4425 VPr ln.−= . (10.11)
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Пробит-функция Pr
3 4 5 6 7 8

Рис. 10.1. Вероятность поражения

Зависимость между про-
бит-функцией Pr и вероятно-
стью поражения P приведена
на рис. 10.1 и в табл. 10.1.
Например, если Pr = 5.10, то
по рисунку P ≈ 0.55. 

Более точно вероятность
определяется по табл. 10.1.
Поясним правило ее исполь-
зования на примерах. Найдем
вероятность поражения, если
пробит-функция Pr = 5.10.



10.1. Оценка поражающего действия воздушной ударной волны 311

Это значение  располагается на пересечении строки с цифрой
«0.5» и столбца с цифрой «4». Для нахождения вероятности пораже-
ния следует к числу в соответствующей строке (0.5) приписать спра-
ва цифру, соответствующую номеру столбца (4). В результате полу-
чим вероятность P = 0.54. Другое значение Pr = 7.75 стоит на пере-
сечении строки с цифрой «0.99» и столбца с цифрой «7». Следова-
тельно, вероятность поражения P = 0.997. Для промежуточных зна-
чений Pr вероятность находят посредством интерполяции.

При обычно встречающихся на практике значениях давления и
импульса вероятность повреждения конструкций и поражения лю-
дей и животных можно также определить по номограммам на
рис. 10.2 −10.5.

Таблица  1 0 . 1 .  Связь вероятности поражения
с пробит-функцией  [40]

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 2.67 2.95 3.12 3.25 3.38 3.45 3.52 3.59 3.66

0.1 3.72 3.77 3.82 3.86 3.92 3.96 4.01 4.05 4.08 4.12
0.2 4.16 4.19 4.23 4.26 4.29 4.33 4.36 4.39 4.42 4.45
0.3 4.48 4.50 4.53 4.56 4.59 4.61 4.64 4.67 4.69 4.72
0.4 4.75 4.77 4.80 4.82 4.85 4.87 4.90 4.92 4.95 4.97
0.5 5.00 5.03 5.05 5.08 5.10 5.13 5.15 5.18 5.20 5.23
0.6 5.25 5.28 5.31 5.33 5.36 5.39 5.41 5.44 5.47 5.50
0.7 5.52 5.55 5.58 5.61 5.64 5.67 5.71 5.74 5.77 5.81
0.8 5.84 5.88 5.92 5.95 5.99 6.04 6.08 6.13 6.18 6.23
0.9 6.28 6.34 6.41 6.48 6.55 6.64 6.75 6.88 7.05 7.33
0.99 7.33 7.37 7.41 7.46 7.51 7.58 7.65 7.75 7.88 8.09

Примеры. Определим  вероятность поражения строительных
конструкций и людей при действии ВУВ со следующими парамет-
рами: отраженное давление ∆pотр = 30⋅103 Па; импульс i+ = 400 Па⋅с.

Пример 1. Найдем вероятность P1 повреждений стен промыш-
ленных зданий, при которых возможно их восстановление без сноса.

Согласно (10.1), фактор опасности
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Значение пробит-функции находим по формуле (10.2):
     73.561.0ln26.05ln26.05 11 =−=−= VPr .

По табл. 10.1 определяем, что вероятность названных повреж-
дений P1 ≈ 0.77. То же значение получим по рис. 10.1. 

Пример 2. При тех же исходных данных найдем вероятность P2
повреждений промышленных зданий, при которых они подлежат
сносу.
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Согласно (10.3) и (10.4):
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Рис. 10.2. Номограмма для оценки пора-
жения промышленных зданий:

1 – граница минимальных разрушений;
2 – граница значительных повреждений;

3 – разрушение зданий (разрушено
50÷70 % стен)

По табл.10.1 и по
рис. 10.2 находим, что ве-
роятность разрушения
здания P2 ≈ 0.28.

На рис. 10.2 приведена
номограмма, позволяющая
непосредственно оценить
степень разрушения про-
мышленных зданий, не
рассчитанных на действие
взрыва, по величине дав-
ления и импульса.

Пример 3. Определим
вероятность P3 длительной
потери управляемости (со-
стояния нокдауна) у чело-
века c массой тела
m = 80 кг.

Приведенное давление по формуле (10.6)
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Рис. 10.3. Вероятность P3 длительной
потери управляемости (нокдауна)

у людей и животных
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Согласно (10.8), пробит-
функция
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29.324.4ln74.55ln74.55 33 −=−=−= VPr .
Получилась отрицательная величина Pr, что невозможно. Это озна-
чает, что вероятность потери человеком управляемости равна нулю.

На рис. 10.3 приведена номограмма, показывающая вероятность
поражения в зависимости от значений приведенного давления и
импульса. Точка, соответствующая найденным значениям этих ве-
личин,  лежит  в   безопасной области,  т.е.  вероятность поражения
равна нулю, как это и получено выше.

Пример 4. Определим ве-
роятность разрыва барабан-
ных перепонок у людей. По
формуле (10.9) находим зна-
чение пробит-функции:

=∆+−= )ln(524.16.12 отр4 pPr

11.3)1030ln(524.16.12 3 =⋅+−= .
По графику 10.1 и табл.

10.1 получаем, что вероят-
ность поражения P = 0.03. Эту
же вероятность можно непо-
средственно определить по
номограмме на рис. 10.4.
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Рис. 10.4. Вероятность P4 разрыва
барабанных перепонок у людей

Пример 5. Найдем ве-
роятность P5 отбрасывания
людей взрывом.

По формуле (10.10)
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Значение пробит-функции
находим, согласно (10.11):

=−= 55 4425 VPr ln.
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Рис. 10.5. Вероятность P5
отбрасывания людей

     ...ln. 44661084425 −=−=
Отрицательные значения пробит-функции невозможны, и, сле-

довательно, вероятность отбрасывания людей взрывом P5 = 0.
На рис. 10.5 приведена номограмма для определения этой веро-

ятности. Точка, соответствующая заданным величинам давления и
импульса, лежит в безопасной области. Это означает, что вероят-
ность поражения равна 0.
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В литературе имеются данные о взрывоустойчивости оборудо-
вания, аппаратов и конструкционных элементов зданий и сооруже-
ний, полученные посредством экспериментов и натурных обследо-
ваний. В них степень поражения выражается в зависимости только
от одного параметра – от избыточного давления ∆p на фронте ВУВ.

В табл. 10.2. приведены данные о степени и вероятности повре-
ждения строительных конструкций, соответствующие различным
величинам ∆p. При их использовании следует иметь в виду, что в
процессе натурных обследований сильные повреждения идентифи-
цируются достаточно точно, но в определении средних и слабых
повреждений присутствует значительная доля субъективизма.
Таблица  1 0 . 2 .  Зависимость степени повреждения строительных

конструкций от величины избыточного давления ВУВ

Избыточное
давление ∆pi прp

pc i

∆
∆

=
Степень по-
вреждения
здания

Ремонт, тре-
буемый для

восстановления

Вероят-
ность раз-
рушения Pi

Предельное ∆pпр 1 Сильная Капитальный 0.5
Среднее ∆pср 0.85 Средняя Средний 0.22
Слабое ∆pсл 0.75 Слабая Мелкий 0.083
Незначительное
∆pн 0.6

Незначи-
тельная Текущий 0.005

Вероятности повреждений строительных конструкций, найден-
ные по методике [40] и табл. 10.2, можно использовать для оценки
вероятности финансовых потерь. Если стоимость k-го элемента со-
ставляет S(k) руб., а вероятность его разрушения, соответствующая
давлению ∆p и импульсу i+, равна P(k)(∆p, i+), то условная вероят-
ность потерь в рублях

),(),|( )()()(
++ ∆=∆ ipPSipLP kkk . (10.12)

Вероятность ожидаемого ущерба от разрушения данного элемента
вычисляется по формуле полной вероятности:

),(),|()(
1

)()(
+

=
+ ∆∆= ∑ ipPipLPLP s

n

s

kk , (10.13)

где Ps(∆p,i+) – вероятности реализации данного давления и импуль-
са, зависящие от расположения источников взрывов, их частоты,
вероятных количеств ВВ и пр.

На рис. 10.6 изображена номограмма, позволяющая оценить
степень поражения людей и конструкций при различных величинах
давления на фронте ВУВ [71]. Характер поражения, отвечающий
цифрам на графике, расшифровывается в табл. 10.3. Следует еще
раз напомнить, что повреждения строительных конструкций, ука-
занные в таблице, соответствуют зданиям, которые не были специ-
ально рассчитаны на действие ВУВ.
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Рис. 10.6. Уровни поражения людей и конструкций

Таблица  1 0 . 3 .  Уровни поражения людей и конструкций

Номер на
рис. 10.6 Характер поражения

1 Повреждение некоторых стекол
2 Разрушение более 10 % стекол, предел мелких повреждений
3 Разрушение 50 % стекол
4 Очень легкие повреждения конструкций, повреждение эле-

ментов фронтона
5 Разрушение 75 % стекол и разрушение оконных рам
6 Полное разрушение стекол, частичное повреждение домов
7 Повреждение и разрушение стекол, частичное повреждение

жилых домов
8 Нижний предел серьезного повреждения конструкций
9 Частичное обрушение стен и черепичной кровли

10 Разрушение машин в производственных зданиях
11 Разрушение 50 % жилых домов
12 Разрыв легких стальных рам
13 Разрыв резервуаров−хранилищ
14 Разрушение легких построек с металлическим каркасом
15 Разрушение опор
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Окончание табл. 10.3
Номер на
рис. 10.6 Характер поражения

16 Полное разрушение жилых домов
17 Опрокидывание железнодорожных вагонов
18 Серьезные повреждения машин в производственных зданиях
19 Разрушение стен из армированного бетона
20 Разрыв легких человека

В табл. 10.4 приведена еще одна сводка эмпирических данных о
взрывоустойчивости оборудования, аппаратов и конструкционных
элементов зданий и сооружений.

Таблица  1 0 . 4 .  Взрывоустойчивость оборудования
и конструкционных элементов  зданий

Оборудование, аппараты, конст-
рукционные элементы зданий и

сооружений

Предельное значе-
ние избыточного
давления ∆pпр, кПа

Приведенное
расстояние
прR , м/кДж1/3

Мачты, антенны, молниеотводы 35 0.286
Мачты, высоковольтные линии
электропередач 35 0.286
Воздушные линии электропере-
дач 50 0.232
Столбы электросети и связи 50 0.232
Эстакады:

для трубопроводов
металлические 60 0.208
железобетонные 70 0.190

Эстакады:
для электросиловых линий 50 0.232
для кабелей КИП 35 0.286

Градирни железобетонные 60 0.208
Дымовые трубы:

кирпичные и железобетонные 60 0.208
металлические 52 0.226

Емкости для хранения жидкостей:
цилиндрические 31 0.310
сферические 90 0.164

Трубопроводы:
подземные 200 0.102
наземные (наружные) 60 0.208

Кабельные каналы в грунте 100 0.154
Воздуховоды 35 0.286
Подъемно-транспортное обору-
дование 35 0.286
Электродвигатели 170 0.113



10.1. Оценка поражающего действия воздушной ударной волны 317

Окончание табл. 10.4

Оборудование, аппараты, конст-
рукционные элементы зданий и

сооружений

Предельная вели-
чина избыточного
давления ∆pпр, кПа

Приведенное
расстояние
прR , м/кДж1/3

Щиты электрические 70 0.190
Понижающие трансформаторы 70 0.190
Автоматика и вычислительная
техника 15.4 0.490
Автоматика и оборудование по-
жаротушения 40 0.264
Перегородки и кровля зданий:

кирпичных 15.4 0.490
железобетонных 17.0 0.580
кровля мягкая 15.4 0.490

Перекрытия промышленных зда-
ний:

кирпичных 28.0 0.330
со стальным и железобетон-
ным каркасом 30.0 0.317
с массивными стенами 42.0 0.257

Полы 28.0 0.330
Стены зданий:

шлакоблочных 22.0 0.385
деревянных 28.0 0.330
кирпичных

в 1.5 кирпича 25.0 0.335
в 2 кирпича 45.0 0.246
в 2.5 кирпича 53.0 0.224

Фундаменты:
ленточные жилых домов 400 0.069
с замоноличенными колон-
нами каркаса 215 0.098

Каркасы зданий:
железобетонный 53.0 0.224
стальной 55.0 0.219

Лестницы 28.0 0.330
Отделочные и прочие работы 15.4 0.490
Теплоизоляция трубопроводов 20.0 0.410
Механизмы открывания проемов 7.0 0.891
Остекление с шипками:

более 1×1 м 3.5 1.6
менее 1×1 м 7.0 0.891

Внутренние работы:
сантехнические 28.0 0.330
электротехнические 15.4 0.490

Планировка площадки, покрытия 400 0.069
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10.1.2. Оценка зоны поражения
Размеры зон с разной степенью поражения людей и сооружений

можно определить методами, изложенными в разд. 10.1.1. Прибли-

1

1
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R1

10−6

10−8

Эффективная масса ВВ Qэф, кг

0.01

102 104 106

     Рис. 10.7. Значения R1

женно радиус поражения R (м) можно
найти по формуле [40]:

1KRR = ,  (10.14)
где K – коэффициент, зависящий от
степени поражения, приведенный в
табл. 10.5; R1 определяется по рис.
10.7 или по формуле

( )[ ] 612
эф

31
эф1 31801

−
+= QQR ,  (10.15)

где Qэф – эффективная масса ВВ, кг,
которая для концентрированных ВВ
приведена в разд. 9.2. При детонации
облака ГПВС и разрыве резервуаров
со сжатым газами можно найти массу
Qэф, разделив  энергию взрыва Eув или

сжатого газа E на теплоту взрыва ТНТ, равную 4520 кДж/кг [см.
(9.20) и (9.67)]. 
Таблица  1 0 . 5 .  Уровни поражения людей и повреждения зданий

Категория
поврежде-

ния
Характеристика поражения людей

и повреждения зданий
Избыточное
давление Δp,

кПа
K

A Полное разрушение зданий; смер-
тельное поражение человека ≥ 100 3.8

B Тяжелые повреждения, здание под-
лежит сносу 70 5.6

C Средние повреждения, возможно
восстановление здания 20 9.6

D Разрушение оконных проемов, лег-
ко сбрасываемых конструкций 14 28

E Частичное разрушение остекления ≤ 2 56

Необходимо подчеркнуть, что найденный таким образом радиус
поражения относится к обычным зданиям, при строительстве кото-
рых воздействие взрыва специально не учитывалось.

10.2. Разлет осколков
Кроме действия ВУВ опасность при взрывах представляют раз-

летающиеся осколки. Их принято разделять на первичные и вто-
ричные [21, 71]. Первичные осколки – это обломки корпусов сосу-
дов, оборудования, строений, разрушенных взрывом или высоким
внутренним давлением. Вторичные – это объекты, поднятые в воз-
дух ВУВ, которыми могут являться предметы, оказавшиеся рядом с
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местом взрыва: мелкие незакрепленные инструменты, трубы, брев-
на, куски разрушенного оборудования, обломки зданий и пр. Далее
описаны способы расчета скоростей и дальности полета осколков.

10.2.1. Первичные осколки
Масса и размеры первичных осколков зависят от особенностей

конструкции и прочности разрушенного корпуса агрегата, сосуда
или сооружения. Чаще всего они являются неопределенными, и по-
этому относительно них приходится принимать те или иные допу-
щения или рассматривать различные варианты разрушения.

При взрывах бомб или снарядов с конденсированным ВВ обыч-
но образуются очень мелкие осколки (массой 1 г или меньше), раз-
летающиеся со скоростью порядка нескольких км/с.

Разрушение контейнеров с взрывоопасными смесями или сосу-
дов высокого давления может привести к образованию осколков
различных размеров – от самых мелких до крупных плохообтекае-
мых. Их размеры и количество зависят от конкретных особенностей
разрушенного сосуда или агрегата и определяются макро- и микро-
структурой корпуса (наличием насечек, нарезов, изгибов, внутрен-
них трещин и пр.), физическим состоянием соединительных швов,
особенно сварных. Осколки, у которых два размера существенно
превосходят третий, иногда называют дисковидными. При их полете
может действовать значительная подъемная сила, и в результате
они «парят» в воздухе.

По этим причинам при расчете разлета осколков обычно при-
нимают некоторые допущения. Например, в [21, 71] предлагается
считать, что цилиндрические сосуды высокого давления разруша-
ются на одинаковые по величине фрагменты. Если их образуется
только два, то они разлетаются вдоль оси цилиндра. Если же число
обломков велико, то они будут иметь удлиненную форму и разле-
таются в радиальном направлении. Для сосудов из вязкопластичных
материалов (дюралюминий) число осколков n = 2÷10, для прочных
сосудов (нержавеющая сталь) n ≈ 100. Если в результате взрыва
разрушаются строение из каменной кладки, стеклянные блоки,
оконные проемы, то число образующихся осколков чрезвычайно
велико. Считают, что размеры и масса всех осколки одинаковы.

Методика расчета скоростей осколков при разрушении сосуда
под давлением приведена в [21, 71]. Она основана на следующих
предположениях: стенки сосуда имеют  одинаковую толщину; у ци-
линдрических сосудов отношение диаметра к длине велико
(L/D ≈ 10); у сферических сосудов, естественно, L/D = 1. Внутри на-
ходятся водород, воздух, аргон, гелий или двуокись углерода.

Исходные данные для расчета: объем сосуда V0, масса корпуса
mс, внутреннее давление p, абсолютная температура газа T0 в на-
чальный момент времени.
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Рис. 10.8. Атмосферное давление
на разной высоте над уровнем моря

Таблица  1 0 . 6 .  Отношение удель-
ных теплоемкостей γ и индивиду-
альная газовая постоянная Rн для

некоторых газов [21]

Газ γ Rн,
м2/(с2⋅К)

Водород 1.400 4124.0
Воздух 1.400 287.0
Аргон 1.670 208.1
Гелий 1.670 2078.0
Двуокись азота 1.225 188.9

Приведенное давление p

П
ри
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ая

 с
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ь 

v
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Рис. 10.9. Зависимость приведенной
скорости осколков от приведенного

давления [21]

Сначала находят приве-
денное давление в сосуде

2
1с

00 )(
am

Vpp
p

−
= ,    (10.16)

где p0 – атмосферное давле-
ние, зависящее от высоты
над уровнем моря (рис. 10.8);
a1 – скорость звука в газе,
которую можно вычислить
либо по формуле (9.57), где
надо положить T1 = T0, либо
по формуле

0н1 TRa γ= ,     (10.17)

где γ − параметр отношения
удельных теплоемкостей; Rн
– индивидуальная газовая
постоянная (табл. 10.6).

После этого по эмпири-
ческим графикам на рис. 10.9
определяется приведенная
скорость осколков v , кото-
рая связана с действительной
скоростью v соотношением

1ka
vv = ,      (10.18)

где k – коэффициент, зави-
сящий от соотношения раз-
меров фрагментов; если со-
суд разрушается на равные
по величине части, то k = 1.
Затем по формуле (10.18) на-
ходим реальную скорость v.

На рис. 10.9 заштрихова-
ны три зоны, соответствую-
щие цилиндрической и сфе-
рической формам сосуда, а
также разному числу оскол-
ков. Видно, что при разрыве
сферического сосуда скоро-
сти осколков слабо зависят
от их числа. При разрыве ци-
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линдрического сосуда на две и десять частей скорости отличаются
значительно, но при дальнейшем увеличении числа осколков изме-
няются мало.

В [21] рассмотрен случай разрыва длинного цилиндрического
сосуда (отношение длины к диаметру равно 10) на две неравные
части. Предполагается, что разрыв происходит в плоскости, пер-
пендикулярной оси симметрии. Образовавшиеся обломки движутся
вдоль оси в противоположных направлениях. Стенки сосуда имеют
постоянную толщину, днища – полусферические. Скорости облом-
ков вычисляются так же, как ранее, за исключением коэффициента
k в (10.18), который приближенно равен

3750251
ст

об .. +=
m
mk , (10.19)

где mоб – масса обломка; mст – полная масса оболочки сосуда.
Пример 6. Рассчитаем скоро-

сти осколков при разрыве цилинд-
рического сосуда со сжатым возду-
хом, размеры которого показаны на
рис. 10.10,а. Исходные данные:
полная масса корпуса сосуда
mс = 100 кг; объем V0 = 0.063 м3;
температура газа T0 = 300 K; избы-
точное давление в сосуде
(p − p0) = 2 МПа.

Вычислим скорость звука в
сжатом воздухе по формуле (10.17),
где γ = 1.4, Rн = 287:

== 0н1 TRa γ

34730028741 =⋅⋅= . (м/с).
Приведенное давление в сосуде

=
−

= 2
1с

00

am
Vppp )(

010
347100

0630102
2

6

..
=

⋅
⋅⋅

= .

Сначала предположим, что ре-
зервуар разрушается на большое
число (n = 10) осколков одинаковой
величины, разлетающихся в ради-
альном направлении (рис. 10.10,б).
Таким  образом,  масса  каждого  из

а)

2 м

0.
2 
м

б)

в)

0.25mс 0.75mс

Рис. 10.10. Варианты разрушения
цилиндрического сосуда:

а – размеры сосуда; б – разрушение на
большое число осколков; в – разруше-

ние на две части
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осколков равна 10 кг. По графику на рис. 10.9 находим приведен-
ную скорость: 120.=v .

По величине v  с помощью (4.75) находим реальную скорость
осколков (при k = 1):

64112034711 .. =⋅⋅== vkav  (м/с).
Теперь предположим, что сосуд разрушается на две части, мас-

сы которых: m1 = 0.25mc = 25 кг; m2 = 0.75mc = 75 кг (рис. 10.9,в.).
Приведенное давление в баке то же, что и раньше. По графику на
рис. 10.9 находим, что при разрушении на две части приведенная
скорость 030.=v .

Согласно (10.19), коэффициенты ki для масс m1  и m2 соответст-
венно равны:

6875037502502511 .... =+⋅=k ;  3125137507502512 .... =+⋅=k .
Реальные скорости обломков:

16703034768750111 ... =⋅⋅== vakv  (м/с);
661303034731251122 ... =⋅⋅== vakv  (м/с).

Сделаем два замечания относительно данной методики опреде-
ления скоростей осколков при разрыве цилиндрических сосудов.

Во-первых, она разработана в предположении очень большого
отношения длины сосуда к диаметру (не менее 10). Это позволило
не учитывать влияние днищ на разрушение стенок сосудов. На
практике такие длинные резервуары используются редко, и обычно
это отношение меньше 10. Можно предположить, что для более ко-
ротких сосудов скорости осколков будут ближе к случаю разруше-
ния сферы, т.е. при большом числе осколков они окажутся несколь-
ко меньше, а при разрушении на две части – несколько больше, чем
по приведенным формулам.

Во-вторых, в случае разрыва сосуда на два неодинаковых об-
ломка по этой методике получается парадоксальный результат: ско-
рость более тяжелого из них оказывается больше, чем легкого.

10.2.2. Нагрузка на тело
при его обтекании взрывной волной

Прежде чем перейти к рассмотрению разлета вторичных оскол-
ков, остановимся на определении нагрузки на тело конечной вели-
чины, создаваемой ВУВ [21]. При его обтекании происходит ди-
фракция волны. Не останавливаясь на деталях этого процесса, отме-
тим, что при прохождении волны давление на тыльную (заднюю)
поверхность тела меньше, чем на фронтальную (переднюю), что
равносильно приложению с фронтальной стороны избыточного
давления p(t).

Характер изменения избыточного давления приближенно пока-
зан на рис. 10.11. Сначала  оно за время   t1 возрастает до максиму-
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ма pr. Если тело имеет плоскую переднюю грань, то t1 = 0. Затем
давление убывает, пока не сравняется с функцией падения давления
q(t), после чего убывает до нуля, под-
чиняясь этому закону. Отметим, что
максимальный импульс получается
при t1 = 0, и в запас можно всегда
принимать это значение.

Продолжительность действия дав-
ления

( )bebp
bit −

+

+−Δ
=

1ф

2

3 , (10.20)

где b – константа времени, определяе-
мая по графику на рис. 10.12.

0 t1 t2 t3Время t

pr

p2

Д
ав
ле
ни
е 

p(
t)

q(t)

Рис. 10.11. Суммарное давле-
ние на тело при его обтекании

взрывной волной

Падение давления подчиняется
закону
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где Q – максимальный динамиче-
ский напор; при 5.3≤p

0

2

)7(2
5 p

p
pQ
+

= ;       (10.22)

CD – коэффициент сопротивления
тела при стационарном обтекании
потоком воздуха (табл. 10.7). В на-
чальный момент времени

QCpq D== 2)0( .       (10.23)
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Рис. 10.12. Зависимость константы
времени b от безразмерного

давления p

Пример 7. Определим закон измене-
ния давления ВУВ на вторичный осколок
(кирпич) с размерами 0.25×0.12×0.065 м.

Параметры ВУВ: Δpф = 0.15⋅106 Па,
i+ = 0.1⋅104 Па⋅с.

Безразмерное давление

5.1
101
105.1

5

5

0

ф =
⋅
⋅

=
Δ

=
p
p

p .

Максимальное отраженное давление
( ) =+= 0

27502 ppppr .
( ) 652 1032010151750512 ⋅=⋅⋅⋅+⋅= .... (Па).

ВУВ 0.25 м

0.
12

 м

0.065 м

Рис. 10.13. Размеры
вторичного осколка

Функцию падения давления найдем по формуле (10.21), где ко-
эффициент CD определяется по табл. 10.7. Поскольку там нет тела с
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точно такими пропорциями, примем среднюю величину между зна-
чениями для куба и узкой полоски: CD = 1.6.

Таблица  1 0 . 7 .  Коэффициенты сопротивления CD
для тел различной формы [21]

Форма и ориентация тела Геометрия обтекания (стрелкой
указано направление потока) CD

Правильный круговой цилиндр
(длинный стержень). Поток
перпендикулярен оси

1.20

Длинный цилиндр. Поток па-
раллелен оси 0.82

Шар 0.47

Диск или квадратная пластина.
Поток перпендикулярен плос-
кости    

1.17

Куб. Поток перпендикулярен
одной из граней 1.05

Куб. Поток набегает на ребро
     

0.80

Длинная прямоугольная
пластинка. Лобовое натекание
потока на узкую грань

   

2.05

Длинная прямоугольная
пластинка. Натекание потока
на длинное ребро

     

1.55

Узкая полоска. Поток перпен-
дикулярен плоскости

    

1.98
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Согласно (10.22), максимальный динамический напор
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pQ = 0.66⋅105 (Па).

Подставив эти значения в (10.21), получим функцию падения
давления
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Скорость фронта волны вычисляется по формуле (9.25):

5091015.0103.81340103.81340 66
ф

6
ф =⋅⋅⋅+=Δ⋅+= −− pD (м/с).

Передняя грань обтекаемого
тела вертикальна, поэтому интер-
вал времени t1 = 0. Время t2  рав-
но времени tобт, которое вычисля-
ется по формуле (9.28), где надо
принять H* = 0.12 м (наимень-
ший размер передней грани):
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Рис. 10.14. Давление ВУВ
на вторичный осколок

q(t2) = 0.94⋅105 Па.
Полученный закон давления ВУВ, действующего на вторичный

осколок, изображен на рис. 10.14. Импульс давления равен площади
под кривой:

i = 580 Па⋅с.
10.2.3. Движение вторичных осколков
Тело, обтекаемое ВУВ, может под действием избыточного дав-

ления начать движение со скоростью v, т.е. превратиться во вторич-
ный осколок. Если оно не закреплено, то эту скорость можно найти
следующим образом.

Будем рассматривать тело как материальную точку. Воспользу-
емся теоремой об изменении количества движения:

Iqq =− 0 , (10.24)
где q – количество движения в произвольный момент времени,

mvq = , (10.25)
здесь m – масса осколка; q0 – количество движения в начальный
момент времени (поскольку движение начинается из положения по-
коя, q0 = 0).
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В правой части (10.24) стоит импульс силы. Если i – импульс
суммарного избыточного давления, а A – площадь проекции тела на
плоскость, перпендикулярную направлению распространения ВУВ,
то импульс силы равен

iAI = . (10.26)
Из (10.24)−(10.26) следует, что

m
Aiv = . (10.27)

Пример. Определим скорость, которую получит тело, рассмот-
ренное в примере разд. 10.2.2. Его масса m = 3.5 кг, размеры фрон-
тальной грани 0.25×0.12 м, площадь грани A = 0.03 м2. Импульс
давления в этом примере был равен i = 580 Па⋅с. Согласно (10.27),

5
5.3
03.0580 ≈==

m
Aiv  (м/с).

Ранее  рассматривалось движение под действием ВУВ незакре-
пленного тела. Если же оно закреплено, то будет сорвано взрывом и
превратится в летящий осколок только при условии, что максималь-

С
ил
а 

Ap
(t)

t2 t3

Ap

R

0 t1
Время t

t0

Рис. 10.15. Сила, действующая
на закрепленный осколок

ная сила, создаваемая ударной вол-
ной, больше прочности крепления R:

Ap(t) ≥ R. (10.28)
Момент времени t0, когда креп-

ление разрушится и начнется движе-
ние, т.е. когда в (10.28) достигается
равенство:

10 t
Ap
Rt

r
= . (10.29)

Сила, действующая на тело после
разрушения крепления, показана на
рис. 10.15 сплошной линией.

Скорость осколка вычисляется так же, как и выше, с тем отли-
чием, что импульс силы (площадь под кривой нагрузки) меньше на
величину заштрихованного треугольника:

m
ARt

iv ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
2

0 , (10.30)

или, с учетом (10.29):
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2

. (10.31)

Другая методика определения скорости незакрепленного
вторичного осколка, в которой используются параметры не сум-
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марного избыточного давления на тело, а падающей на тело ВУВ
(давление Δpф и импульс i+), приведена в работе [21].
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v = 0.1    0.05    0.01    0.005    0.001

Рис. 10.16. Связь между безразмерными параметрами
давления, импульса и скорости  [21]

На рис. 10.16 изображена номограмма, по которой определяется
скорость. По оси абсцисс отложен безразмерный импульс

а)

В
У
В

x

б)

h
)(

0

xkhp
iaCi

r

D

+
= + , (10.32)

а по оси ординат – безразмер-
ное давление p , вычисляемое
согласно (10.17). Кривые соот-
ветствуют значениям безраз-
мерной скорости осколка

)(0

0

xkhAp
mavv

+
= .  (10.33)

В формулах (10.32) и
(10.33) использованы обозна-
чения: a0 – скорость звука в
воздухе (при нормальных усло-

Рис. 10.17. Форма вторичного
осколка:

а – аксонометрия; б – проекция
на плоскость, перпендикулярную
направлению взрывной волны

виях a0 = 340 м/с); k – постоянная (для осколка, находящегося на
поверхности земли, k = 4, а в воздухе k = 2); x – расстояние от фрон-
тальной точки тела до поперечного сечения с наибольшей площа-
дью (рис. 10.17,а); h – минимальная ширина проекции осколка на
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плоскость, перпендикулярную направлению распространения
взрывной волны (рис. 10.17,б); остальные обозначения прежние.

Для нахождения скорости осколка надо вычислить безразмер-
ные давление и импульс p и i , а затем определить, какой безраз-
мерной скорости v  соответствует кривая, проходящая через точку с
этими координатами (если надо, выполнить интерполяцию). После
этого можно найти действительную скорость по формуле (10.33),
которая после преобразования имеет вид

0

0 )(
ma

xkhApvv +
= .    (10.34)

Пример 9. Определим скорость, которую получит тело, изо-
браженное на рис. 10.13, при действии ВУВ с параметрами
Δpф = 1⋅105 Па, i+ = 2650 Па⋅с. Масса тела m = 3.5 кг, размеры фрон-
тальной грани 0.25×0.12 м, площадь A = 0.03 м2. Атмосферное дав-
ление p0 = 1⋅105 Па, скорость звука в воздухе a0 = 340 м/с.

Безразмерное давление

1
101
101

5

5

0

ф =
⋅
⋅

=
Δ

=
p
p

p .

Вычислим безразмерный импульс. Поскольку сечение тела,
перпендикулярное направлению распространения ВУВ, постоянно,
то в формуле (10.32) следует считать x = 0, а h = 0.12 м (высота
фронтальной грани). Тело находится на поверхности земли, поэто-
му коэффициент k = 4. Коэффициент CD = 1.6 (см. пример в
разд. 10.2.2). Подстановка в (10.32) дает

35
)012.04(101

31003406.1
)( 5

ф

0 =
+⋅⋅

⋅⋅
=

+Δ
= +

xkhp
iaCi D .  

Точка с такими координатами лежит на кривой 10=v . Подста-
вив это значение в (10.34), найдем скорость вторичного осколка

12
3405.3

)012.04(03.010110)( 5

0

0 =
⋅

+⋅⋅⋅⋅
=

+
=

ma
xkhApvv  (м/с).

10.2.4. Дальность полета осколков
После взрыва осколок летит по воздуху, пока не упадет на зем-

лю или не ударится в препятствие. При движении на него действу-
ют сила тяжести и аэродинамическая сила, зависящая от плотности
воздуха, мгновенной скорости осколка, а также от его формы и ори-
ентации в данный момент времени. Обычно осколки имеют нерегу-
лярную форму и всячески «кувыркаются» в полете, поэтому точно
определить аэродинамическую силу невозможно. При анализе тра-
ектории осколка эту силу упрощенно разлагают на две составляю-
щие:  лобовое сопротивление FL,  касательное  к траектории  движе-
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ния и  противоположное векто-
ру скорости v, и подъемная си-
ла FD, нормальная к траекто-
рии. Их можно представить в
виде

LLL AСvF 25.0 ρ= ,     (10.35)

DDD AСvF 25.0 ρ= ,    (10.36)
где ρ − плотность воздуха; v –
скорость осколка; 0.5ρ v2 – ди-
намическое давление; AL, AD –
эффективные площади сечения
тел; CL, CD  –  эмпирические ко-

α

A2CL2

A2CN2

A2CD2

A1CD1

A1CL1
A1CN1

A1

A2

x

y

v

Рис. 10.18. Силы,
действующие на
летящую плиту

эффициенты подъемной силы и лобового сопротивления, зависящие
от формы и ориентации осколка относительно вектора скорости и
от величины последней. Для осколков неправильной формы, кото-
рые являются плохо обтекаемыми телами, CL << CD, и действие на
них подъемной силы можно не учитывать. Однако при некоторых
положениях такого осколка, а также для осколков другой формы, у
которых один размер существенно больше других, может оказаться
CL >> CD, и для них подъемная сила будет существенной.

На рис. 10.18
изображены силы,
действующие на
осколок (плиту),
летящий со скоро-
стью v. Площадь
большей поверх-
ности осколка А1,
а меньшей – А2,
угол атаки α. На
гранях осколка
действуют силы ло-
бового сопротив-
ления FD1 = A1CD1
и FD2 = A2CD2, а
также подъемные
силы FL1 = A1CL1  и
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Рис. 10.19. Номограмма для определения
дальности полета осколка [21]

FL2 = A2CL2. Эти силы пропорциональны площадям граней и коэф-
фициентам лобового сопротивления и подъемной силы, зависящим
от угла атаки (табл. 10.8).

Суммарная подъемная сила
221121 ACACFFF LLLLL +=+= ,  (10.37)

а суммарное лобовое сопротивление
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221121 ACACFFF DDDDD +=+= . (10.38)

Таблица  1 0 . 8 .  Коэффициенты подъемной силы
и лобового сопротивления

Угол атаки α° 0° 10° 20° 30° 40° 50°
CL1 0 0.42 0.8 1.11 1.3 0.75
CD1 0 0.075 0.29 0.64 1.09 0.9
CL2 0 −0.36 −0.7 −1.03 −1.32 −1.3
CD2 2.05 2.02 1.93 1.78 1.57 1.09

Угол атаки α° 60° 70° 80° 90° 100° 110°
CL1 0.59 0.4 0.2 0 −0.2 −0.4
CD1 1.01 1.1 1.15 1.17 1.15 1.1
CL2 −1.11 −0.8 −0.42 0 0.42 1.8
CD2 0.64 0.29 0.075 0 0.075 0.29

Угол атаки α° 120° 130° 140° 150° 160° 170°
CL1 −0.56 −0.75 −1.3 −1.11 −0.8 −0.42
CD1 1.01 0.9 1.09 0.64 0.29 0.075
CL2 1.11 1.8 1.32 1.03 0.7 0.36
CD2 0.64 1.09 1.57 1.78 1.93 2.02

Для определения дальности полета осколка R необходимо знать
его массу m, начальную скорость v0, плотность воздуха ρ  (при нор-
мальном атмосферном давлении ρ = 1.225 кг/м3).

Скорость определяется в зависимости от безразмерной скорости

mg
vFv D

2
0ρ

=    (10.39)

и отношения

D

L
LD F

FC = .   (10.40)

Сначала по номограмме на рис. 10.19 находим безразмерную даль-
ность полета

m
RFR Dρ

= .  (10.41)

Если CLD лежит между значениями на номограмме, то ее следует
находить по интерполяции.

Зная R , можно вычислить действительную дальность

DF
RmR

ρ
= .    (10.42)



10.3. Защита от взрывов с помощью экранов 331

Как было отмечено в начале данного раздела, для осколков не-
правильной формы действие подъемной силы несущественно, т.е.
для них можно принимать CL1 = CL2 = 0.

Пример 10. Вычислим дальность полета вторичного осколка
(кирпича), изображенного на рис. 10.13.

Исходные данные: масса осколка m = 3.5 кг; площади граней:
А1 = 0.25×0.12 = 0.03 м2; А2 = 0.25×0.065 = 0.01625 м2. Начальная
скорость v0 = 12 м/с, угол атаки α = 40°.

По табл. 10.8 определяем коэффициенты подъемной силы и ло-
бового сопротивления при заданном угле атаки α = 40°: CL1 = 1.3;
CD1 = 1.09; CL2 = −1.32; CD2 = 1.57.

Суммарная подъемная сила
0176.001625.032.103.03.12211 =⋅−⋅=+= ACACF LLL .  

Суммарное лобовое сопротивление
0582.001625.057.103.009.12211 =⋅+⋅=+= ACACF DDD . 

Отношение этих сил

3.0
0582.0
0176.0

===
D

L
LD F

FC .

Безразмерная скорость

32.0
8.95.3

120582.0293.1 22
0 =

⋅
⋅⋅

==
mg

vF
v Dρ

.

По номограмме на рис. 10.19 определяется безразмерная даль-
ность полета. Полученное значение CLD лежит между 0 и 0.5, для
которых приведены кривые на номограмме, но при  32.0=v  эти
кривые практически совпадают. Находим, что безразмерная даль-
ность полета равна 3.0=R . Следовательно, реальная дальность

14
0582.0293.1
3.05.3

=
⋅
⋅

==
DF

RmR
ρ

 (м).

10.3. Защита от взрывов
с помощью проницаемых экранов

При обтекании взрывной волной малого препятствия непосред-
ственно за ним образуется область, где давление ниже, чем в па-
дающей волне. Но уже на небольшом расстоянии за препятствием
фронт ВУВ вновь смыкается и давление восстанавливается. По этой
причине небольшая преграда (низкая стенка, мешки с песком) мо-
жет обеспечить защиту от ВУВ только непосредственно за ней.

Тем не менее можно уменьшить давление и импульс ВУВ, тер-
мическое действие взрыва, предотвратить разлет осколков, если
поместить взрывоопасный объект внутрь негерметичного строения,
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в стенах и кровле которого устроены проницаемые защитные экра-
ны [21]. Такой способ может быть применен, например, если взры-
воопасный объект или сосуд со сжатым газом расположен внутри
помещения и необходимо защитить от взрыва окружающее его обо-
рудование и людей.

При детонационном взрыве ВВ максимальное избыточное дав-
ление за экраном на расстоянии R от его центра вычисляется по эм-
пирической формуле [21]:

64.0
27.0

66.11410 α





=∆ −

x
RRp , кПа, (10.43)

где R  − приведенное расстояние, вычисляемое по формуле (9.3);
x – характерный размер экрана (его можно принять равным квад-
ратному корню из площади); α – коэффициент проницаемости эк-
рана, вычисление которого описано далее. Формула (10.43) спра-
ведлива, если коэффициенты лежат в следующих пределах:
0.01 ≤ α ≤ 0.13; 0.69 ≤ (R/x) ≤ 4.55; 1.16 ≤R ≤ 8.45 м/кг1/3.

Импульс давления

45.0
008.0

98.03
эф791 α






= −

x
RRQi , Па⋅с, (10.44)

где Qэф − эффективная масса ВВ, вычисляемая согласно (9.4); ос-
тальные обозначения те же, что в (10.43). Формулу (10.44) можно
использовать при значениях коэффициентов: 0.008 ≤ α ≤ 0.13;
1.16 ≤(R/x)≤ 4.55; 1.16 ≤ R  ≤ 5.95 м/кг1/3.

Формулы (10.43) и (10.44) дают математические ожидания ве-
личин m; их стандартные отклонения σ = 0.2m.

Импульс давления равен площади под кривой, изображающей
закон изменения давления в ВУВ. Приняв форму волны треуголь-
ной (как на рис. 9.4,а), найдем продолжительность фазы сжатия:

14.0
262.0
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21011.02 ατ
−
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


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⋅=

∆
=

x
RRQ

p
i , (с). (10.45)

Если экран одинарный, то коэффициент его проницаемости α
равен отношению проницаемой поверхности к поверхности стены
или кровли, в которой он установлен. При последовательной уста-
новке k экранов с проницаемостями αi суммарный коэффициент
проницаемости αΣ подсчитывается по формуле

∑
=Σ

=
k

i i1

11
αα

, (10.46)

На рис. 10.20 приведены три примера устройства проницаемых
экранов. Для схем на рис. 10.20,а и б коэффициент проницаемости
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ст

э

A
A

=α , (10.47)

где Aст – площадь стены, где установ-
лен экран; Aэ – площадь экранирую-
щих элементов. Для схемы на рис.
10.20,а
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э , (10.48)

где l – длина уголков; n – их число; Ni
– коэффициенты,
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  (10.49)

размеры si и b показаны на рисунке.
Для схемы на рис. 10.18,б

∑
=

=
n

i
islA

1
э . (10.50)

Сравнение формул (10.48), (10.49)
и (10.50) показывает, что проницае-
мость экрана на рис. 10.20,а от 2 до 4
раз меньше, чем на рис. 10.20,б.
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Рис. 10.20. Схемы устройства
проницаемых защитных

экранов

При устройстве экрана по схеме на рис. 10.20,в
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где
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1 ;    ∑
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1
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=
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3 . (10.52)

Зазоры ai, bi и сi показаны на рисунке.



Глава 11
ПАДЕНИЕ ГРУЗОВ И ОБРУШЕНИЕ
СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

В главе рассмотрены методы определения нагрузок при падении
грузов, разрушающихся при ударе о преграду, а также при их паде-
нии в резервуары и бассейны. Кроме того, описан метод определе-
ния нагрузок при обрушении конструкций.

11.1. Падение грузов
11.1.1. Предварительные замечания
Падение грузов может происходить при их транспортировке, из-

за разрушения опорных конструкций тяжелого оборудования, вы-
званного внешним воздействием (землетрясением, ударом летящего
тела и т.п.), при обрушении строительных конструкций и пр.

Нагрузку на строительную конструкцию невозможно опреде-
лить, если считать и ее и груз недеформируемыми телами, так как в
этом случае задача является неопределенной. Необходимо учесть
деформируемость или конструкции, или груза, или того и другого.

Методы расчета нагрузок в предположении, что ударяющее те-
ло линейно-упругое, а конструкция – абсолютно твердая, описаны в
гл. 7. Ниже описано определение нагрузок на строительные конст-
рукции при падении грузов с использованием различных предпо-
ложений относительно свойств груза и преграды.

11.1.2. Падение абсолютно твердого тела
на упругую конструкцию

В данном разделе рассматриваются различные способы расчета
конструкций при падении на них грузов. Во всех способах груз
предполагается абсолютно твердым, а конструкция – в одних ли-
нейно-упругой, в других – упругопластической. Приведенные спо-
собы расчета могут использоваться и при ударах абсолютно твер-
дых летящих тел.

Свободные колебания конструкции. Будем пренебрегать ло-
кальными деформациями преграды в месте удара (их учет был опи-
сан в гл. 7). Тогда общую деформацию конструкции и внутренние
усилия в ней можно найти, решив задачу о свободных колебаниях
конструкции (см. разд. 2.2.1) с начальными условиями, определяе-
мыми следующим образом.

Пусть конструкция схематизирована как дискретная система.
Груз с массой m и скоростью v0 ударяет в ее k-ю точку, где сосредо-
точена масса mk. Будем считать, что после удара оно продолжает
движение вместе с этой точкой. Тогда, согласно теореме об измене-
нии количества движения системы (см. разд. 6.1.1),
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kk vmmmv )(0 += , (11.1)
где vk – скорость, которую приобретает k-я точка. Отсюда

0)(
v

mm
mv

k
k +
= , (11.2)

После этого надо рассмотреть свободные колебания конструк-
ции при следующих начальных условиях: перемещения всех точек,
а также скорости всех точек, кроме k-й, равны нулю, а скорость k-й
точки равна vk.

Таким же образом можно рассчитать и колебания континуаль-
ной системы. Например, примем, что при ударе груза в балку он вы-
зывает перемещения участка, прилегающего к месту соударения.
Задавшись законом распределения скоростей внутри этого участка,
найдем по теореме о сохранения количества движения начальные
скорости его точек (см. разд. 6.1.2). После этого надо решить задачу
о свободных колебаниях балки с соответствующими начальными
условиями, как описано в разд. 3.2.1.

Отметим, однако, что такое решение обычно является достаточ-
но трудоемким. Кроме того, если закон распределения скоростей на
участке соударения задан неудачно, то могут возникнуть проблемы
со сходимостью решения для внутренних усилий, которые обсужда-
лись в разд. 3.2.4.

Метод Кокса. Перемещения конструкции можно определить
квазистатическим методом  с помощью коэффициента  динамичнос-
ти. Способ нахождения последнего
на основе энергетических соображе-
ний был предложен Коксом в 1849 г.
Он рассматривал падение груза на
балку с горизонтальной осью (рис.
11.1). Рассмотрим его, следуя [53].

Сначала будем пренебрегать мас-
сой балки. Обозначим через v0 ско-
рость груза при соударении, а через
f – наибольший динамический про-
гиб балки в точке удара. Составим
уравнение энергетического баланса:

22

22
0 kfmgfmv

=+ .  (11.3)

Первое слагаемое в левой части – это
кинетическая энергия груза в момент
первого контакта, второе  –  последу-

а)

h

l

mg

б)
a
mg fст

b

Рис. 11.1. Падение груза
на балку:

а – схема балки; б – определение
прогиба fст

ющая работа силы тяжести mg; правая часть – это потенциальная
энергия деформации балки; k – коэффициент ее эквивалентной же-
сткости, равный отношению силы к перемещению точки ее прило-
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жения (для балок с различными условиями опирания можно исполь-
зовать эквивалентные жесткости, приведенные в табл. 4.2, при ус-
ловии, что эквивалентная масса расположена в точке удара груза).

Решая квадратное уравнение (11.3), находим

k
mvfff

2
02

стст ++= ,  (11.4)

где

k
mgf =ст  (11.5)

– прогиб при статическом приложении силы веса mg (рис. 11.1,б).
Здесь перед корнем принят только один знак, так как второй (ми-
нус) соответствует более позднему состоянию системы – наиболь-
шему прогибу балки вверх при обратном движении.

Коэффициент динамичности – это отношение динамического
прогиба к статическому:

ст
д f

fk = .  (11.6)

Из (11.4) получаем

ст

2
0

д 11
gf
vk ++= .  (11.7)

Если при свободном падении груза пренебречь сопротивлением
среды, то ghv 20 = , т.е.

ст
д

211
f
hk ++= .  (11.8)

Как видно, даже при h = 0, т.е. при падении груза с нулевой вы-
соты, коэффициент динамичности kд = 2. Дело в том, что h = 0 озна-
чает не статическое нагружение, а внезапное приложение силы веса,
при котором статическое перемещение конструкции удваивается.
Таким образом, при падении абсолютно твердого груза всегда
kд ≥ 2. С увеличением жесткости конструкции, т.е. с уменьшением
fст, коэффициент динамичности возрастает.

Описанное решение исключительно просто, но им можно поль-
зоваться лишь в тех случаях, когда масса ударяемой конструкции
пренебрежимо мала по сравнению с массой груза. В противном
случае вводится эквивалентная масса балки mэ, расположенная на
одной вертикали с падающим грузом (в табл. 4.2 приведены эквива-
лентные массы для балок с различными краевыми условиями, кото-
рые можно использовать, если показанное расположение массы
совпадает с точкой удара). Считается, что после удара эта масса на-
чинает двигаться вместе с грузом. Их совместную скорость v1 мож-
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но определить по теореме о сохранении количества движения, т.е.
по формуле (7.15):

э
01 mm

mvv
+

= .  (11.9)

Уравнение энергетического баланса (11.3) приобретает вид

22
)( 22

1э kfmgfvmm
=+

+ . (11.10)

Проделав те же выкладки, что и ранее, получим следующие
скорректированные выражения для динамического перемещения и
коэффициента динамичности:

( )mmg
vffff
э

2
0ст2

стст 1+
++= ; (11.11)

( )mmf
hk

эст
д 1

211
+

++= . (11.12)

Если удар тела с массой m и скоростью v0 нанесен не в горизон-
тальную, а в вертикальную балку, то второе слагаемое в левой части
(11.3) отсутствует, а потому

ст

0
д gf

vk = . (11.13)

В данной формуле fст – это прогиб при статическом приложении го-
ризонтальной силы mg. С учетом эквивалентной массы балки

( )mmg
fvf

э

ст
0 1+

= . (11.14)

Отметим, во-первых, что при решении данной задачи принято
допущение, согласно которому максимальный динамический про-
гиб конструкции (в данном случае балки) пропорционален статиче-
скому. Но, как было показано в разд. 3.1.4, это допущение выполня-
ется не всегда, т.е. изложенное решение является приближенным.

Во-вторых, в приведенных выкладках балка как таковая не фи-
гурирует, а представлена только в виде эквивалентной жесткости и
массы. Поэтому полученные формулы для расчета kд  можно ис-
пользовать для любой конструкции, схематизированной в качестве
системы с одной степенью свободы (способы такой схематизации
описаны в гл. 4; там же приведены выражения для расчета эквива-
лентной массы и жесткости).

Пример 1. Определим по методу Кокса эквивалентную статиче-
скую нагрузку при падении транспортируемого груза, масса кото-
рого m = 1500 кг, с высоты h = 0.5 м в центр железобетонного пере-
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крытия. Оно представляет собой квадратную шарнирно опертую по
контуру плиту с размерами сторон a = b = 6 м и толщиной s = 0.4 м.
Плотность бетона ρ  = 2200 кг/м3, модуль упругости E = 0.3⋅1010 Па,
коэффициент Пуассона ν = 0.3.

Представим плиту как эквивалентный линейный осциллятор. По
табл. 4.2 находим, что его эквивалентная масса mэ = 7920 кг, а экви-
валентная жесткость kэ = 0.49⋅109 Н/м.

Перемещение плиты при статическом приложении веса груза:
4

9
э

ст 103.0
1049.0

8.91500 −⋅=
⋅
⋅

==
k
mgf  (м).

Если не учитывать массу перекрытия, то рассчитанный по фор-
муле (11.8) коэффициент динамичности

6.183
103.0

5.0211211 4
ст

д =
⋅
⋅

++=++= −f
hk ,

а эквивалентная статическая нагрузка
7

дстэ, 1027.08.915006.183 ⋅=⋅⋅== mgkF (Н).
С учетом эквивалентной массы перекрытия коэффициент дина-

мичности вычисляется по формуле (7.25):

    ( ) ( ) 9.73
150079201103.0

5.0211
1

211 4
эст

д =
+⋅
⋅

++=
+

++= −mmf
hk .

Эквивалентная статическая нагрузка
7

дстэ, 1011.08.915009.73 ⋅=⋅⋅== mgkF (Н).
Таким образом, учет эквивалентной массы перекрытия привел к

снижению расчетной нагрузки почти в 2.5 раза. Однако следует
иметь в виду, что использование эквивалентной массы mэ, вычис-
ленной по табл. 4.2, дает удовлетворительные результаты при дос-
таточно длительной нагрузке, а при ударе эта масса оказывается за-
вышенной. Этот вопрос подробнее обсуждается далее.

Конструкция должна быть спроектирована так, чтобы при дей-
ствии силы Fэ,ст она оставалась упругой.

Учет отскока груза и неупругих деформаций конструкции. В
решении Кокса считается, что удар груза абсолютно неупругий, т.е.
после него груз движется вместе с конструкцией, и не принимается
во внимание возможность его отскока, хотя в действительности он
обычно происходит.

Приведем другое решение, которое позволяет учесть это об-
стоятельство, а кроме того, рассмотреть неупругие деформации
конструкции [135]. Пусть груз массой m падает с высоты h на кон-
струкцию с эквивалентной массой mэ. В момент удара скорость гру-
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за, как и ранее, ghv 20 = . Его скорость после удара обозначим че-
рез v1, а скорость конструкции V1.

Запишем равенство кинетической энергии до и после удара:

222

2
1э

2
1

2
0 Vmmvmv

+= . (11.15)

По теореме о сохранении количества движения системы

1э10 VMmvmv += . (11.16)
После удара происходит отскок груза от преграды, высота кото-

рого характеризуется коэффициентом восстановления (см.
разд. 7.1):

0

11

v
vVe −

= . (11.17)

Если удар абсолютно неупругий, т.е. энергия полностью рассеива-
ется, то после удара груз и конструкция движутся совместно. В
этом случае v1 = V1, т.е. e = 0. Наоборот, при абсолютно упругом
ударе энергия сохраняется и V1 – v1 = v0, т.е. e = 1. Значения коэф-
фициента восстановления определяются экспериментально. Их ори-
ентировочные значения даны в табл. 11.1.

Таблица  1 1 . 1 . Ориентировочные значения коэффициентов
восстановления e при ударе [31]

Материал и форма груза

Твердые металлы
(стали, сплавы)

Медь, алюминий, де-
рево, бетон, камень,
твердые пластмассы

Матери-
ал мише-

ни
Шар Паралле-

лепипед Шар Паралле-
лепипед

Мягкие пла-
стические
материалы

(асфальт, гли-
на, смолы,
масла и пр.)

Сталь 0.6 0.35 0.4 0.25 0
Бетон 0.35 0.15 0.25 0.1 0
Камень 0.4 0.2 0.3 0.15 0
Дерево 0.55 0.3 0.4 0.2 0
Ксилолит 0.2 0.1 0.1 0.05 0
Асфальт 0 0 0 0 0

Конструкция выдержит удар при условии, что работа ее дефор-
мации Aдеф (т.е. поглощенная энергия) больше или равна кинетиче-
ской энергии перекрытия T после удара:

Aдеф ≥ T, (11.18)
Найдем величины, входящие в это неравенство.

Из (11.15)−(11.17) найдем скорости конструкции и груза после
удара:
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m

mevV
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Δ
+=

1
)1(01 ; (11.19)

m

m evv
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−Δ

=
101 , (11.20)

где

эm
m

m =Δ . (11.21)

Кинетическая энергия конструкции, которую необходимо по-
глотить за счет работы деформации,

⎪
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. (11.22)

Найдем работу деформации конструкции, предполагая дефор-
мации упругопластическими. Будем считать, что зависимость «пе-
ремещение−сила» выражается диаграммой Прандтля (рис. 11.2).
Обозначения на этом рисунке: Qн – статическая нагрузка, при кото-
рой в плите начинаются неупругие перемещения; Y0 – упругое пере-
мещение точки удара при этой нагрузке; Yпр – максимальное пере-
мещение, равное сумме упругого и неупругого перемещений. Кроме
этого,  обозначим через kэ  вертикальную  жесткость  конструкции  в

Q
Qн

Y0 Yпр Y0

Yн

Рис. 11.2. Зависимость между
перемещением и силой («диа-

грамма Прандтля»)

упругой стадии,

0

н
э Y

Qk = ;      (11.23)

K – коэффициент пластичности, рав-
ный отношению неупругого переме-
щения к упругому:

0

пр

Y
Y

K = .       (11.24)

Допускаемые значения K приведены
в гл. 1.

Работа деформации плиты

( )5.0)(
2 э

2
н

0прн
0н

деф −=−+= K
k
QYYQYQA . (11.25)

Следовательно, сила Qн и работа Aдеф связаны соотношением

5.0
эдеф

н −
=

K
kA

Q . (11.26)
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Таким образом, вычислив, согласно (11.22), кинетическую энер-
гию плиты T и приравняв ее работе деформации Aдеф, можно затем
найти по формуле (11.26) силу Qн. Если рассчитать конструкцию в
предположении ее упругой работы на эквивалентную статическую
нагрузку Fэ,ст = Qн, то ее фактические неупругие перемещения будут
соответствовать коэффициенту пластичности K. При этом железо-
бетонная конструкция должна быть спроектирована так (размеры
сечения, класс бетона, процент армирования), чтобы неупругие пе-
ремещения были возможны. Условия этого приведены в гл. 1.

Остановимся на вопросе о задании эквивалентной массы конст-
рукции mэ, используемой при расчете кинетической энергии. Спо-
собы ее определения были изложены в разд. 4.1, где они основаны
на задании приближенной формы перемещений конструкции. Од-
нако перемещение всей конструкции происходит в случае действия
достаточно длительной и плавно изменяющейся нагрузки. При уда-
ре же груза время его взаимодействия с преградой очень мало, и по-
этому сначала в движение приходит только ближайшая периферия
точки удара, и лишь позднее развиваются перемещения остальной
части конструкции. По этой причине при определении эквивалент-
ной статической нагрузки Fcт эквивалентная масса mэ должна быть
меньше, чем указанная в разд. 4.1. В [135] предлагается принимать
ее равной массе части конструкции в пределах «пятна удара», уве-
личенного по контуру на половину толщины конструкции s/2. При
этом полученный размер не должен превосходить половину проле-
та, в который нанесен удар.

Пример 2. Определим эквивалентную статическую нагрузку
при тех же условиях, что в примере 1. Будем считать, что груз уда-
ряет в перекрытие плоским торцом диаметром d = 0.5 м.

Эквивалентная масса конструкции

560
4

)2/4.025.0(4.02200
4

)2/2( 22

э ≈
⋅+

⋅=
⋅+

=
ππρ sdsm (кг).

Отношение масс груза и плиты

68.2
560

1500

э

===Δ
m
m

m .

По табл. 11.1 определяем, что при ударе плоского стального
груза о бетонную преграду коэффициент отскока e = 0.15.

Скорость груза в момент удара
13.35.08.9220 =⋅⋅== ghv  м/с.

Скорость перекрытия после удара находим по формуле (11.19):

62.2
68.21

68.2)15.01(13.3
1

)1(01 =
+

+⋅=
Δ+

Δ
+=

m

mevV  (м/с),
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а скорость панели – по формуле (11.20):

19.2
68.21

1.068.213.3
101 =

+
−

⋅=
Δ+
−Δ

=
m

m evv  (м/с). 

Поскольку Δm > e, кинетическая энергия после удара вычисляется
по второй из формул (11.22):

5519
2

19.2150062.2560
2

222
1

2
1э =

⋅+⋅
=

+
=

mvVmT  (Н⋅м). 

Считая эту энергию равной работе деформации конструкции
Aдеф, найдем по формуле (11.26) нагрузку Qн, которую примем за
эквивалентную статическую нагрузку Fэ,ст на перекрытие. Как и в
примере 1, его эквивалентная жесткость kэ = 0.49⋅109 Н/м.

Сначала найдем нагрузку, считая, что перекрытие после удара
остается упругим (коэффициент пластичности K = 1):

7
9

эдеф
стэ, 1023.0

5.01
1049.05519

5.0
⋅=

−
⋅⋅

=
−

=
K

kA
F  (Н).

Эта нагрузка меньше, чем была получена в примере 1 по методу
Кокса без учета массы плиты, но больше, чем с ее учетом. Причина
последнего отличия в том, что в примере 1 эквивалентная масса бы-
ла более чем в 14 раз больше, чем в данном примере.

Теперь определим эквивалентную нагрузку, рассчитав на кото-
рую плиту в упругой стадии, в действительности получим в ней не-
упругие перемещения, при которых коэффициент пластичности ра-
вен K. Поскольку плита шарнирно оперта по контуру, примем зна-
чение K = 3, как для шарнирно опертой балки по нормам [29].

7
9

эдеф
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Полученная нагрузка несколько меньше, чем по методу Кокса с
учетом присоединенной массы перекрытия.

Методика «верхней оценки действия удара»* (ВОДУ). В пре-
дыдущем разделе предполагалось, что неупругие перемещения в
конструкции происходят по тем же шарнирам пластичности, что и
при статическом нагружении. Но при ударе твердого груза неупру-
гие перемещения сначала происходят в непосредственной близости
от точки удара, и лишь затем шарниры пластичности распространя-
ются по конструкции. При этом время действия нагрузки при ударе
очень мало и соизмеримо со временем формирования шарниров
пластичности. 

−                                                           
* В [115, 135] этот способ именуется Upper Bound Impact Theory (UBIT).



11.1. Падение грузов 343

Далее описан уточненный способ расчета на удар твердого груза
[115, 135], основанный на следующих соображениях.

В гл. 7 приведено решение Сен-Венана и Буссинеска, из которо-
го определяется давление по площади контакта линейно-упругого
тела (стержня) при ударе в недеформируемую преграду:

cv ρσ 0= ,     (11.27)

где v0 – скорость ударяющего тела; ρ − плотность его материала;
с − скорость звука в нем:

ρEc =  , (11.28)
E – модуль упругости материала тела.

Длительность действия нагрузки при ударе
clt 2уд = , (11.29)

где l – длина тела.
Сила взаимодействия тела с преградой представляет собой пря-

моугольный импульс с постоянной величиной
Fуд = σA (11.30)

и длительностью tуд.
Если T1 – период колебаний по первой моде, а Qн – сила, при

которой начинаются неупругие перемещения (см. рис. 11.2), то при
выполнении условий

21уд Tt ≥  и 2.1нуд ≤QF (11.31)

движение конструкции будет происходить в основном по первой
моде. В этом случае применимы методы, описанные в предыдущих
разделах данной главы, а также в гл. 4 и 5.

При невыполнении условий (11.31) либо удар сначала вызовет
движение ближайшей к нему области конструкции, либо конфигу-
рация конструкции при движении будет сильно отличаться от соб-
ственной формы (при жестком ударе более вероятно последнее). В
этом случае сначала образуются шарниры пластичности в непо-
средственной близости от места удара (далее для краткости они
именуются «локальными») и лишь затем, после окончания действия
силы, они распространятся на всю конструкцию и примут форму,
как при статической нагрузке («статические» шарниры).

Это обстоятельство и учитывается методикой ВОДУ, согласно
которой сначала проверяют, произойдет ли разрушение преграды
по локальным шарнирам, и только если нет, то производится про-
верка ее перемещений по статическим шарнирам.

То, что данная методика обеспечивает именно верхнюю оценку
действия удара, обусловлено несколькими допущениями:
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− предполагается, что кинетическая энергия тела поглощается
только за счет работы в шарнирах пластичности;

− в течение удара сохраняются количество движения и энергия;
− при определении неупругих перемещений в конструкции не

учитывается энергия ее упругих деформаций;
− не учитывается упрочнение материала конструкции.
Продемонстрируем методику ВОДУ на двух примерах: удар в

центр балки и в центр плиты.
Удар груза в центр балки. Заменим реальный груз эквивалент-

ной призмой, имеющей те же объем, длину и свойства материала.
Ширина торца, которым нанесен удар, равна b; высота сечения бал-
ки в точке удара − s. Считаем, что при действии силы Fуд сначала
образуются локальные шарниры пластичности на участке шириной
±u от точки удара. Если Mпр – предельный изгибающий момент, при
котором начинаются неупругие деформации, то [115, 135]

уд

пр12
F
M

u = . (11.32)

Можно принять минимальный размер u, как при нахождении экви-
валентной массы в предыдущем разделе, а именно:

2
sbu +

= , (11.33)

но не более половины пролета балки.
Запишем условие равенства импульса силы количеству движе-

ния балки. Если считать, что скорость точек балки линейно убывает
от значения V в середине участка до нуля на его концах, то

2
)2(удуд
VutF μ= , (11.34)

где μ − масса единицы длины балки. Отсюда получаем скорость се-
редины участка

u
tF

V
μ

удуд= . (11.35)

Примем дополнительно допущение, что в течение времени действия
нагрузки скорость увеличивается линейно, т.е. ускорение балки по-
стоянно. Обозначим Yлок перемещение центра участка. Тогда

u
tFVt

Y
μ22

2
удудуд

лок == , (11.36)

а угол поворота в центральном шарнире

u
Yлок

лок
2

=ψ .  (11.37)
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Если этот угол превосходит допускаемое значение, указанное в
гл. 1, то следует считать, что разрушение балки произошло по ло-
кальным шарнирам, т.е. уже в процессе удара.

В противном случае после окончания действия нагрузки шар-
ниры пластичности распространяются к опорам, т.е. превращаются
из локальных в статические. Для того чтобы найти максимальное
неупругое перемещение по ним Yн, приравняем работу силы Fуд на
перемещении Yлок (которая равна импульсу силы) работе предель-
ной силы Qн на неупругом перемещении Yн (см. рис. 11.2):

FудYлок = QнYн. (11.38)
Отсюда

н

локуд
н Q

YF
Y = . (11.39)

По величине Yн вычисляется коэффициент пластичности K. В
соответствии со сделанными выше допущениями, при нахождении
Yн в запас не учитывалась работа упругих деформаций балки. Тем
не менее при нахождении коэффициента пластичности K необходи-
мо включить ее упругое перемещение Y0:

0

н0

Y
YYK +

= . (11.40)

Для определения того, достаточна ли несущая способность балки,
надо сравнить K с допускаемым значением, приведенным в гл. 1.

Удар груза в центр защемленной по контуру круглой плиты.
Радиус плиты rп (рис. 11.3). Заменим реальный груз эквивалентным
круговым цилиндром с теми же объемом, длиной и свойствами ма-
териала. Радиус цилиндра a.

Процедура анализа не отличается от использованной для балки,
поэтому далее без вывода приведены только основные соотноше-
ния, обоснование которых можно найти в [115].

При ударе нагрузка Fуд, найденная по формуле (11.30), распре-
делена по кругу с радиусом a. Длительность нагрузки tуд вычисля-
ется согласно (11.29). В этот момент времени, т.е. в конце действия
нагрузки, скорость

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

)3(
1)(12

2
1

2
2

нудудпр

rr
BQFtM

V
σμ

, (11.41)

перемещение центральной точки

2
уд

лок

Vt
Y = , (11.42)

где Qн – сила, соответствующая переходу в неупругую стадию. Ес-
ли плита  равномерно армирована, а радиус a мал по сравнению с ее
радиусом rп, эта сила равна
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Qп = 4πMпр,     (11.43)
где Mпр – то же, что в (11.32). Другие обозначения в (11.41): μ −
масса единицы площади плиты; r1 и r2 – радиусы перегиба и круго-
вого шарнира пластичности;

)ln(1
1

12 rr+
=σ ; )3(21 sraB −= , (11.44)

где rs – радиус перегиба при статическом приложении силы Qн.
Радиусы r1 и r2 определяются по графикам на рис. 11.4. Величи-

на rs определяется путем численного решения уравнения
[ ] ss rrra 3)ln(12 п =+ . (11.45)

Если радиус a мал по сравнению с радиусом rп, то rs ≈ 2a.
а)

a
rп

Fуд

б)

r2

r1

Fуд

Граница локальных шарниров

в)

Рис. 11.3. Защемленная по контуру
круглая плита при действии удара:
а – нагрузка при ударе; б – перемеще-
ния при локальных шарнирах пла-
стичности; в – перемещения при ста-
тических шарнирах пластичности
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Рис. 11.4. К определению r1 и r2

После того, как найдено перемещение Yлок, можно по формуле
(5.89) вычислить угол поворота ψmax в кольцевом шарнире пластич-
ности. Если он больше допускаемой величины, приведенной в гл. 1,
то это значит, что разрушение плиты произошло уже в процессе
удара.
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Если ψmax меньше допускаемого значения, то локальные шарни-
ры пластичности, распространяясь до границ плиты, преобразуются
в статические. В этом случае дальнейшая проверка несущей спо-
собности выполняется так же, как для балки: находим, согласно
(11.39), максимальное неупругое перемещение и по нему вычисля-
ем коэффициент пластичности или угол поворота в шарнире, кото-
рые сравниваются с допускаемыми значениями.

В заключение отметим, что хотя приведенная методика получе-
на для круглой плиты, ее можно применить и для плит иной формы.
Для этого надо считать, что радиус круглой плиты равен радиусу
вписанной окружности.

11.1.3. Падение разрушающегося груза
на недеформируемую преграду

Будем использовать то же допущение, что в гл. 8, а именно: что
падающее тело является жесткопластическим стержнем, масса и
нагрузка разрушения которого зависят от длины.

Процедуру определения нагрузки продемонстрируем на приме-
ре падения железобетонной стеновой панели на нижележащую кон-
струкцию [10]. Такая задача возникает, если, например, помещения,
важные для безопасности АЭС, расположены внутри неответствен-
ного здания, которое может быть разрушено экстремальным воз-
действием (землетрясением, взрывом и пр.). Тогда требуется опре-
делить нагрузки от падающих обломков на внутреннюю, ответст-
венную часть.

С

ξ, м
б)

с = 1.8 м

l =
 1

2 
м

b 
= 

0.
25

 м

a)

0.3

11.8

0

ξ в)

A, м2

12.1

0.455

Рис. 11.5. Схема падения железобетонной панели:
а – удар торцом; б – удар углом; в – закон изменения расчетной площади

при ударе углом
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Панель (рис. 11.5) имеет массу m = 6800 кг, длину l = 12 м, раз-
меры сечения b = 0.25 м, с = 1.8 м. Призменная прочность бетона
Rb = 7.5⋅106 Па, плотность ρ = 1270 кг/м3. Высота падения H = 18 м.

Будем считать преграду, на которую падает панель, недеформи-
руемой. В разд. 7.2 показано, что конструкция из бетона B-25 с
прочностью Rb = 0.18⋅108 Па разрушается при падении с высоты уже
0.25 м. Прочность материала рассматриваемой панели меньше, а
высота падения – больше указанных, поэтому при ударе о преграду
она будет разрушаться.

Схематизируем панель как жесткопластический стержень и для
расчета нагрузки на преграду воспользуемся формулами, приведен-
ными в гл. 8. Для простоты будем считать, что панель движется по-
ступательно, т.е. в момент удара не имеет угловой скорости.

В момент удара скорость панели
8.1818220 =⋅== ggHv  (м/с). (11.46)

1. Сначала рассмотрим удар панели торцом (рис. 11.5,а). В этом
случае можно рассматривать ее как стержень с погонной массой и
прочностью, постоянными по длине, и воспользоваться формулами,
приведенными в разд. 8.1.3.

Погонная масса панели

7.566
12

6800
1 ===

l
mμ  (кг/м); (11.47)

разрушающая продольная сила
76

б1 10340105725081 ⋅=⋅⋅⋅== ....bcRP  (Н). (11.48)
Предварительно предположим (а потом проверим справедли-

вость этого предположения), что отношение максимального пере-
мещения панели к ее длине 1max <<lξ , и вычислим ускорение a по
формуле (8.36) при α = π/2 (вертикальный удар):

2.490
6800

1034.08.9sin
7

1 −=
⋅

−=−=
m
Pga α  (м/с2). (11.49)

Согласно (8.41), максимальное перемещение панели

36.0
)2.490(2

8.18
2

22
0

max =
−⋅

−=−=
a

vξ  (м). (11.50)

Таким образом,

1030
12
360

<<== ..max

l
ξ . (11.51)

Как видно, сделанное нами предположение справедливо, т.е. ис-
пользование упрощенных формул допустимо. Время действия ди-
намической нагрузки вычислим по формуле (8.40):



11.1. Падение грузов 349

0380
2490

8180 .
.

.
max =

−
−=−=

a
vt (с). (11.52)

При t ≤ tmax, т.е. пока 0)( ≥tξ& , динамическая нагрузка определяется
согласно (8.39):

( )[ ]=++++= 2
00

1
1 )(2sin2

2
)( vatgvattPtR αμ

62 10)6.33.10135( ⋅+−= tt  (Н). (11.53)
При t > tmax нагрузка постоянна,

51067.0168008.9sin ⋅=⋅⋅== αgmR (Н). (11.54)
Таким образом, нагрузка на преграду представляет собой крат-

ковременный импульс с максимальным значением Rmax = 3.5⋅106 Н
(при t = 0) и минимальным Rmin ≈ P1 = 3.3⋅106 Н (при t = tmax). Закон
изменения нагрузки показан на рис. 3.26.  Она равномерно распреде-
лена по площади пятна удара
0.25×1.8 м.

Поскольку максимум и ми-
нимум силы мало отличаются,
импульс можно приближенно
считать прямоугольным с вели-
чиной (3.5÷3.3)⋅106 Н и длитель-
ностью 0.04 с. По окончании
действия динамической нагруз-
ки на преграду действует сила
веса панели Q = 0.67⋅105 Н.

Отметим, что основной
вклад в нагрузку вносит первое
слагаемое в (11.53), т.е. сила
разрушения панели. Ввиду ма-
лости скорости удара макси-
мальная добавка от второго сла-
гаемого составляет 6 %.  Это от-
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Рис. 11.6. Нагрузка на преграду
при ударе панели торцом:

1 − падение с высоты 18 м  на недефор-
мируемую преграду; 2 − то же с высоты
6 м; 3 − падение с высоты 18 м на подат-

ливую преграду

личается от удара скоростного самолета, рассмотренного в
разд. 8.2.3 (см. рис. 8.23), где основной вклад в нагрузку дает дина-
мическая часть, а прочность летящего тела влияет мало.

На рис. 11.6 показана также нагрузка при падении панели с
меньшей высоты, а именно: H = 6 м. Скорость удара составляет
v0 = 10.8 м/с. Длительность нагрузки сократилась до tmax = 0.022 с.
До момента остановки панели нагрузка на преграду

62 10)4.395.5315()( ⋅+−= tttR  (Н), (11.55)
а после остановки постоянна и равна (11.54). Таким образом, дли-
тельность нагрузки уменьшилась, но величина изменилась незначи-
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тельно. Причина заключается в том, что, как было отмечено ранее,
основной вклад в динамическую нагрузку дает сила разрушения па-
нели, т.е. первое слагаемое в (11.53), не зависящее от скорости.

2. Теперь предположим, что удар нанесен углом (см. рис. 11.1,б).
В этом случае можно воспользоваться формулами (8.43)−(8.56) для
стержня с линейно изменяющимися массой и прочностью.

Пусть панель падает с высоты H = 6 м, т.е. ее скорость
v0 = 10.8 м/с. Для простоты добавим к сделанным выше допущени-
ям еще одно: в момент удара панель не только не имеет угловой
скорости, но и ее центр тяжести находится над точкой удара. Тогда
она будет двигаться поступательно, не теряя энергию за счет вра-
щения, а потому нагрузка на преграду будет максимальной.

Длина эквивалентного стержня l = 12.1 м (см. рис. 11.5,в). Пло-
щадь его поперечного сечения

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤+−
≤≤

≤≤
=

.1.128.11при15.1852.1
;8.113.0при455.0

;3.00при52.1
)(

ξξ
ξ

ξξ
ξA (11.56)

Закон изменения силы разрушения панели:
)(105.7)()( 6 ξξξ AARP b ⋅==  (Н), (11.57)

погонная масса
)(1270)()( ξξρξμ AA ==  (кг/м). (11.58)

Предположим (а потом проверим это), что величина перемеще-
ния не превзойдет 0.3 м. Тогда

ξξ 52.1)( =A , (11.59)
т.е. прочность и погонная масса линейно зависят от ξ :

ξξξ 66 104.1152.1105.7)( ⋅=⋅⋅=P  (Н); (11.60)
ξξξμ 193052.11270)( =⋅=  (кг/м). (11.61)

Ведем обозначения в соответствии с (8.42):
6104.11 ⋅=pa  Н/м; 4.1930=μa  кг/м2. (11.62)

Найдем величины, входящие в формулы (8.43)−(8.56). Согласно
(8.43), масса смятой части

( ) 2
2

1 2.965
2

ξ
ξ

ξ μ ==
a

m . (11.63)

При ξ ≤ 0.3 м масса смятой части m1(ξ) ≤ 87 кг, т.е. много меньше
полной массы панели. Поэтому изменением массы движущейся
части панели в процессе удара можно пренебречь, т.е. воспользо-
ваться формулами (8.49)−(8.56). Найдем, согласно (8.51) и (8.54),
параметры ω и γ :
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9.40
6800

104.11 6

=
⋅

==
m
aPω , (11.64)
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ω
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В соответствии с (8.50) и (8.55) перемещение и скорость панели:

[ ]=+−+= αγωω
ω

ξ sin)sin(1 222
02 gtgv

   21059.0)022.09.40(sin26.0 −⋅+−= t ; (11.66)

)022.09.40(cos8.10)cos(1 222
0 −=−+= ttgv γωω

ω
ξ& . (11.67)

Движение панели прекратится при 0=ξ& , т.е. если

2
022.09.40 max

π
=−t . (11.68)

Отсюда находим максимальное время движения:

039.0022.0
29.40

1
max =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=
πt (с). (11.69)

Подставив tmax в (11.66), найдем, что максимальное перемеще-
ние панели 0.27 м , т.е. меньше чем 0.3 м. Следовательно, использо-
вание формул для случая линейно изменяющихся массы и прочно-
сти правомерно.
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Рис. 11.7. Удар панели углом:
а – перемещение и скорость панели; б – нагрузка на преграду

Нагрузка на преграду вычисляется по формуле (8.7). Подставив
в нее найденные значения, получим закон изменения нагрузки при

0)( ≥tξ& , т.е. при t ≤ tmax:
=++= )]([)(sin)]([)]([)( 2

1 tttgmtPtR ξμξαξξ &
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[ ] )(9459)022.09.40(cos16.01)(104.1 226 ttt ξξ +−+⋅= , (11.70)
где ξ(t) выражается согласно (11.66).

Полученные законы изменения скорости и перемещений панели
показаны на рис. 11.7,а, а нагрузка на преграду – на рис. 11.7,б.

Сравнение нагрузок при ударе торцом (см. рис. 11.6) и углом
(см. рис. 11.7,б) показывает, что они существенно отличаются как
по величине, так и по характеру. При ударе углом максимальное
значение нагрузки меньше, а длительность – больше. Кроме того,
нагрузка достигает максимума не мгновенно, а нарастает плавно. В
то же время при ударе торцом нагрузка распределена по постоянной
площади 0.45 м2, а при ударе углом площадь возрастает от 0 до
0.41 м2, т.е. нагрузка ближе к сосредоточенной.

Если панель ударится углом, падая с большей высоты, то пере-
мещение ξ превзойдет 0.3 м. В этом случае сначала нагрузку следу-
ет определять, как для стержня с линейно изменяющейся массой и
жесткостью. В тот момент времени, когда ξ = 0.3 м, надо вычислить
скорость панели и далее определять нагрузку, как для стержня с по-
стоянными характеристиками.

11.1.4. Падение разрушающегося груза
 на податливую преграду
При ударе панели в недеформируемую преграду вся ее кинети-

ческая энергия расходуется на собственную деформацию. Если па-
нель падает на перекрытие, которое считается недеформируемым,
то, рассчитав его на вычисленную таким образом нагрузку, мы тем
самым добавим энергию его деформации, т.е. завысим общую энер-
гию системы «плита−перекрытие». Таким образом, задание нагруз-
ки в предположении, что преграда недеформируемая, обеспечивает
определение прочности с запасом.

В качестве примера влияния податливости преграды определим
нагрузку при падении железобетонной стеновой панели на кровель-
ное перекрытие находящегося радом сооружения (бункера граждан-
ской обороны). Размеры панели и высота падения – те же, что в
разд. 11.1.3. Перекрытие, на которое падает панель, представляет
собой горизонтальную прямоугольную, жестко защемленную по
контуру железобетонную плиту с размерами в плане 12×12 м и
толщиной 0.3 м. Материал − бетон класса В25, армирование сим-
метричное. Динамические характеристики бетона и арматуры зада-
ны по нормам [29]. Общая масса плиты 108 000 кг. Предполагается,
что удар нанесен малым торцом панели в центр перекрытия.

Заменим плиту перекрытия эквивалентным линейным осцилля-
тором (см. рис. 8.7). Его динамические характеристики, определен-
ные по методике, изложенной в разд. 4.1, следующие: круговая час-
тота ωэ = 81.8 рад/с (13 Гц); эквивалентная масса mэ = 14708 кг; же-
сткость kэ = 0.98⋅108 Н/м.
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Совместное движение панели и плиты перекрытия рассчитано
путем численного интегрирования системы дифференциальных
уравнений (8.79), (8.80). Время, в течение которого происходит
смятие панели, составило tmax = 0.035 с, а длина разрушенной части
ξmax = 0.274 м. Закон изменения нагрузки показан на рис. 11.6. Ее
начальное значение –  3.58 МН, а в конце смятия панели – 3.41 МН.
Сравнивая с нагрузкой при ударе в недеформируемую преграду,
показанную на том же рисунке, видим, что величина нагрузки прак-
тически не изменилась, но сократилась ее длительность.

Если удар панели пришелся не в центр плиты, а ближе к опоре,
то эквивалентная частота плиты ωэ будет выше, т.е. плита станет
ближе к недеформируемой преграде. Так, при ударе в точку на рас-
стоянии ¼ пролета от опор частота ωэ = 101.7 рад/с (16.2 Гц). Соот-
ветствующая эквивалентная масса осциллятора mэ = 16717 кг; экви-
валентная жесткость kэ = 0.17⋅109 Н/м. Нагрузка, рассчитанная при
этих характеристиках, оказывается практически такой же, как при
ударе в недеформируемую преграду

11.1.5. Сравнение расчетных нагрузок на конструкцию
при разных исходных предположениях

Расчетная нагрузка на ударяемую конструкцию может быть оп-
ределена с использованием разных исходных предположений. В
табл. 11.2 сопоставлены расчетные нагрузки и изгибающие момен-
ты в перекрытии при трех вариантах таких предположений. Они со-
ответствуют падению панели, рассмотренной в разд. 11.1.2 и 11.1.3,
с высоты 18 м на перекрытие, динамические характеристики кото-
рого приведены в разд. 11.1.2.

Таблица  1 1 . 2 . Расчетная нагрузка на перекрытие
при разных исходных предположениях

Максимальные
моменты, МН⋅мНомер варианта и исход-

ные предположения
Метод
расчета

Эквивалент-
ная  статиче-
ская нагрузка,

МН Мx Мy

1. Панель – абсолютно
твердое тело, плита
податливая

Квази-
стати-
ческий

8.7 153.2 202.9

2. Панель разрушается
при ударе, плита не-
деформируемая

Квази-
стати-
ческий

6.8 119.7 159.1

3. Одновременное раз-
рушение панели и
перемещение плиты

Дина-
миче-
ский

– 117.8 156.6

Вариант 1 исходных предположений: конструкция линейно-уп-
ругая, а падающее тело – абсолютно твердое. В этом случае расчет-
ная эквивалентная статическая нагрузка равна произведению веса
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тела на коэффициент динамичности, определяемый по методу Кок-
са, как описано в разд. 7.3, и составила 8.7 МН.

Вариант 2 исходных допущений: перекрытие – недеформируе-
мое, а панель разрушается при ударе. В такой постановке динами-
ческая нагрузка на перекрытие определена в разд. 11.1.2 (см.
рис. 11.7). Приближенно ее можно считать прямоугольным импуль-
сом с максимальным значением R ≈ 3.4⋅106 Н и длительностью
τ = 0.039 с. Проверку прочности перекрытия можно выполнить на
эквивалентную статическую нагрузку, равную произведению зна-
чения R на коэффициент динамичности, который определяется по
графику на рис. 4.9 (импульс № 1) или по формуле, приведенной в
табл. 4.3. При указанной длительности импульса и эквивалентной
круговой частоте ωэ = 81.8 рад/с коэффициент динамичности равен
2, а эквивалентная статическая нагрузка – 6.8 МН. Соответствую-
щие изгибающие моменты в плите приведены в табл.  11.2.

Вариант 3 исходных предположений: одновременно происходят
разрушение панели и перемещения плиты. Нагрузка, найденная при
этих допущениях, показана на рис. 11.7, но ее непосредственное
сравнение с нагрузками при других допущениях некорректно. Дело
в том, что плита, на которую падает панель, движется не только в
течение времени смятия последней, т.е. пока действует нагрузка, но
и после его окончания. Расчет показывает, что перемещение плиты
прекращается, а следовательно, внутренние усилия достигают мак-
симума при tпл = 0.037 с, в то время как длительность нагрузки со-
ставляет 0.035 с. Поэтому закон изменения нагрузки, показанный на
рис. 11.7, нельзя использовать для квазистатического расчета с по-
мощью коэффициента динамичности, а следует определять макси-
мальные внутренние усилия в плите посредством динамического
расчета. Полученные таким образом изгибающие моменты в плите
приведены в табл. 11.2

Приведенные результаты расчетов прежде всего показывают,
что динамическая нагрузка при ударе панели очень велика: она в
десятки раз превосходит ее вес. Сопоставление результатов, полу-
ченных разными способами, позволяет сделать следующие выводы.

При расчете по варианту 1 коэффициент динамичности и,  сле-
довательно, эквивалентная статическая нагрузка будут тем больше,
чем ближе удар к опоре, так как повышается эквивалентная жест-
кость плиты (см. конец разд. 11.1.3).

По варианту 2 эквивалентная статическая нагрузка не зависит
от места удара. В рассмотренном примере она оказалась меньше,
чем по варианту 1.

При этом, однако, следует иметь в виду, что хотя по обоим этим
способам расчетная нагрузка получена с использованием коэффи-
циента динамичности, но на него умножаются разные величины: по
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№ 1 – вес падающей панели, а по № 2 – нагрузка ее разрушения.
При иных высоте падения, прочности панели, жесткости преграды и
других  параметрах  соотношение между  этими  нагрузками  может
оказаться обратным. Поэтому прочность преграды следует прове-
рять на меньшее из значений, полученных этими двумя способами.
Действительно, если при расчете по варианту 1 нагрузка оказалась
меньше, чем сила разрушения летящего тела, то его разрушения и
не произойдет. В противном случае неверно допущение, что вся ки-
нетическая энергия тела расходуется на деформацию преграды, на
котором основан вариант 1.

Нагрузку, найденную по варианту 3, невозможно непосредст-
венно сравнить с первыми двумя, поскольку, как отмечено ранее,
плита продолжает движение и после окончания ее действия. Их
можно сопоставить по величине максимальных моментов (при уда-
ре в центр плиты), приведенных в табл. 11.2.

Наименьшие значения моментов получаются по варианту 3, а
наибольшие – по № 1. При рассмотренном примере разница в ре-
зультатах между вторым и третьим вариантами незначительна, но
при более податливой преграде она может оказаться больше. В то
же время при ударе ближе к краю плиты ввиду более высокой экви-
валентной жесткости разница почти отсутствует.

Расчеты по всем трем вариантам выполнены в предположении,
что преграда (плита) остается в пределах упругих деформаций. Ее
материалоемкость можно уменьшить, если допустить работу за
пределами упругости. Пример такого расчета применительно к уда-
ру самолета приведен в разд. 16.4.

11.2. Падение грузов в резервуары и бассейны
11.2.1. Постановка задачи
На АЭС имеются резервуары и бассейны, заполненные водой. К

наиболее важным из них относятся: бассейн выдержки, куда поме-
щаются отработавшие тепловыделяющие элементы (ТВЭЛы), из-
влеченные из реактора при его ежегодной перегрузке; бассейн в
станционном хранилище отработанного топлива, где ТВЭЛы хра-
нятся до тех пор, пока из них практически не прекратится тепловы-
деление; колодец, в котором под слоем воды производится загрузка
ТВЭЛов в герметичный контейнер для перевозки из здания реакто-
ра в хранилище отработанного топлива. Эти резервуары и бассейны
выполнены в виде полостей в железобетонных строительных конст-
рукциях. Утечка жидкости из них не допускается, так как находя-
щаяся в них вода радиоактивна. Может понадобиться перемещать
над ними тяжелые грузы, что чревато аварийной ситуацией – обры-
вом и падением груза в воду. При его ударе о воду в ней распро-
страняется упругая волна, в результате чего повышается давление
на сам груз, на стенки и дно бассейна. Кроме этого, происходит
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всплеск воды при ударе, а затем может произойти выброс или пере-
лив  через край бассейна  вытесняемой воды.  Наконец, происходит

h

lгр

Бассейн
Amid

Груз

z

0

h0

Рис. 11.8. Размеры груза
и бассейна

соударение груза с дном бассейна
или выступами на нем.

В связи с этим для обеспечения
безопасности необходимо опреде-
лить:

1) изменение давления в воде в
момент удара груза;

2) давление при его погружении;
3) максимальный всплеск воды

при падении в нее груза и его по-
гружении;

4) величину и характер измене-
ния скорости груза при погружении,
скорость в момент удара о дно или о
выступ на нем;

5) нагрузку при ударе груза о
дно или о выступ на нем.

В данном разделе приведена ме-
тодика расчета этих параметров,
предложенная А.В. Мишуевым,
А.А. Гусевым и В.Д. Алексеенко
(Московский государственный стро-
ительный университет) и приведен-
ная в документе [72].

Далее в формулах использованы обозначения (рис. 11.8): h – вы-
сота падения груза; h0 – глубина бассейна; lгр – длина груза в на-
правлении падения; Amid − площадь его миделева сечения (макси-
мальная площадь сечения, перпендикулярного направлению паде-
ния). Другие обозначения объяснены по ходу изложения.

11.2.2. Гидродинамические нагрузки

t

∆Pф

0 τ+

Рис. 11.9. Давление в ударной
волне при ударе груза о воду

Давление в ударной волне, рас-
пространяющейся в воде после удара
груза о поверхность, изменяется ли-
нейно (рис. 11.9). На фронте волны

удввф VaP ρ=∆ ,        (11.71)

где ρв – плотность воды (табл. 11.3);
aв – скорость звука в воде (прибли-
женно можно считать ρв = 1000 кг/м3,

aв = 1400 м/с);  Vуд – скорость движения воды за фронтом ударной
волны (она же – скорость движения контейнера после удара),
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гргрвв

гргр
0уд ρρ

ρ
aa

a
VV

+
= ,     (11.72)

здесь V0 – скорость тела в момент удара о воду,
ghV 20 = ; (11.73)

g = 9.8 м/с2 – ускорение свободного падения; aгр – скорость звука в
материале груза, м/с,

м.грм.гргр ρEa = , (11.74)

где  Eм.гр – модуль упругости материала груза, Па; ρм.гр – его плот-
ность, кг/м3  (для стали  aгр = 5000 м/с, для  бетона  aгр = 3000 м/с);
ρгр – средняя плотность груза, кг/м3,

гргргр WM=ρ , (11.75)
здесь Mгр – масса груза, кг; Wгр – его объем, м3.
Таблица  1 1 . 3 .  Зависимость характеристик воды от температуры

Темпера-
тура, °С

Плотность,
кг/м3

Кинематическая вяз-
кость ν⋅10−4, м2/с

Динамическая вяз-
кость µ⋅10−3, Па⋅с

0 999.9 0.0179 1.79
4 1000 0.0152 1.57

20 998 0.0101 1.01
40 992 0.0066 0.65
60 983 0.0048 0.48
80 972 0.0037 0.36
90 965 0.0033 0.31
99 959 0.0028 0.27

Время действия ударной волны вычисляется по формуле

ввгр

гр

ρ
τ

aA
M

=+ ,   с, (11.76)

где Aгр – площадь соударения груза с водой.
В интервале времени 0 ≤ t ≤ τ+ давление в ударной волне изме-

няется по закону









−∆=∆

+τ
tPtP 1)( фр .  (11.77)

Помимо давления в ударной волне, на стенки бассейна действу-
ет гидростатическое давление Pгст. На глубине z

gzP вгст ρ= .  (11.78)

Удар груза о воду плоскостью. При таком ударе давление на
стены и дно бассейна сначала повышается до значения
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maxгст PPP ∆+= ,    (11.79)
а затем линейно убывает до Pгст (рис. 11.10).

б
ф

гр
max A

APk
A

gM
P mid

mid








∆+=∆ ,   (11.80)

где Aб – площадь дна бассейна, м2; k – коэффициент ослабления
давления, k = 0.082. Время действия динамической составляющей
вычисляется по эмпирической формуле

τуд t

∆P

∆Pmax

Pгст

0

Рис. 11.10. Давление при со-
ударении груза с водой по

плоскости

Amid

α

Рис. 11.11. Падение груза под
углом к поверхности воды

τуд = 15τ+,  с.     (11.81)
Значение k в (11.80) было определе-

но экспериментально при условиях:
бб 7.04.0 AAA mid ≤≤ ;       (11.82)

40 ≤≤ h м;       (11.83)
б0 Rh > ,       (11.84)

где Rб – радиус бассейна. Если выполня-
ется неравенство, обратное (11.84), то
нагрузка на дно определяется без учета
влияния воды и прикладывается в «пят-
не удара».

Падение груза под углом α (рис.
11.11). Максимальный угол, при кото-
ром возникает ударная волна,

в
кр

2
arctg

a
gh

=α .     (11.85)

При α < αкр величина давления опреде-
ляется согласно (11.79), (11.80), где

α2

б
ф

гр
max cos

A
APk

A
gM

P mid

mid








∆+=∆ .  (11.86)

11.2.3. Движение груза в воде
Если h0 ≤ h, то скорость груза Vt при ударе о дно или выступ на

нем определяют без учета влияния воды:
)(2 0hhgVt += . (11.87)

При большей глубине бассейна и Amid < 0.4Aб средняя скорость
движения груза в воде приближенно равна

2
0

ср
hVVV +

= , (11.88)

где Vh – скорость на  глубине h0/2 без учета сопротивления воды,
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





 +=

2
2 0hhgVh . (11.89)

Груз погружается в воду с постоянным ускорением











−−==

2

2
ср

гргр
гр

гр

V
ACgW

gM
Mdt

dVa xρ
ρ , (11.90)

где, как и прежде, Mгр и Wгр − масса и объем груза; ρ − плотность
воды; Агр – площадь миделева сечения, а в случае падения плиты
торцом – площадь ее боковых поверхностей; Cx – коэффициент со-
противления, осредненные значения которого для тел различной
формы приведены в табл. 11.4.

Таблица  1 1 . 4 .  Осредненные значения коэффициента
сопротивления Cx
Форма тела Cx

Плоская квадратная пластинка, расположенная перпендикулярно
потоку 1.28
Круглый диск, расположенный перпендикулярно потоку 1.10
Шар 0.45
Эллипсоид с соотношением осей 1.35 и большой осью, перпенди-
кулярной потоку 0.60
Эллипсоид с соотношением осей 1.8 и большой осью, направлен-
ной по потоку 0.075
Веретенообразное тело  с передним тупым и задним заостренным
концом («тело наилучшего сопротивления»), при отношении дли-
ны к диаметру, равном 4, и осью, направленной по потоку 0.025
Цилиндр, имеющий сечение тела наилучшего обтекания, с осью,
направленной по потоку 0.090
Круговой цилиндр с осью, направленной перпендикулярно потоку 1.20
Прямоугольная призма с осью, направленной перпендикулярно
потоку, и гранью, перпендикулярной потоку 2.0
То же, но с гранями, повернутыми под углом 45° к потоку 1.5

11.2.4. Динамическая нагрузка при ударе о дно
Скорость груза при падении на дно







≤≤
<+=

.7.04.0при1.0
;4.0при2

ббmax

б0
2

0

AAAV
AAahVV
mid

mid
t (11.91)

Согласно методике [72], при вычислении динамической нагруз-
ки при ударе груза о дно бассейна или о выступ на нем масса груза
Мгр считается сосредоточенной на длине 1 м, т.е. его эквивалентная
погонная масса µгр (кг/м) численно равна массе Мгр.
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Нагрузка на дно или выступ представляет собой показанный на
рис. 11.12 прямоугольный импульс, где сила

грв
2

гр WgVF t ′+= ρµ , (11.92)

t

F(t)
F

τ+0

Рис. 11.12. Нагрузка
на дно бассейна

здесь грW ′  − объем затопленной части
груза. Нагрузка распределена по площа-
ди соударения груза и конструкции
(«пятна удара»). Время ее действия равно
меньшему из двух значений:

гр

min
1, 2a

l
=+τ ;    

к

min
2,

2
a
δτ =+ , (11.93)

где lmin – меньший из размеров груза  (длины и ширины) в месте со-
прикосновения с дном; δmin – толщина ударяемой конструкции в
месте удара; aгр и aк – скорость звука в материале груза и конструк-
ции соответственно.

11.2.5. Эквивалентные статические нагрузки
Нагрузки на стенки и дно бассейна, рассчитанные в разд. 11.2.2

и 11.2.5, имеют ярко выраженный динамический характер. Поэтому
расчеты прочности строительных конструкций должны выполнять-
ся либо динамическими методами, либо на эквивалентную статиче-
скую нагрузку, найденную путем умножения максимального значе-
ния нагрузки на коэффициент динамичности, зависящий от соот-
ношения длительности нагрузки и собственной частоты конструк-
ции. Способ определения квазистатических нагрузок и значения ко-
эффициентов динамичности для треугольного и прямоугольного
импульсов приведены в гл. 4.

Полученные таким образом эквивалентные статические нагруз-
ки следует складывать с гидростатическим давлением.

11.2.6. Перелив и всплеск воды
Перелив воды через край бассейна возможен в том случае, ес-

ли объем бW ′  не заполненной водой части бассейна меньше объема
груза Wгр. Объем перелившейся воды Wпер равен их разности:

бгрпер WWW ′−= . (11.94)

При падении груза происходят два всплеска воды: первый –
при ударе груза, второй – за счет кинетической энергии вытесняе-
мой воды.

Максимальная высота первого всплеска

g
V

h
2
уд

max 12.1= , (11.95)
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где Vуд вычисляется согласно (11.26). При падении груза под углом
α > αкр, а также тел с сильно искривленной ударной поверхностью
высота всплеска не определяется.

Максимально возможная скорость погружения тела в бассейн







 +=

2
2 0

max
hhgV β , (11.96)

где β − коэффициент снижения скорости в воде. Экспериментально
найденное значение β = 0.5. Эксперименты производились при ус-
ловиях (11.82) и (11.83), а также

гр0гр )43( lhl ÷<< . (11.97)
Максимальная скорость течения воды между стенками и грузом

mid

mid

AA
AVV

−
=

б

max
max,в , (11.98)

где Vmax вычисляется согласно (11.96).
Максимальная высота второго всплеска

g
V

h
2

2
max,в

max =′ . (11.99)

Время его начала

max

0

2V
ht ≈′ .      (11.100)

Если Amid ≤ 0.4Aб, то высота всплеска не определяется.
11.2.7. Пример. Падение транспортного контейнера

в колодец перегрузки отработавшего топлива
Падение контейнера в колодец с водой – специфическая про-

блема, связанная с транспортировкой отработавшего ядерного топ-
лива на АЭС с реакторами водо-водяного типа (ВВЭР). В таком ре-
акторе ежегодно производится перегрузка ядерного топлива, в про-
цессе которой из него извлекают отработавшие теполовыделяющие
элементы (ТВЭЛы) и заменяют их свежими.

Извлеченные ТВЭЛы сначала перемещают в бассейн выдержки,
находящийся рядом с шахтой реактора, т.е. внутри герметичной за-
щитной оболочки здания, а оттуда после многолетней выдержки
транспортируют в другое здание – хранилище отработавшего топли-
ва, где их содержат до тех пор, пока из них практически не прекра-
тится тепловыделение.

В бассейне выдержки и в хранилище отработавшего топлива
ТВЭЛы находятся под слоем воды, защищающей персонал АЭС от
радиоактивного излучения. Но между зданиями их перевозят по от-
крытому воздуху в герметичном толстостенном металлическом
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транспортном контейнере, стенки которого не пропускают радиа-
цию. Загрузку в него ТВЭЛов выполняют под слоем воды в колодце
перегрузки, соединенном с бассейном выдержки проемом. При пере-

Колодец перегрузки
Бассейн выдержки

1-1

b п
р

 lпр

Dб

1

h 2

1

Затвор

δ б
h 1

Dгр

h б

l гр

h п
р

h 0
h

Рис. 11.13. Размеры контейнера
и колодца перегрузки

грузке проем открыт, а
бассейн выдержки и
колодец до верха запол-
нены водой. После за-
полнения контейнера в
проем устанавливают
затвор, закрывают кон-
тейнер герметичной
крышкой и извлекают
из колодца. В результа-
те уровень воды в ко-
лодце понижается (рис.
11.13).

В момент извлече-
ния контейнера из ко-
лодца могут произойти
его обрыв и падение в
воду. В связи с этим
необходимо проверить
прочность строитель-
ных конструкций и за-
твора на возникающие
при этом нагрузки. Они
определены ниже.

Контейнер имеет
цилиндрическую форму
и плоское днище, кото-
рое при падении парал-
лельно поверхности во-
ды. Колодец также
представляет собой ци-
линдрическую полость
в строительных конст-
рукциях, в верхней час-
ти которой имеется
«карман», образован-
ный частью проема до
затвора.

Исходные данные для расчета (размеры показаны на рис. 11.13):
− диаметр контейнера (груза) Dгр = 2.3 м;
− длина контейнера lгр = 6 м;
− масса контейнера Mгр = 120 000 кг;
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− диаметр колодца (бассейна) Dб = 2.9 м;
− глубина колодца hб = 15.5 м;
− толщина дна колодца δб = 1.5 м;
− ширина проема bпр = 1 м;
− глубина проема hпр = 8.7 м;
− расстояние между осью колодца и затвором lпр= 1.7 м.
− высота транспортировки контейнера над полом h1 = 0.5 м;
− уровень воды при погруженном контейнере h2 = 0.5 м;
Площадь дна контейнера (она же – площадь миделева сечения)
Amid = 4.15 м2;

его объем
22365154гргр ... ≈⋅== lAW mid  (м3).

Площадь нижней (цилиндрической) части колодца
6.6б=A  м2,

а его верхней части (с «карманом»)
8.6б=′A  м2.

Высота падения контейнера

445050
86
223

21
б

гр ...
.
.

=++=++
′

= hh
A

W
h  (м).

Отметим, что эта высота несколько превышает значение, указанное
в (11.83), при котором производились эксперименты.

Скорость контейнера в момент удара о воду
3944220 .. ≈⋅== gghV  (м/с).

Скорость Vуд, которую он приобретет сразу после соударения,
вычислим по формуле (11.26),  для чего сначала найдем входящие  в
нее величины. Примем скорость звука в
воде aв = 1400 м/с; плотность воды
ρв = 1000 кг/м3; скорость звука в мате-
риале контейнера aгр = 5000 м/с; его
средняя плотность

5170
223

120000

гр

гр
гр ≈==

.W
M

ρ  (кг/м3).

При этих значениях получаем

∆Pф = 0.12⋅108 Па

0.02 t, с0

Рис. 11.14. Давление в удар-
ной волне

88
5170500010001400

5170500039
гргрвв

гргр
0уд .. ≈

⋅+⋅
⋅

=
+

=
ρρ

ρ
aa

a
VV (м/с).
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Максимальное давление в ударной волне, распространяющей-
ся в воде после удара (рис. 11.14):

8
удввф 1012.08.814001000 ⋅=⋅⋅==∆ VaP ρ  (Па).

Длительность нагрузки

020
10001400154

120000

вв

гр .
.

=
⋅⋅

==+ ρ
τ

aA
M

mid

 (с).

Давление в нижней (цилиндрической) части колодца равно
сумме гидростатического давления и динамической составляющей
в виде треугольного импульса, максимальное значение которого
вычисляется согласно (11.34):

=





 ⋅⋅+

⋅
=








∆+=∆

6.6
15.41012.0082.0

15.4
8.9120000 8

б

mid
ф

mid

гр
max A

APk
A

gM
P

          = 0.8⋅106 (Па).
Продолжительность динамической составляющей находим по фор-
муле (11.81):

3015уд .== +ττ  (с).
Эпюра давления в верхней части колодца (с «карманом») от-

личается только максимальным значением динамической состав-
ляющей, которое вычисляется согласно (11.34), куда следует под-
ставить площадь верхней части:

=





 ⋅⋅+

⋅
=

′







∆+=∆

8.6
15.41012.0082.0

15.4
8.9120000 8

б

mid
ф

mid

гр
max A

APk
A

gM
P

   = 0.77⋅106 (Па).
Длительность динамической составляющей τуд = 0.3 с.

Вычислим по формуле (11.92) динамическую нагрузку на дно
бассейна. Соотношение между его площадью и миделевой площа-
дью контейнера составляет Amid = 0.63Aб, т.е. лежит во втором диа-
пазоне, указанном в (11.91). Поэтому скорость груза Vt при падении
на дно вычисляется по формуле

Vt = 0.1⋅Vmax = 0.1⋅7 = 0.7 (м/с).
Эквивалентная погонная масса контейнера µгр = 120000 кг/м,

объем его затопленной части 223гргр .==′ WW м3 (полностью затоп-
лен). Подставив эти значения в (11.92), получим нагрузку на дно:

62
грв

2
гр 1029022389100070000120 ⋅≈⋅⋅+⋅=′+= ....WgVF t ρµ  (Н).

Длительность нагрузки τ+ найдем по формулам (11.93). Мень-
ший из размеров контейнера в месте контакта с дном (диаметр) ра-



11.2. Падение грузов в резервуары и бассейны 365

вен lmin = Dгр = 2.3 м; толщина дна колодца δmin = δб = 1.5 м. Ско-
рость звука в материале контейнера (сталь) aгр = 5000 м/с, а в конст-
рукции (бетон) aк = 3000 м/с.

Подставив эти значения в (11.93), по-
лучим:

000230
50002

32
2 гр

1 ..min
, =

⋅
==+ a

lτ (с);

     0010
3000

5122

конст
2 ..min

, =
⋅

==+ a
δτ (с).

Длительность нагрузки равна меньшему
из этих значений, т.е. τ+ = τ+,1 = 0.00023 с.

τ+ = 0.00023 с

F = 0.29⋅106 Н

0

Рис. 11.15. Нагрузка на дно
при ударе контейнера

Динамическая нагрузка на дно показана на рис. 11.15. Она рав-
номерно распределена по площади «пятна удара», равной площади
дна контейнера.

Вычислим эквивалентные статические нагрузки на стенки и
дно колодца. Они равны произведению максимальных значений ди-
намической нагрузки на коэффициенты динамичности, значения
которых зависят от безразмерного параметра времени f+= ττ~ , где
f – собственная частота конструкции, схематизированной как сис-
тема с одной степенью свободы (см. разд. 4.2).

Рис. 11.16. Первая мода колебаний
верхней части колодца

Рис. 11.17. Первая мода колебаний
нижней части колодца

При вычислении собственных частот колебаний стенок верхней
и нижней частей колодца рассматривалась плоская задача, т.е. ко-
лебания слоя толщиной 1 м. При определении коэффициентов ди-
намичности в качестве частоты f принимались их первые собствен-
ные частоты f1.
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Для верхней части f1 = 18.3 Гц, соответствующая мода показана
на рис. 11.16. Длительность треугольного импульса τуд= 0.3 c, и
следовательно,

49531830 ...~ =⋅=τ .
Согласно формуле для треугольного импульса, приведенной в
разд. 4.2.1, находим, что коэффициент динамичности

9112arctg
2

112д .~
~ =






 −= τπ

τπ
k .

Таким образом, эквивалентное статическое давление, на кото-
рое следует проверить прочность верхней части бассейна,

Pверх = ∆Pmaxkд = 0.77⋅106⋅1.91 = 0.147⋅107 (Па).
Для нижней части колодца f1 = 65 Гц, а первая мода изображена

на рис. 11.17. Так же, как ранее, находим, что 5.19~ =τ , а kд = 2.
Следовательно, эквивалентное статическое давление

Pниж = 0.77⋅106⋅2 = 0.154⋅107 (Па).
Первая собственная частота дна, вычисленная, как для защем-

ленной по контуру круглой пластинки [84], равна f1 = 577 Гц. Дина-
мическая нагрузка на дно – прямоугольный импульс с длительно-
стью τ+ = 0.00023 c, т.е.

12.057700023.0~ =⋅=τ .
По формуле для прямоугольного импульса в разд. 4.2.1 находим

37.0~sin2д == τπk .
Следовательно, эквивалентная статическая нагрузка на дно

Fдно = F⋅kд = 0.29⋅106⋅0.37 = 0.1⋅106 (Н).
Она равномерно распределена по кругу диаметром 2.3 м.

Найденные эквивалентные статические нагрузки должны при-
кладываться в сочетании с гидростатическим давлением. Принимая
во внимание большую скорость изменения динамических нагрузок,
при проверке прочности строительных конструкций следует ис-
пользовать повышенные прочностные характеристики материалов
(см. гл. 1).

Перелив воды через край бассейна невозможен, так как при
полностью погруженном контейнере уровень ниже краев на вели-
чину h2 . Рассмотрим возможность выброса воды из бассейна.

Первый всплеск (при ударе груза о воду) происходит на вы-
соту hmax, которая, согласно (11.95), составит

9.8
8.9
8.812.112.1

22
уд

max ===
g

V
h (м).
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Таким образом, hmax >> h2. Следовательно, при падении контейнера
произойдет выплеск воды из бассейна.

Оценим с помощью (11.99) высоту второго выплеска (воды,
вытесняемой при погружении контейнера). Глубина воды в бас-
сейне после извлечения контейнера составляет

h0 = hб + h1 – h = 15.5 + 0.5 – 4.4 = 11.6 (м).
В соответствии с (11.65) максимально возможная скорость погру-
жения контейнера

7
2

6114489250
2

2 0 =





 +⋅=






 +=

....max
hhgV β  (м/с).

Максимальная скорость течения воды в зазоре между контейне-
ром и стенками колодца вычисляется по формуле (11.98):

911
15466

1547

б
в .
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mid

mid
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Согласно (11.99), максимальная высота всплеска воды
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Это значение существенно больше величины h2, и, значит, произой-
дет выплеск части воды из бассейна. Время его начала вычисляется
по формуле (11.100):
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.

.
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⋅

==′
V
ht  (с).

Таким образом, при падении контейнера в бассейн произойдут
два выплеска воды с интервалом 0.8 с.

Отметим, что при вычислении скорости Vmax был использован
экспериментально найденный коэффициент β = 0.5, хотя высота па-
дения несколько выходит за диапазон значений (11.52), при кото-
рых он определялся. Поэтому найденную высоту второго всплеска
следует рассматривать как ориентировочную.

11.3. Нагрузки от завала
при полном обрушении здания

При полном обрушении здания образуется завал. В работе [28]
описаны различные схемы обрушения зданий при взрывах. Одна из
них − мгновенное и одновременное разрушение всех его конструк-
ций и связей (например, в результате внутреннего взрыва), после че-
го обломки вертикально падают, и у подножья здания образуется
завал. Такое же обрушения может быть вызвано землетрясением.
Если ставится задача защитить от разрушения подвал, где находит-
ся встроенное убежище или ответственное оборудование, то необ-
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ходимо рассчитать его перекрытие на динамические и статические
нагрузки от завала.

Определим закон изменения суммарной нагрузки на основание
R(t) при таком разрушении здания. Схема обрушения показана на
рис. 11.18. Высота здания h, общая масса M, погонная масса конст-
рукций µ(x).

Обозначим через ξ (t) величину оседания здания. Будем для про-
стоты пренебрегать высотой завала. Тогда присоединяющиеся к за-
валу частицы свободно падают с высоты

2

2gt
=ξ .    (11.101)

Скорость частиц в момент падения
gtv ==ξ& . (11.102)

Нагрузку от завала можно определить по формуле (8.7), в кото-
рой следует положить α = π /2. Тогда

)]([)()]([)]([)( 2
1 tttgmtPtR ξµξξξ &++= . (11.103)

В силу сделанного допущения о полном разрушении здания первое
слагаемое P[ξ(t)] = 0. Масса m1(t) вычисляется по формуле (8.1),
подставив в которую (11.101), получим

h

x

R ξ

G

Рис. 11.18. Схема
обрушения здания

( ) ( )∫=
2

0
1

2gt

dtm ξξµ .     (11.104)

Таким образом, нагрузка от завала
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
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2
2

1
gtgttgmtR µ .   (11.105)

Длительность нагрузки tmax равна времени
падения частиц с максимальной высоты h:

g
ht 2

max = .     (11.106)

После ее окончания на перекрытие подвала
действует общий вес здания Q = gM.

Для расчета прочности перекрытия не-
обходимо принять допущение,  касающееся

распределения нагрузки R(t) по его поверхности (например, считать
его равномерным).

Отметим, что поскольку при t = 0 масса m1(0) = 0, то и нагрузка
R(0) = 0, т.е. в начальный момент времени нагрузка отсутствует.
Этот парадоксальный на первый взгляд результат является следст-
вием исходного допущения, что в начальный момент времени все
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связи между конструкциями здания мгновенно разрушены, а пото-
му вес верхних конструкций не передается на основание.

В частном случае, когда по-
гонная масса здания µ постоянна,

2

2gttm µ
=)( .    (11.107)

Подставив эту массу в (11.103),
найдем

µ2

2
3 )()( gttR = .  (11.108)

В качестве примера опреде-
лим суммарную нагрузку на пе-
рекрытие подвала при обвале
кирпичного здания. Считаем, что

Н
аг
ру
зк
а 
R

, М
Н

Время, с
0 1 2

0

50

100

Рис. 11.19. Суммарная нагрузка
на перекрытие подвала

общая масса обрушающейся части M = 0.35⋅107 кг равномерно
распределена по высоте здания h = 18.4 м. Тогда погонная масса
постоянна и равна µ = 0.18⋅106 кг/м. По формуле (11.108) получаем
закон изменения нагрузки:

2862 10259010180
2
3 tgttR ⋅=⋅= ..)()(  (Н).

Согласно (11.64), длительность нагрузки tmax = 1.94 с.
График R(t) показан на рис. 11.19. Наибольшая нагрузка состав-

ляет Rmax = 0.98⋅108 Н, а до начала и по окончании обрушения она
равна весу здания R = Mg = 0.34⋅108 Н.



Г л а в а   12
ВЕТРОВЫЕ НАГРУЗКИ НА СООРУЖЕНИЯ

Глава посвящена ветровым нагрузкам на сооружения. Кратко
описаны методы определения средней (статической) и пульсацион-
ной (динамической) составляющих ветровой нагрузки по россий-
ским нормам [42]. Более подробно рассмотрены вопросы, связанные
с аэроупругими колебаниями конструкций. Поскольку в нормах [42]
методика расчета таких колебаний отсутствует, она изложена на ос-
нове норм Евросоюза [111].

12.1. Общие сведения об аэродинамике
плохообтекаемых тел

Сооружения и строительные конструкции относятся к так назы-
ваемым плохообтекаемым телам. В этом смысле они являются про-
тивоположностью, например, летательным аппаратам или морским
судам, которые проектируются исходя из требования наилучшего
обтекания потоком. Далее приведены основные сведения об аэро-
динамике плохообтекаемых тел.

Экспериментально установлено, что при протекании воздушно-
го потока над неподвижной гладкой поверхностью происходит его
прилипание. Это вызывает торможение потока и образование так
называемого пограничного слоя, в пределах которого скорость уве-
личивается от нуля (на поверхности) до ее полного значения.

Наибольшее влияние на воздушный поток оказывают две силы
– вязкости и инерции. Критерием, от которого зависят характерные
особенности течения, является безразмерный параметр – число Рей-
нольдса

νµ
ρ bvbv ппRe == ,    (12.1)

где ρ − плотность воздуха, кг/м3; vп – скорость потока, м/с; b – ха-
рактерный размер, м, смысл которого обсуждается далее; µ − вяз-
кость воздуха, кг/(м⋅с); ν − его кинематическая вязкость,

ρ
µν = .    (12.2)

Единицей измерения вязкости ν является стокс: 1 Ст = 10−4 м2/с.
Для воды при 20 °С кинематическая вязкость νвод = 1.004 Ст =
= 1.004⋅10−4 м2/с, а для воздуха νвозд = 0.15 Ст = 0.15⋅10−4 м2/с.

При нормальном атмосферном давлении и температуре 20 °С
число Рейнольдса для воздуха Re ≈ 67000vпb (размерности vп и b
прежние).

В качестве примера рассмотрим изменение характера набегаю-
щего плавного  (ламинарного)  потока  при обтекании им  кругового
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а) б)

в)

г) д)

цилиндра (рис. 12.1). Этот
характер зависит от числа
Рейнольдса.

При весьма малых зна-
чениях Re поток остается
ламинарным и присоединен
к цилиндру по всему пери-
метру (рис. 12.1,а).

При его увеличении те-
чение остается симметрич-
ным, но происходит отрыв
потока и вблизи тыльной
стороны цилиндра образу-
ются крупные вихри (рис.
12.1,б).

При еще больших зна-
чениях Re от цилиндра от-
рываются правильно чере-
дующиеся в шахматном
порядке вихри, которые об-
разуют четко выраженную
«вихревую дорожку Карма-
на» (рис. 12.1,в),  названную

Рис. 12.1. Обтекание кругового
цилиндра:

а – ламинарное; б – отрыв потока; в – «вихре-
вая дорожка Кармана»; г – турбулентный след;

д − суженный турбулентный след

так по имени описавшего ее исследователя (отметим,  что  до  него
она была описана Бенаром). Возникновение вихрей может явиться
причиной вынужденных колебаний конструкции, которые рассмот-
рены в разд. 12.3.2.

При дальнейшем увеличении значения Re начинается турбу-
лентное движение в спутной струе (рис. 12.1,г), а затем она, остава-
ясь турбулентной, заметно сужается (рис. 12.1,д). Наконец, при еще
больших значениях числа Рейнольдса вновь появляется вихреобра-
зование. Однако в строительном деле такие значения встречаются
редко.

Аналогичное изменение характера потока наблюдается при об-
текании тел с иной формой сечения.

Если тело находится в спутной струе другого объекта, то турбу-
лентным может оказаться уже набегающий поток (как, например,
ветер, прошедший над деревьями, зданиями и т.п.).

При образовании «дорожки Кармана» частота срыва вихрей оп-
ределяется числом Струхаля Sh, зависящим от формы сечения:

п

Sh
v
bn

= , (12.3)

где n – число вихрей в секунду; b и vп – то же, что в (12.1). Числа Sh
для некоторых поперечных сечений приведены в табл. 12.1.
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Таблица 12.1. Числа Струхаля Sh и базовое значение
коэффициента поперечной силы cп,0 [111]

Поперечное
сечение d/b Число Стру-

халя Sh
Коэффициент

cп,0

Приме-
чание

b 0.18 См. рис. 12.3 См. 1)

d

b

См. рис.
12.2

1.1 при
0.5 ≤ d/b ≤ 10

d

b

1.0
1.5
2.0

0.11
0.10
0.14 

0.8
1.2
0.3

См. 2)

d

b

1.0
2.0

0.13
0.08

1.6
2.3

d

b

1.0
2.0

0.16
0.12

1.4
1.1

d

b

1.3
2.0

0.11
0.07

0.8
1.0

Примечания  к табл. 12.1:
1) Число Рейнольдса Re вычисляется с использованием критической

скорости ветра vкр,i.
2) При промежуточных значениях d/b можно применять линейную ин-

терполяцию. Экстраполяция d/b за указанные пределы не допускается.

d/b0 5 10

Sh

0.05

0.1

d

b

Рис. 12.2. Число Струхаля Sh
для прямоугольного сечения

с острыми кромками

сп,0

0

0.2

0.4

0.6

105 106 Re107

Рис. 12.3. Базовое значение
коэффициента поперечной силы

cп,0 для круглого сечения
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12.2. Задание ветровых нагрузок
по российским нормам

12.2.1. Скорость ветра
Основной параметр, определяющий ветровые нагрузки на со-

оружение, − скорость ветра. Его сила измеряется в баллах по меж-
дународной 12-балльной шкале, предложенной британским адмира-
лом Бофортом. Она связывает скорость ветра с характером его дей-
ствия (табл. 12.2).

Таблица 12.2. Сила ветра по международной шкале Бофорта

Балл по
шкале Б

Скорость,
м/с

Характе-
ристика Характер действия ветра

0 0 Штиль Дым из труб поднимается отвесно
1 0.9 Тихий Дым слегка отклоняется
2 2.4 Легкий Листья шелестят, движение воздуха

ощущается лицом. Начинают шеве-
литься флаги

3 4.4 Слабый Колеблются тонкие ветки, развева-
ются флаги, начинается легкий пе-
ренос снега по поверхности покрова

4 6.7 Умерен-
ный

Поднимается пыль, колеблются не-
большие сучья, снегопад переходит
в метель

5 9.3 Свежий Колеблются средней толщины су-
чья, дым срывается при выходе из
трубы, на воде появляются волны

6 12.3 Сильный Качаются большие сучья, раскачи-
ваются тонкие стволы деревьев, гу-
дят провода, ветер слышен в домах

7 15.5 Крепкий Гнутся сучья, раскачиваются не-
большие деревья, затрудняется дви-
жение.  На море − пенящиеся волны

8 18.9 Очень
крепкий

Колеблются средние деревья, лома-
ются сучья. Трудно идти против
ветра

9 22.6 Шторм Ломаются толстые сучья и неболь-
шие деревья, разрушаются дымовые
трубы, сбрасывается черепица

10 26.4 Сильный
шторм

Деревья вырывает с корнем, лома-
ются телеграфные столбы. Значи-
тельные разрушения.

11 30.5 Жестокий
шторм

Большие разрушения

12 34.8 Ураган Производятся опустошительные
действия
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Скорость ветра является случайной величиной, которая изменя-
ется во времени, по направлению и высоте. Для каждого региона ее
устанавливают на основе многолетних метеорологических наблю-
дений. Максимальная скорость ветра, ожидаемая в интересующем
географическом пункте, наблюдается через достаточно большие
промежутки времени (годы). Поэтому вероятность ее реализации
тем выше, чем больше рассматриваемый промежуток времени.

На коротких промежутках времени (минуты) скорость ветра
также не остается постоянной, а периодически относительно плавно
изменяется. Поэтому среднее значение скорости зависит от интер-
вала,  на  котором  производится осреднение, и чем он короче, тем
оно больше. Например, при измерениях были получены такие сред-
ние значения скорости ветра:
Время осреднения 1 час 5 мин 1 мин 30 с 10 с 5 с
Скорость, м/с 26 27.3 31.3 35.8 41.1 42.5
Помимо плавного изменения скорости ветра наблюдаются ее

кратковременные пульсации (порывы ветра), при которых скорость
может заметно превосходить среднюю величину.

Скорость ветра изменяется с высотой: у самой поверхности
земли она минимальна из-за торможения воздушного потока, а с
возрастанием высоты увеличивается, стремясь к некоторому посто-
янному значению.

Прежде чем рассмотреть виды ветровых нагрузок, остановимся
на задании скорости ветра по российским нормам [42, 50, 86]. Ее
максимальное значение зависит от типа местности в окрестности
сооружения: чем более «шероховатая» местность, тем больше тре-
ние воздушного потока о поверхность земли и меньше скорость. В
СНиП [42] выделены три типа местности (в порядке возрастания
«шероховатости»):

A – открытые побережья морей, озер и водохранилищ, пус-
тыни, степи, лесостепи, тундра;

B – городские территории, лесные массивы и другие местно-
сти, равномерно покрытые препятствиями высотой более
10 м;

С – городские районы с застройкой зданиями высотой более
25 м.

При высоте сооружения h ≤ 60 м считается, что оно расположе-
но в местности данного типа, если этот тип не изменяется на рас-
стоянии 30h с наветренной стороны. При большей высоте сооруже-
ния это расстояние составляет 2 км. При разных направлениях ветра
тип местности может быть различным.

В СНиП [42] используется понятие нормативной скорости
ветра v0 (м/с), за которую принимается скорость на высоте 10 м
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над поверхностью земли для местности типа А, превышаемая
1 раз в 50 лет, при интервале осреднения 10 минут.

В приложении к СНиП [42] приведена карта районирования, на
которой территория бывшего СССР разделена на семь ветровых
районов. Для каждого из них указано значение нормативного ветро-
вого давления w0 на сооружение, которое связано со скоростью вет-
ра зависимостью

2
00 2

1 vw ρ= ,    Па, (12.4)

где ρ − плотность воздуха, кг/м3. При нормальных атмосферных ус-
ловиях ρ ≈ 1.22 кг/м3. Поэтому в [42] нормативное ветровое давле-
ние записано в виде

2
00 61.0 vw = ,    Па. (12.5)

Нормативное ветровое давление w0 для различных ветровых
районов, а также соответствующее ему значение нормативной ско-
рости ветра, рассчитанное через w0, приведены в табл. 12.3.

Таблица 12.3. Ветровое давление и максимальная скорость ветра
для обычных сооружений и объектов атомной энергетики

Обычные сооружения АЭС
Ветровой
район

Ветровое
давление w0,

кПа
Скорость

ветра v0, м/с
Ветровое

давление w0,
кПа

Скорость
ветра v0, м/с

Ia 0.17 16.7 0.43 26.4
I 0.23 19.4 0.58 30.7
II 0.3 22.2 0.75 35.1
III 0.38 25 0.95 39.5
IV 0.48 28.1 1.2 44.4
V 0.6 31.4 1.5 49.6
VI 0.73 34.6 1.83 54.7
VII 0.85 37.3 2.13 59

По нормам проектирования АЭС [50, 86] учитывают экстре-
мальный, гораздо более сильный ветер, интервал повторяемости
которого значительно больше, а именно: 1 раз в 10 000 лет. Допус-
кается задавать нормативное давление ветра для АЭС путем умно-
жения его значения по СНиП [42] на коэффициент 2.5. Найденные
таким образом характеристики ветра приведены в табл. 12.3. Из нее
следует, что для АЭС во II ветровом районе (где расположен Санкт-
Петербург) ветровое давление принимается больше, чем для обыч-
ного сооружения в VI ветровом районе (побережье и острова Край-
него Севера и Дальнего Востока).
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Кроме ветра с особо редкой повторяемостью для АЭС учитыва-
ется воздействие таких экстремальных метеорологических явлений,
как ураганы и торнадо (они рассмотрены в гл. 13). При этих при-
родных явлениях скорость ветра может во много раз превосходить
указанную в табл. 12.3.

12.2.2. Виды ветровых нагрузок
Как следует из формулы (12.4), ветровое давление на сооруже-

ние зависит от скорости ветра и плотности воздуха. Поскольку оба
эти параметра – это случайные величины, ветровые нагрузки также
являются случайными, т.е. должны задаваться на вероятностной ос-
нове. Методам их обоснования посвящены многочисленные иссле-
дования, проводившиеся как в нашей стране, так и за рубежом. К
сожалению, из-за ограниченности объема книги даже перечислить
их сколько-нибудь полно невозможно. Основные принципы задания
нагрузок и вероятностного расчета сооружений можно найти, на-
пример, в работах [26, 43, 73, 76].

При проектировании зданий на воздействие ветра по СНиП [42]
используются формально детерминистические, т.е. не вероятност-
ные, методы расчета. Однако все используемые в них параметры
заданы исходя из вероятностных соображений.

a)

H

Ветер

Рис. 12.4. Положение конструк-
ции в пространстве:

а, б – на поверхности земли или
примыкает к плоскости больших
размеров; в − между параллельны-
ми плоскостями больших размеров

б)

B

Ветер

в)

B

Ветер

Ветровая нагрузка на здания (сооружения) зависит, во-первых,
от скорости ветра. Во-вторых, на нее влияют характеристики со-
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оружения: форма, положение в пространстве, проницаемость его
конструкций, а также его динамические параметры (собственные
частоты и моды). Как отмечено ранее, можно рассматривать сред-
нюю, считающуюся постоянной скорость ветра за какой-то проме-
жуток времени и его кратковременные пульсации (порывы), при
которых скорость существенно выше. В соответствии с этим при
расчете сооружения рассматривают, во-первых, среднюю, а во-вто-
рых, пульсационную составляющие ветровой нагрузки. Вызываемые
ими внутренние усилия в конструкциях суммируют алгебраически.

Далее описаны способы задания средней и пульсационной со-
ставляющих нагрузки по СНиП [42]. Как отмечено выше, они зави-
сят от формы сооружения, его положения в пространстве и по от-
ношению к другим сооружениям. Так, например, здание длиной B
на рис. 12.4,б, расположенное на поверхности земли и примыкаю-
щее к плоскости больших размеров (например, другому зданию), с
аэродинамической точки зрения подобно конструкции высотой 2H,
показанной на рис. 12.4,а, или отдельно стоящему зданию длиной
2B. Здание, расположенное на поверхности земли и заключенные
между двумя параллельными плоскостями больших размеров
(рис. 12.4,в), подобно зданию бесконечной длины. Методы опреде-
ления нагрузок с учетом этих и других обстоятельств содержатся в
СНиП [42], поэтому далее будут приведены только общие сведения
о них, чтобы дать представление об их исходных предпосылках и
последовательности расчета.

Помимо обычных колебаний некоторые сооружения могут со-
вершать аэроупругие колебания (автоколебания), возникающие
вследствие изменения ветрового потока при взаимодействии с со-
оружением. Нормы [42] требуют проведения расчета сооружения на
соответствующие нагрузки, однако необходимая методика там от-
сутствует. Она содержится в нормах Евросоюза [111], на основе ко-
торых данный вопрос изложен в разделе 12.3.

12.2.3. Средняя составляющая ветровой нагрузки
При определении средней составляющей ветровой нагрузки

здание считается недеформируемым, а нагрузка – постоянной. В
соответствии со СНиП [42] она может быть задана двумя описан-
ными далее способами.

Первый способ задания ветровой нагрузки
Ветровая нагрузка представляется как совокупность следующих

нагрузок:
а) нормального давления we, приложенного к внешней поверх-

ности элемента или сооружения;
б) силы трения wt, которая действует на негладких поверхностях

(волнистых, покрытиях с фонарями и пр.) и направлена по каса-
тельной к поверхности;
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в) нормального давления wi, которое действует на внутренних
поверхностях зданий с проницаемым ограждением, открывающи-
мися или постоянно открытыми проемами.

1 z, м
0

1

2

k

10 100

Тип местности
А В С

Рис. 12.5. Коэффициент k(z) изме-
нения ветра по высоте [42]

Согласно [42], все эти нагрузки
пропорциональны нормативному
ветровому давлению w0 на высоте z
над поверхностью земли и вычис-
ляются по формуле

mm czkwzw )()( 0= , (12.6)

где cm – аэродинамический коэффи-
циент, величина которого определя-
ет значение ветровой нагрузки, а
знак – направление: «плюс» – на со-
ответствующую поверхность («при-
жим»), а «минус» − от нее («от-
рыв»); k(z) – коэффициент, учиты-
вающий изменение ветра по высоте

(см. рис. 12.5). При определении нагрузок we, wt и wi индекс m в
формуле (12.6) следует заменить соответственно на e, t или i. Значе-
ния аэродинамических коэффициентов ce, ct и ci для зданий  и строи-
тельных конструкций  различных видов заданы в приложении 4 к
СНиП [42]. Чтобы показать, что формула (12.16) задает распределе-
ние ветрового давления по высоте сооружения, в ней, в отличие от
[42], указана зависимость wm и k от высоты z.

Ветер

c e
 =

 +
0.

8

c e
 =

 −
 0.

6

Рис.12.6. Аэроди-
намический коэф-
фициент сe для от-
дельно стоящего
сплошного щита

Согласно нормам [42], при расчетах соору-
жений на ветровую нагрузку нормативное вет-
ровое давление  w0 умножается на коэффициент
надежности по ветру γf = 1.4.

Расчетную скорость ветра vm, на которую
проектируются строительные конструкции,
можно определить из (12.5).  На  высоте z (с уче-
том коэффициента надежности по ветру)

)(..)( zkwzkwv fm 00 511610 == γ .    (12.7)

Поверхность сооружения, подверженная не-
посредственному действию потока ветра, назы-
вается наветренной (иногда – фронтальной).
Противоположную поверхность называют за-
ветренной, или подветренной, тыльной. На на-
ветренной стороне ветровое давление we поло-
жительно, а на тыльной – отрицательно.

Это хорошо видно на примере отдельно стоящей плоской
сплошной конструкции (щита), показанной на рис. 12.6. Согласно
[42], если наклон щита к вертикали не превосходит 15°, то для на-
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ветренной стороны аэродинамический коэффициент ce = +0.8, а для
подветренной ce = – 0.6. Положительное давление на наветренной
стороне создается вследствие торможения воздушного потока, а от-
рицательное на подветренной –  за счет его отрыва при обтекании
конструкции (см. рис. 12.1,б,д).

Распределение давления we по
поверхности пространственной
конструкции более сложное. В
качестве примера на рис. 12.7 по-
казаны аэродинамические коэф-
фициенты на различных поверх-
ностях здания с двухскатным по-
крытием (коэффициент ce для
разных поверхностей обозначен
как ce1, ce2 и ce3). На наветренной
стене коэффициент ce положите-
лен, т.е. давление направлено
внутрь здания.

На тыльной и боковых стенах,
а также на заднем скате крыши
давление отрицательно, т.е. на-
правлено наружу. Наконец, на пе-
реднем скате крыши давление
может быть как положительным,
так и отрицательным, в зависимо-
сти от отношения высоты здания
h  к его длине l  и от  угла наклона

ce h

ce1

ce3

ce2

α

ce3

ce

ce3

l

Рис.12.7. Аэродинамический
коэффициент сe для здания
с двускатным покрытием

ската крыши α. Численные значения соответствующих аэродина-
мических коэффициентов приведены в приложении 4 к СНиП [42].
Там же заданы коэффициенты ce для сооружений иных форм, а
также коэффициенты ct и ci.

Второй способ задания ветровой нагрузки
Ветровая нагрузка задается как нормальное давление wx и wy,

которое обусловлено общим сопротивлением сооружения обтека-
нию воздушным потоком. Эта нагрузка направлена  по  осям  x и y и
условно считается распределенной по проекции сооружения на
плоскость, перпендикулярную соответствующей оси. Она вычисля-
ется по формуле (12.6), в которой вместо cm фигурируют коэффици-
енты лобового сопротивления cx и поперечной силы cy. Значения
этих коэффициентов для сооружений и конструкций различной
формы (призматических, цилиндрических, решетчатых) приведены
в приложении 4 к СНиП [42]. Аналогичные коэффициенты, задан-
ные в нормах Евросоюза [111], приведены в разд. 12.3. Они не
очень отличаются от [42].
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Отметим, что по первому способу задается распределение вет-
ровой нагрузки по отдельным элементам покрытия и ограждающих
конструкций здания, благодаря чему можно выполнить их прочно-
стной расчет. По второму способу определяется суммарная нагруз-
ка на каждой отметке сооружения, позволяющая найти глобальные
параметры его отклика, например нагрузки на фундамент и т.п.

12.2.4. Пульсационная составляющая ветровой нагрузки
Далее изложена методика определения пульсационной состав-

ляющей ветровой нагрузки, заложенная в СНиП [42]. Она является
упрощенной. Более точный вероятностный метод расчета данного
вида нагрузок можно найти в [59].

На величину пульсационной составляющей ветровой нагрузки,
в принципе, влияет упругость конструкции. Однако, согласно нор-
мам [42], необходимость ее учета зависит от соотношения собст-
венных частот сооружения и предельной частоты fl, величина кото-
рой  в зависимости от ветрового района и логарифмического декре-
мента колебаний сооружения δ  приведена в табл. 12.4.  Значения δ 

для сооружений различных видов указа-
ны в пояснениях к рис.12.11.Таблица 12.4. Предельная

частота для учета
пульсаций ветра [42]

Предельная час-
тота fl, Гц

Ветро-
вой
район δ = 0.3 δ = 0.15

Ia 0.85 2.6
I 0.95 2.9
II 1.10 3.4
III 1.20 3.8
IV 1.40 4.3
V 1.60 5.0
VI 1.70 5.6
VII 1.90 5.9

1 10 100 1000
0

Высота z, м
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Рис.12.8. Коэффициент пульсаций
давления ζ

Если первая собственная частота рассчитываемого сооружения
или конструктивного элемента больше предельной частоты, т.е.
f1 > fl, то пульсационная ветровая нагрузка wp определяется как для
твердого тела, т.е. без учета колебаний сооружения. Ее распределе-
ние по высоте (координате z) вычисляется по формуле

νζ )()()( zzwzw mp = ,   (12.8)
где wm(z) определяется согласно (12.6); ζ(z) – коэффициент пульса-
ций давления ветра на высоте z, принимаемый по рис.12.8; ν − ко-
эффициент пространственной корреляции пульсаций ветра, учиты-
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вающий тот факт, что в разных точках конструкции его максималь-
ная скорость достигается не одновременно.

Таблица 12.5. Задание
параметров ρ и χ

Расчетная поверхность
параллельна плоскости

(см. рис.12.9):
ρ χ

z0y b h
z0x 0.4a h
x0y b a

Ветер
x

y

z

0

a

h

b

Рис.12.9. Основная система коор-
динат при определении коэффици-

ента корреляции ν

Коэффициент ν должен опре-
деляться для всех расчетных по-
верхностей сооружения,  на  кото-

рых учитывается пульсационная нагрузка. Если расчетная поверх-
ность близка к прямоугольнику, ориентированному так, что его
стороны параллельны основным осям здания (рис. 12.9), то ν опре-
деляется  по рис. 12.10  в зависимости от параметров ρ и χ,  которые
принимаются по табл.
12.5. При расчете со-
оружения в целом раз-
меры расчетных по-
верхностей задают так
же, как для средней со-
ставляющей ветровой
нагрузки. У решетчато-
го сооружения размеры
расчетной поверхности
принимают по его
внешнему контуру.

Если первая собст-
венная частота соору-
жения меньше предель-
ной, т.е. f1 < fl, то пуль-
сационная  ветровая на-
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Рис.12.10. Коэффициент корреляции ν
грузка должна определяться с учетом его динамических параметров
– собственных частот и мод.

Простейшая схематизация сооружения – в виде системы с од-
ной степенью свободы (линейного неконсервативного осциллято-
ра), собственная частота которой определяется по формулам, при-
веденным в гл. 2. Такая схематизация применима, например, для
поперечной рамы одноэтажного производственного здания (типа
«пакгауза»). В этом случае в качестве массы принимают сумму масс
фермы, покрытия и части ограждающих конструкций (часто берут
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верхнюю половину последних), а «пружиной» служит жесткость
колонн. Такую же схематизацию можно использовать при расчете
водонапорной башни, здания с гибким первым этажом и т.п. Для
более сложных сооружений способы такой схематизации  изложены

0.001 0.01 0.1
1

2

3

4

ξ

ε

δ = 0.05    0.15    0.3

Рис.12.11. Коэффициент
динамичности ξ

в разд. 4.2.
Пульсационная нагрузка на

систему с одной степенью сво-
боды
    ξνζ )()()( zzwzw mp = .   (12.9)
Она отличается от нагрузки на
твердое тело (12.8) коэффици-
ентом динамичности ξ, опре-
деляемым по рис. 12.11 в зави-
симости от параметра

1

0

940 f
w fγε =  (12.10)

и логарифмического декремента колебаний δ. Ветровое давление w0
следует задавать в Па.

При использовании схематизации в виде системы с одной сте-
пенью свободы распределение пульсационной составляющей вет-
рового давление по поверхности сооружения следует принимать
аналогичным статической составляющей wm(z).

Значения логарифмического декремента колебаний: у железобе-
тонных и каменных сооружений, а также у зданий со стальным кар-
касом при наличии ограждающих конструкций δ = 0.3; у мачт,
стальных башен, футерованных дымовых труб, аппаратов колонно-
го типа, в том числе на железобетонных постаментах, δ = 0.15; у
стальных сооружений и конструкций при совместном учете пульса-
ционной составляющей ветровой нагрузки в плоскости потока и ре-
зонансных аэроупругих колебаний (они рассмотрены в разд. 12.3) в
[73] рекомендовано значение δ = 0.05. Отметим, что значения лога-
рифмического декремента по Еврокоду [111], приведенные в разде-
ле 12.3 и используемые при рассмотрении аэроупругих колебаний,
заметно меньше.

Для многоэтажного здания высотой h с постоянными по высоте
жесткостью, массой и шириной наветренной поверхности допуска-
ется определять зависимость нормативного значения пульсацион-
ной составляющей ветровой нагрузки от высоты z по формуле

php w
h
zzw 14.1)( ξ= , (12.11)

где wph – нормативное значение пульсационной составляющей, вы-
численное по формуле (12.9) для высоты h.
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Для низкочастотных сооружений, у которых несколько собст-
венных частот меньше предельной, пульсационную ветровую на-
грузку следует вычислять с учетом m низших собственных частот и
мод, число которых определяется из условия fm < fl < fm+1. Для всех
мод, кроме первой, коэффициент корреляции ν = 1 [73].

Если сооружение нельзя схематизировать как систему с одной
степенью свободы, то пульсационная составляющая ветровой на-
грузки должна определяться с учетом как собственных частот со-
оружения (от них зависит ее интенсивность), так и мод (которые
задают ее распределение по поверхности).

Пусть сооружение схематизировано как стержень с n сосредо-
точенными массами (рис. 12.12), т.е. как система с n степенями сво-
боды. Матрица масс системы [M] – диагональная, ее s-й элемент,
т.е. масса, сосредоточенная на высоте zs, равен ms. Этой же точке
соответствует наветренная площадь As (равная половине суммы
площадей участков, примыкающих к точке сверху и снизу). Коэф-
фициенты k (зависимость ветрового давления от высоты) и пульса-
ций давления ζ также зависят от координаты zs, а аэродинамический
коэффициент c и коэффициент пространственной корреляции ν − от
формы сооружения в этом месте. Поэтому
их значение для s-й точки обозначим как ks,
ζs, νs и сs.

Если w(t) – закон изменения давления
ветра от времени, то ветровую нагрузку на
сооружение можно записать в виде вектора

)(}{}{ twJRw = , (12.12)
где {J} – вектор, задающий распределение
возмущающей нагрузки по сооружению.
Его s-й элемент

ssssss ckAJ νζ= . (12.13)
Обозначим через {wp,j} вектор пульса-

ционной ветровой нагрузки, соответст-
вующей колебаниям по j-й моде. Он пред-
ставляет собой j-й модальный вектор сил
инерции, который в соответствии с (4.56)
выражается через коэффициент динамич-
ности ξ :

zs

y

{φj}

1

n
z

s
φjs

Рис.12.12. Схематиза-
ция сооружения в виде
стержня с сосредото-
ченными массами
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где [M] – матрица масс; {φj} – вектор j-й моды; w0 – как и ранее,
нормативное ветровое давление; ξj – коэффициент динамичности,
определяемый через параметр ε, при вычислении которого следует
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подставить в (12.10) не первую собственную частоту системы f1, а 
j-ю частоту fj.

Произведение k-й компоненты вектора {J} на w0 представляет
собой пульсационную нагрузку в k-й точке,

0wckAw kkkkkpk νζ= . (12.15)
С учетом этого, произведя перемножение в знаменателе (12.14),
найдем пульсационную нагрузку в s-й точке сооружения, отвечаю-
щую колебаниям по j-й моде,
















= ∑∑
==

n

k
jkkpk

n

k
jkjjssjp mwmw

1

2

1
, φφξφ . (12.16)

В такой форме (с точностью до обозначений) пульсационная на-
грузка приведена в нормах [42].

Формула (12.14) для определения пульсационной нагрузки лег-
ко распространяется на случай схематизации сооружения в виде
континуальной системы – стержня длиной l с погонной массой µ (z)
(кг/м) и шириной наветренной поверхности b(z). Если φj(z) и fj – его
j-я мода и собственная частота, то распределенная динамическая
ветровая нагрузка, отвечающая колебаниям по этой моде,

     















= ∫∫ dzzzdzzwzbzzzzq j

ll

jpjjjp )()()()()()()()( 2

00
,, φµφφµ , (12.17)

где
jmjp zzzwzw ξνζ )()()()(, = . (12.18)

При вычислении коэффициента корреляции ν (z) высоту расчетной
поверхности следует принимать равной 1 м.

Если погонная масса µ и ширина наветренной стороны b посто-
янны по длине, то их можно вынести из-под знака интеграла и со-
кратить массу µ. Формула (12.17) упрощается:
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jpjjjp dzzdzzwzbzzq
0

2

0
,, )()()()()( φφφ . (12.19)

Собственные частоты и моды для стержней с постоянными харак-
теристиками приведены в табл. 4.1.

Наконец, если пренебречь зависимостью коэффициента корре-
ляции ν от положения расчетной плоскости, то по формуле (12.14)
можно вычислить пульсационную нагрузку и в общем случае схе-
матизации сооружения как дискретной системы с n степенями сво-
боды, а не только для  стержня с сосредоточенными массами.

Две составляющие ветровой нагрузки, а именно: среднюю и
пульсационную, следует суммировать алгебраически.
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Пример* 1. Определим ветровую на-
грузку на металлическую вентиляционную
трубу, показанную на рис. 12.13. Она уста-
новлена на крыше здания, расположенного
на побережье Белого моря в III ветровом
районе, тип местности – B. Отметка установ-
ки +42.0 м. Размеры трубы: длина l = 18 м;
диаметр d = 1 м; толщина стенок δ = 0.01 м.
Материал трубы –  углеродистая сталь, мо-
дуль упругости материала E =1011 Па.

1. Нормативное ветровое давление
Согласно табл. 12.3, в III ветровом рай-

оне оно составляет w0 = 0.38 кПа.

+42.0
y

d = 1 м

+60.0x

l =
 1

8 
м

Рис.12.13. Вентиля-
ционная труба

2. Средняя составляющая ветровой нагрузки
Среднюю составляющую ветровой нагрузки зададим по второ-

му из описанных в разд. 12.2.3 способов, а именно: как нормальное
давление wy, обусловленное общим сопротивлением сооружения
обтеканию воздушным потоком. Нормативную составляющую на-
грузки найдем по формуле (12.6), где индекс m = y. При ее вычис-
лении учтем коэффициент надежности по ветру γf  = 1.4:

xfy czkwzw )()( 0γ= .
Коэффициент k(z) определим по рис. 12.5. Для местности типа В
при увеличении высоты z от +42.0 до + 60.0 м он изменяется с 1.1
до 1.3. Будем считать его изменение линейным:

)(..)( 4201011 −+= zzk .
Подчеркнем, что здесь высота z отсчитывается от уровня земли.

Коэффициент лобового сопротивления cx вычислим в соответ-
ствии разд. 14 обязательного приложения 4 к СНиП [42]:

∞= ,xx ckc .

Здесь коэффициент cx,∞ представляет собой лобовое сопротивление
бесконечно длинной трубы и задается в зависимости от числа Рей-
нольдса Re и шероховатости поверхности ∆. В [42] он вычисляется
в зависимости не от скорости ветра, а от однозначно зависящего от
нее нормативного ветрового давления [см. (12.5)]:

fzkwd γ)(1088.0Re 0
5⋅= .

Коэффициент k(z) мало изменяется по высоте трубы, поэтому при
вычислении числа Рейнольдса примем его среднее значение k = 1.2:

                                                          
* В примере сделаны ссылки на пункты СНиП [70], по которому вычислена

ветровая нагрузка, но сами эти пункты для краткости не приводятся.
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55 10704121380110880 ⋅=⋅⋅⋅⋅= .....Re .
По СНиП [42] шероховатость поверхности стальной трубы
∆ = 0.001 м. При этих значениях коэффициент cx,∞ = 1.2.

Коэффициент k в формуле для cx учитывает конечность разме-
ров трубы. Он зависит от ее положения и от отношения высоты к
диаметру. Для рассматриваемой консольной трубы k = 0.853.

Таким образом, коэффициент лобового сопротивления
02.12.1853.0 =⋅=xc ,

а нормативная составляющая ветрового давления
=−+⋅= 021420101141380 .)](..[..)( zzwy

)](..[. 4201011540 −+= z , кН/м2.
При данном способе задания ветровой нагрузки считается, что

ветровое давление распределено по площади проекции трубы на
плоскость, перпендикулярную ветру. Среднюю погонную ветровую
нагрузку получим путем умножения давления на ширину попереч-
ного сечения трубы, равную 1 м:

)..(., xqx 01011540ср += , кН/м.
где x – высота сечения трубы над опорой,

x = z – 42.
Эта нагрузка показана на рис. 12.14,а.
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Рис. 12.14. Ветровая нагрузка на трубу:
а − средняя, пульсационная компоненты и суммарная

ветровая нагрузка; б − первая мода φ1(x)
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3. Пульсационная составляющая ветровой нагрузки
Для того чтобы определить, надо ли при нахождении пульсаци-

онной составляющей учитывать моды трубы, требуется знать ее
собственные частоты. Будем рассматривать трубу как консольный
стержень со следующими характеристиками (помимо указанных в
начале примера): жесткость EI = 0.76⋅109 Н⋅м2; погонная масса
µ = 245 кг/м. Найдем по формуле (3.33) и табл. 3.1 первую и вторую
собственные круговые частоты ωi и частоты fi (Гц):
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Как указано в экспликации к рис. 12.11, логарифмический дек-
ремент колебаний для стальной трубы δ = 0.15. По табл. 12.4 нахо-
дим, что в III ветровом районе предельная частота для определения
необходимости учета пульсаций ветра fl = 3.8 Гц. Таким образом,
f1 < fl < f2, и, следовательно, пульсационную составляющую ветро-
вой нагрузки можно вычислять с учетом только первой моды.

Для нахождения этой нагрузки надо разбить трубу по высоте на
участки и сосредоточить на их границах с координатами xs массы,
равные полусумме масс примыкающих участков. После этого пуль-
сационная составляющая определяется по формуле (12.16), где пе-
ремещения по первой моде y1s = φ1(xs). Выражение для 1-й моды
консольного стержня φ1(x) приведено в табл. 3.1:
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xx 1.8751.875ch362211.875sh1.875

1 cos.sin)(φ .

График этой функции показан на рис. 12.14,б, где она масштабиро-
вана так, чтобы ее максимальное значение равнялось 1. Отметим,
что масштабный коэффициент можно было бы принять любым
(кроме нуля), так как если умножить на него φ1(x), то он сократится,
т.е. величина нагрузки не изменится.

В качестве примера вычислим пульсационную составляющую
другим способом, а именно: с использованием схематизации трубы
в виде консольного стержня. Поскольку его диаметр, погонная мас-
са и жесткость не зависят от длины, воспользуемся формулой
(12.19), в которой b = d = 1 м.

Зависимость пульсационного давления от высоты z, отсчиты-
ваемой от уровня земли, найдем по формуле (12.18):

11 ξνζ )()()()(, zzzwzw mp = ,

где ветровое давление wm(z) = wx(z), т.е. то же,  что при вычислении
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среднего значения ветровой нагрузки. Коэффициент пульсации дав-
ления ζ определяем по рис. 12.8. Для местности типа B он убывает
по высоте трубы примерно от 0.8 до 0.74. Будем считать его измене-
ние линейным:

)(..)( 420033080 −−= zzζ .
Коэффициент корреляции ν определим по рис. 12.10. Расчетная

поверхность (диаметральная плоскость трубы) расположена парал-
лельно координатной плоскости z0y (см. рис. 12.9). Поэтому за па-
раметр ρ в табл. 12.5 примем диаметр трубы, т.е. ρ = d = 1 м. Пара-
метр χ зададим равным единице длины, т.е. χ = 1 м. Поскольку та-
кое значение χ на рис. 12.10 отсутствует, найдем ν посредством
экстраполяции: ν ≈ 0.94. Размер расчетной поверхности не изменя-
ется с высотой, значит, значение ν  также постоянно.

Для определения коэффициента динамичности ξ1 вычислим па-
раметр ε по формуле (12.10):
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По графику на рис. 12.11 находим ξ1 = 1.4.
Таким образом, пульсационное ветровое давление

4194042003308042010115401 ..)](..[)](..[.)(, ⋅−−−+= zzzwp ,
или в зависимости от расстояния x от опоры трубы:

)0033.08.0)(01.01.1(71.0)(1, xxxwp −+= , кПа.
График функции wp,1(x) показан на рис. 12.14,б.

С использованием функций wp,1(x) и собственной формы φ1(x)
найдена нагрузка qp,1(x) по формуле (12.19). Значения входящих в
нее интегралов найдены численно, после чего вычислена дробь, ко-
торая при выбранном масштабе моды оказалась равной 0.886 (при
другом масштабе этот множитель будет иным).

Полученная нагрузка qp,1(x) показана на рис. 12.14,а. Там же
приведена суммарная нагрузка, полученная путем алгебраического
сложения средней и пульсационной составляющих. Ее максималь-
ное значение более чем вдвое больше нагрузки без учета пульсаций.

12.2.5. Расчет сооружений на ветровую нагрузку по
 вычислительной программе SCAD Office

Расчет сооружений на ветровую нагрузку по СНиП [42] реали-
зован в широко распространенном вычислительном комплексе
SCAD Office [35]. Он позволяет при расчете на среднюю (статиче-
скую) составляющую ветровой нагрузки учитывать помимо ветро-
вых любые локальные и распределенные нагрузки на сооружение.
Динамическая  (пульсационная)  составляющая  определяется с уче-
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том собственных частот и мод конструкции. Их число для плоских
конструкций обычно принимают равным трем, а для пространст-
венных – шести, но в случае необходимости число мод может быть
задано как больше, так и меньше этого. В частности, если первая
собственная частота больше предельного значения fl (см. табл. 12.4),
то собственные частоты и моды можно вообще не учитывать.

12.3. Аэроупругие колебания конструкций
12.3.1. Аэроупругость
При описанном в предыдущем разделе определении ветровых

нагрузок по нормам [42] не учитывается влияние перемещений кон-
струкции на процесс ее обтекания воздушным потоком. Но в случае
гибкой конструкции происходит их взаимовлияние, т.е. не только
перемещения конструкции зависят от ветровой нагрузки, но и сама
нагрузка зависит от перемещений. Конструкции, которые обладают
таким свойством, называют аэроупругими. Следствием аэроупруго-
сти может явиться возникновение самовозбуждающихся колебаний
(автоколебаний), а также аэродинамическая неустойчивость конст-
рукции.

Теория аэроупругих колебаний первоначально развивалась при-
менительно к проблемам авиации, но после ряда катастроф соору-
жений, вызванных ветром, были разработаны методы строительных
аэродинамических расчетов. Их строгое математическое изложение
в рамках настоящей книги невозможно (при желании с ними можно
ознакомиться, например, в [55, 76]). Здесь же даны только краткое
описание физической картины таких колебаний и сводка формул
для расчетов строительных конструкций на их действие.

Российские нормы [42] требуют проверять высокие и гибкие
сооружения на так называемый ветровой резонанс, но методика вы-
полнения такой проверки в них отсутствует. Отметим, что в старых
нормах [41] такая методика (упрощенная) имелась. Кроме того, та-
кие методики приведены также в [73, 76]. Достаточно подробно
способы расчета на ветровой резонанс и другие виды аэродинами-
ческой неустойчивости изложены в нормах Европейского сообще-
ства – Еврокоде [111]. Поскольку это наиболее современные из
имеющихся нормативных документов по данному вопросу, далее
методы таких расчетов изложены на их основе. При этом основное
внимание уделено сооружениям и конструкциям, характерным для
промышленно-гражданских сооружений.

Отметим, что многие соотношения и параметры в Еврокоде
[111] и российских нормах [42] подобны. Тем не менее изложение
целиком основано на Еврокоде [111], так как использование впере-
мешку методик и коэффициентов из различных норм может привес-
ти к серьезным ошибкам.
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12.3.2. Вихревое возбуждение колебаний конструкций
Так называют колебания, вызванные срывом с поверхности тела

«вихрей Кармана» (см. разд. 12.1). При этом на тело поочередно с
двух сторон действует сила, направленная поперек потока. Напри-
мер, яхтсмены замечали, что при определенной скорости судна
ощущается попеременное постукивание с двух сторон по румпелю.
Если частота перемены направления силы совпадет с собственной
частотой конструкции, то возникнут резонансные колебания. Кроме
того, даже при отсутствии резонанса периодическая сила вызывает
усталость материалов конструкции.

В связи с этим в [111] рассматривают два вида отклика конст-
рукции на вихревое возбуждение. Первый, именуемый широкопо-
лосным, должен учитываться независимо от того, перемещается
конструкция или нет. Обычно он более важен для железобетонных и
тяжелых конструкций. Второй, узкополосный означает перемещения
и более актуален для легких стальных конструкций.

Оценка необходимости учета вихревого возбуждения. Эта
необходимость определяется по двум критерия. Первый – это гиб-
кость сооружения, характеризуемая соотношением его размеров.
Согласно [111], вихревое возбуждение необходимо учитывать, если
в плоскости, перпендикулярной направлению ветра, отношение
максимального размера конструкции к минимальному больше 6. По
российским нормам [42] его надо учитывать, если отношение высо-
ты сооружения к минимальному размеру поперечного сечения на
уровне 2/3 высоты больше 10.

Второй критерий – величина критической скорости ветра. Вих-
ревое возбуждение необходимо учесть, если выполнено условие

251
кр,

.>
i

m

v
v , (12.20)

где vm – скорость ветра, вычисленная по формуле (12.7), на уровне
поперечного сечения конструкции, где происходит срыв вихрей
(определение его положения обсуждается далее в связи с рис.
12.15); vкр,i – критическая скорость ветра, устанавливаемая по усло-
вию возникновения резонанса по i-й моде конструкции, т.е. совпа-
дения частоты срыва вихрей с i-й собственной частотой.

Частота срыва вихрей определяется числом Струхаля, которое
вычисляется по формуле (12.3). Из нее следует, что при изгибных
колебаниях конструкции
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где Sh – число Струхаля; b – ширина сечения, м, на котором проис-
ходит срыв вихрей и в котором модальное перемещение конструк-
ции или ее рассматриваемой части максимально (для цилиндриче-
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ских конструкций b равно наружному диаметру конструкции d); fi,и
– i-я собственная частота изгибных колебаний (Гц).

При колебаниях цилиндрических оболочек по оболочечным
(«овальным») модам критической является скорость ветра, при ко-
торой удвоенная частота срыва вихрей совпадает с i-й собственной
частотой колебаний по оболочечной моде, т.е.

Sh2
o

кр
,

,
i

i
bf

v = , (12.22)

где b – наружный диаметр оболочки, м; fi,о – i-я собственная частота
колебаний по оболочечной моде, Гц.

Нагрузка на конструкцию. В результате срыва вихрей на кон-
струкцию действует инерционная сила, распределенная по длине x:

max,)())(()( Fii yxfxmxF φπ 2
ин 2= , (12.23)

где m(x) – погонная масса, кг/м; fi – i-я собственная частота конст-
рукции, соответствующая ее колебаниям поперек ветра; φi(x) – i-я
мода, нормированная таким образом, чтобы ее максимальное значе-
ние равнялось 1; yF,max – максимальное перемещение, достигаемое в
точке, где значение моды равно 1.

Таким образом, для нахождения нагрузки по формуле (12.23)
необходимо определить максимальное перемещение yF,max. В [111]
даны два способа вычисления этой величины, которые изложены
далее. Но прежде отметим, что непосредственное сравнение этих
способов невозможно, так как они разработаны с использованием
разных параметров окружающей среды. По этой причине следует
использовать, не смешивая, либо тот, либо другой.

Первый способ вычисления
максимальных поперечных колебаний
Данный способ применим к разным конструкциям и формам

колебаний при любых климатических условиях. Согласно ему, пе-
ремещение yF,max вычисляется по формуле

ScSh2
п

⋅
=

KcK
b

y wF max, , (12.24)

где Kw – коэффициент эквивалентной корреляционной длины; K –
модальный коэффициент; cп – коэффициент поперечной силы.
Формулы для нахождения всех этих коэффициентов приведены да-
лее; Sc – число Скратона, представляющее собой безразмерный па-
раметр, отражающий чувствительность конструкции к возникнове-
нию колебаний и зависящий от потерь энергии в системе, а также от
соотношения масс конструкции и жидкости или газа:
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где δ – логарифмический коэффициент колебаний (см. разд. 12.3.5);
ρ – плотность воздуха (при нормальных атмосферных условиях ρ = 
= 1.22÷1.25 кг/м3); b – ширина сечении конструкции в месте срыва
вихрей, м; mi,э – эквивалентная погонная масса для i-й моды,
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где m(x) – закон распределения погонной массы по длине элемента;
l – высота или пролет сооружения или его элемента. При равномер-
ном распределении погонной массы m(x) = m = const, и эквивалент-
ная масса m1,э = m. Если рассматриваются колебания по 1-й моде
консольного сооружения с переменной погонной массой (например,
трубы), то m1,э приближенно равна средней погонной массе верхней
трети сооружения. При колебаниях по 1-й моде конструкции с пе-
ременной погонной массой, опертой на обоих концах, масса m1,э
приближенно равна средней погонной массе на участке длиной l/3 с
центром в точке, где мода φi(x) максимальна.
    В формуле (12.24) коэффициент поперечной силы
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где cп,0 – базовое значение коэффициента поперечной силы, зави-
сящее от формы поперечного сечения в месте срыва вихрей (см.
табл. 12.1, а для круглого сечения – рис. 12.3); vкр,i – критическая
скорость ветра для i-й моды; 

jLv ,ср – ее среднее значение в середине
отрезка с эквивалентной корреляционной длиной Lj.

Примеры вычисления длины Lj для стержней с различными
краевыми условиями и для простейшей рамы приведены на
рис. 12.15. Размер b на нем – это размер сечения поперек потока (на
рисунке направление ветра условно показано стрелками в плоскости
чертежа).

Отрезок с эквивалентной корреляционной длиной располагается
на пучности моды, а для консольных стержней – на свободном кон-
це. Отношение его дины Lj к размеру сечения b вычисляется по
формулам
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где yF(xj) – перемещение в середине отрезка. При этом длина Lj не
может быть больше длины пролета.
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Рис. 12.15. Примеры определения эквивалентной длины Lj
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В (12.24) коэффициент эквивалентной корреляционной длины
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а модальный коэффициент
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где lj – расстояние между двумя узлами моды (для консольных
стержней lj равно длине стержня); r – число областей, где одновре-
менно происходит срыв вихрей; s – число перемен знака («пучно-
стей») i-й моды; остальные обозначения прежние. Значения r и s
для некоторых простейших конструкций приведены на рис. 12.15 и
12.16.  На рис. 12.16 приведены также значения K и аналитические
выражения, по которым можно вычислить Kw для некоторых про-
стейших конструкций, совершающих колебания по 1-й моде.
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Рис. 12.16. Модальный коэффициент K и коэффициент эквивалентной
корреляционной длины Kw для простейших конструкций
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Заметим, что формулы (12.24)÷(12.28) образуют «логический
круг»: перемещение yF(xj) зависит от максимального перемещения
yF,max, которое определяется через cп,0, а последнее – через yF(xj).
Поэтому вычисления по формуле (12.24) надо производить методом
итераций: сначала задаться в (12.28) отношением yF(xj)/d, а после
вычисления yF,max – скорректировать его и повторить расчет.

Число циклов нагружения конструкции. Периодическая си-
ла, возникающая при срыве вихрей, может вызвать усталостное
разрушение конструкции. Для проверки усталостной прочности не-
обходимо оценить число циклов нагружения. Согласно [111], за
срок службы конструкции оно составит
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где T – срок службы в секундах (он равен сроку службы в годах,
умноженному на 3.2⋅107); fi – i-я собственная частота (Гц), соответ-
ствующая моде, по которой происходят колебания; vкр,i – критиче-
ская скорость ветра для данной моды; v* − скорость ветра, завися-
щая от вероятностного распределения скоростей в рассматриваемом
районе (в первом приближении можно принять v* = 0.2vm, где vm
вычисляется, согласно (12.7), на высоте срыва вихрей); ε0 – коэф-
фициент, учитывающий диапазон скоростей, при которых образу-
ются вихри (ε0 = 0.1÷0.3; в запас можно принимать верхнее значе-
ние). В [111] рекомендуется во всех случаях считать N ≥ 104.

Пример 2. Выполним расчет колебаний при вихревом возбуж-
дении той же трубы, что была рассмотрена в примере 1 (рис. 12.13).

Прежде всего определим по формуле (12.7) скорость ветра vm.
По табл. 12.2 находим, что в III ветровом районе, где находится со-
оружение, ветровое давление равно 380 Па. Согласно рис. 12.5, для
верха трубы (отм. +60.0) коэффициент увеличения скорости ветра
по высоте k = 1.3, а на середине высоты трубы (≈ отм.+50) k = 1.2.
Подставив эти значения в (12.7), получим для верха трубы

63331380511511 060 ...)(., =⋅== zkwvm  (м/с),
а на середине ее высоты

23221380511511 050 ...)(., =⋅== zkwvm  (м/с).
Низшие собственные частоты трубы были вычислены в приме-

ре 1: f1 = 3 Гц; f2 = 19 Гц
Найдем по формуле (12.21) критические скорости ветра, при

которых могут начаться резонансные колебания по 1-й и 2-й модам.
Число Струхаля для круглого сечения Sh = 0.18 (см. табл. 12.1); ха-
рактерный размер b равен диаметру трубы: b = d = 1 м. Следова-
тельно, критические скорости для 1-й и 2-й мод
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Проверим по критерию (12.20) необходимость учета вихревого
возбуждения колебаний. Для 1-й моды скорость ветра vm в этой
формуле должна быть принята равной его скорости наверху трубы:
vm,60  = 33.6 м/с. Вычислим отношение

251044
38
633

1кр

60 ..
.
.

,

, >==
v
vm .

Поскольку это отношение больше 1.25, то по критерию (12.20) вих-
ревой резонанс по 1-й моде возможен, и его необходимо учитывать.
Для 2-й моды vm = vm,50 = 32.2 м/с, т.е.

251610
852
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2кр

..
.
.

,

<==
v
vm .

Следовательно, резонанс по 2-й моде невозможен.
При вынужденных колебаниях трубы по 1-й моде на нее дейст-

вует инерционная нагрузка, вычисляемая по формуле (12.23):
== max,)())(()( FyxfxmxF 1

2
1ин 2 φπ

max,max, )(.)()( FF yxyx 1
5

1
2 1087032245 φφπ ⋅=⋅= ,  (Н/м).

Мода φ1(x) для консольного стержня приведена в примере 1 (см.
рис. 12.14). Ее максимальное значение равно 1.

Вычислим перемещение yF,max согласно (12.24). Входящее в нее
число Скратона вычисляется по формуле (12.25). Логарифмический
декремент колебаний для этой трубы вычислен в разд. 12.3.5 (при-
мер 8): δ = 0.025. Погонная масса m постоянна по длине, поэтому
эквивалентная масса для 1-й моды m1,э = m = 245 кг/м. Плотность
воздуха ρ = 1.22 кг/м3. Подставив эти значения в (12.25), получим

10
1221
245025022

Sc 22
э1к =

⋅
⋅⋅

==
.
.,

b
m

ρ
δ

.

Определим по (12.28) отрезок с эквивалентной корреляционной
длиной L1. На рис. 12.16 при колебаниях консольного стержня по
1-й моде этот отрезок расположен у свободного конца. Примем (а
позднее проверим это допущение), что отношение перемещения в
середине этого отрезка к размеру трубы yF(x1)/b < 0.1. Тогда по пер-
вой формуле (12.28) находим, что L1/b = 6, т.е. L1 = 6 м.

Теперь можно найти, согласно (12.27), коэффициент поперечной
силы cп. На середине отрезка L1 (отм. +57.0) 2.33

1,ср ≈Lv  м/с. Значит,

 830260
233
38

1ср

1кр ..
.
.

,

, <==
Lv

v
.
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Поэтому коэффициент cп должен
определяться по первому из соотноше-
ний (12.27), т.е. он равен базовому зна-
чению этого коэффициента  cп0, опре-
деляемому по рис. 12.3 в зависимости
от числа Рейнольдса Re. Последнее
вычисляется по формуле (12.1), где
скорость потока vп = vср,L1 = 33.2 м/с,
кинематическая вязкость воздуха
ν = 0.15⋅10−4 м2/с. Следовательно,

6
4

п 102.2
1015.0

12.33Re ⋅=
⋅
⋅

== −ν
bv .

По рис. 12.3 находим, что при этом
значении Re cп = cп0 = 0.2.

Коэффициент эквивалентной кор-
реляционной длины Kw вычислим по
формуле, приведенной на рис. 12.16:
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В соответствии с (12.29) принимаем
Kw = 0.6. На рис. 12.16 дан также мо-
дальный коэффициент K = 0.2.

Подставив найденные величины в
(12.24), получим
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ScSh 22
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KcK

b
y wF .

Отсюда находим максимальное пере-
мещение конца трубы

048.0048.0max, == byF  (м);
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Рис. 12.17. Результаты
вычисления колебаний
трубы при вихревом

возбуждении:
а – инерционная нагрузка;
б – изгибающий момент

действующая на нее инерционная нагрузка, согласно (12.23):
   )(.)()()())(()( max, xxyxfxmxF iiFii φφπφπ 41800480322452 22

ин =⋅==  (Н/м).
Вычисленная инерционная нагрузка показана на рис. 12.17,а, а

на рис. 12.17,б приведен создаваемый ею изгибающий момент.
Возвратимся к определению отрезка L1. Сделанное предполо-

жение, что yF(x1)/b < 0.1, оказалось справедливым, поэтому найден-
ная длина L1 = 6 м верна. Если бы выяснилось, что yF(x1)/b > 0.1, то
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следовало бы принять другое, большее значение этого отношения
(например, подставить в (12.28) его найденное значение) и повто-
рить расчет.

Определим по формуле (12.31) число циклов нагружения конст-
рукции. Примем в качестве vm = vm,60 = 33.6 м/с. Тогда v* = 0.2vm = 
= 6.7 м/с. Примем коэффициент ε0 = 0.3, срок службы конструкции
T = 30 лет = 30⋅3.2⋅107 c. Число циклов за срок службы
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Прочность трубы и ее опорных устройств надо проверять, учи-
тывая снижение прочности материалов из-за усталости при таком
числе симметричных циклов нагрузки.

Вихревое возбуждение при линейном и групповом
расположении цилиндров
При  линейном  или  групповом  расположении круговых ци-

линдров, показанном в табл. 12.6, может происходить вихревое воз-
буждение их колебаний вследствие взаимного влияния. Макси-
мальные перемещения вычисляются по формуле (12.24) со следую-
щими изменениями.

Если два не связанных между собой цилиндра располагаются в
линию, то в (12.24) число Струхаля
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Вместо cп следует в (12.24) подставить пc′ :
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в диапазоне 15a10 << b  значение пc′  определяется по интерполя-
ции. Здесь коэффициент cп находят через коэффициент cп,0, приве-
денный в табл. 12.1, следующим образом:
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Таблица 12.6. Данные для вычисления отклика на вихревое
возбуждение при групповом расположении связанных цилиндров

Расположение
связанных
цилиндров

ab

a

b

a

b

n в (12.37) и на рис. 12.18 2 3 4
a/b = 1 1.5 4.8 4.8Коэффициент

интерференции
Kiw a/b ≥ 2 1.5 3.0 3.0

a/b ≤ 1.5 1.5 6.0 1.0Коэффициент
неустойчивости

aг a/b ≥ 2.5 3 3.0 2.0

Примечание :  при промежуточных значениях отношения a/b  ис-
пользовать линейную интерполяцию.

Если цилиндры связаны между собой, то при 1 ≤ a/b ≤ 3 коэф-
фициент

п,0п сKс iv=′ ,      (12.35)
где Kiv – коэффициент интерференции для вихревого возмущения
(табл. 12.6); коэффициент cп,0 приведен в табл. 12.1.

 Число Струхаля Sh для свя-
занных цилиндров  определяется
по рис. 12.18, а число Скратона Sc
вычисляется по формуле, подоб-
ной (12.25), где вместо одной эк-
вивалентной погонной массы бе-
рется их сумма:

2
эк2

Sc
b

mn

ρ
δ ∑= , , (12.36)

где ∑ э,nm – сумма эквивалентных
погонных масс.

0
0

1 2 3 a/b

5

10

15

1/Sh
n = 4

n = 3

n = 2

Рис. 12.18. Число Струхаля
для n связанных цилиндров

Второй способ вычисления
максимальных поперечных колебаний
Данный подход используется для расчета вынужденных коле-

баний при вихревом возбуждении консольных конструкций, имею-
щих регулярное распределение обдуваемого поперечного сечения
по главным осям сооружения. Типичные сооружения такого типа −
отдельно стоящие дымовые и вентиляционные трубы, мачты. При
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групповом или линейном расположении цилиндрических конструк-
ций такой способ использовать нельзя. В [111] этот подход реко-
мендуется для прибрежных территорий Северной Европы, для ко-
торых характерны очень холодные и стратифицированные ветры.
По-видимому, подобные климатические условия имеются на север-
ных и дальневосточных побережьях России.

Учитывается только 1-я мода конструкции φ1(x), нормированная
таким образом, чтобы ее максимальное значение равнялось 1. В
точке, где φ1(x) = 1, максимальное перемещение

ymax = σy kp, (12.37)
где σy – стандартное отклонение перемещений*; kp – пик-фактор.

Стандартное отклонение σy  является решением уравнения
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где Сс – аэродинамическая постоянная, зависящая от размеров по-
перечного сечения, а для кругового цилиндра – также от числа Рей-
нольдса  Re  (см. табл. 12.7);  Ka  –  аэродинамический коэффициент

Таблица 12.7. Константы для
вычисления перемещений
при вихревом возбуждении

Константа Сс Ka,max aL

Re ≤ 105 0.02 4 0.4
Re = 5⋅105 0.005 0.5 0.4

К
ру
го
во
й

ци
ли
нд
р

Re ≥ 106 0.01 1 0.4
Квадратное
сечение 0.04 6 0.4

Примечание :  в диапазонах
105 ≤ Re ≤ 5⋅105 и 5⋅105 ≤ Re ≤ 106 кон-
станты Сс и Ka,max для кругового ци-
линдра линейно зависят от log(Re).

демпфирования (его вычисле-
ние разъяснено далее); aL –
нормализованная предельная
амплитуда, задающая отклоне-
ние конструкции с очень низ-
ким демпфированием (см.
табл. 12.7); mэ – эквивалентная
погонная масса, вычисляемая,
согласно (12.26); h и b – высота
и ширина сооружения (для со-
оружений с переменной шири-
ной в качестве b принимается
ширина в точке наибольшего
отклонения); остальные обо-
значения – прежние.

Решение уравнения (12.38):
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y ++=
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, (12.39)

                                                          
* Это параметр, характеризующий диапазон рассеяния значений случайной

величины относительно ее среднего значения – математического ожидания.
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Аэродинамический коэффициент демпфирования Ka убывает с
увеличением турбулентности воздушного потока. При  отсутствии
турбулентности Ka = Ka,max (см. табл. 12.7), поэтому применение во
всех случаях значения Ka,max дает перемещения с запасом.

В (12.37) пик-фактор
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Число циклов нагружения конструкции можно вычислить, со-
гласно (12.31), где следует положить ε0 = 0.15.

Пример 3. Определим по 2-му способу нагрузку при вихревом
возбуждении на ту же трубу, что в примерах 1 и 2.

Вычислим по формулам (12.40) и (12.41) коэффициенты с1 и с2.
Числа Рейнольдса и Скратона найдены в примере 2: Re = 2.2⋅106;
Sc = 9.64. По табл. 12.7 находим: Сс = 0.01; Ka,max = 1; aL = 0.4. В за-
пас примем Ka = Ka,max. Остальные члены (12.40) и (12.41) прежние.

01630
14

9.641
2
40

4
Sc1

2

22

1 ..
=








⋅
−=








−=

ππK
ac

a

L ;

5
4

222

4

22

1

2

2 10420
18
1

180
010

1
40

245
1221

Sh
−⋅=

⋅
== .

.

...

, h
bC

K
a

m
bc c

a

L

e

ρ .

По формуле (12.39) получаем

0330104200163001630 52
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2
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2 ....)( =⋅++=++= −cccbyσ ,
откуда:

1800330 .. == byσ  (м).
Пик-фактор kp вычисляется, согласно (12.42):
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Подставив σy  и kp в (12.37), найдем
ymax = σy kp = 0.18⋅3.9 = 0.7 (м).
Инерционную нагрузку на трубу найдем, согласно (12.23):
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== max,)())(()( Fii yxfxmxF φπ 2
ин 2

)(.)()( xx ii φφπ 609357032245 2 =⋅⋅=  (Н/м).
Вычисленная инерционная нагрузка показана на рис. 12.14,а, а

на рис. 12.14,б приведен создаваемый ею изгибающий момент.
Сравнение результатов расчета
по первому и второму способам
Сделаем два замечания. Во-первых, расчет перемещений по

второму способу значительно проще, чем по первому, но получае-
мые по нему нагрузки и внутренние усилия гораздо больше (в при-
веденных примерах – более чем в 14 раз). В нормах [109], откуда
заимствованы обе методики, отсутствуют какие-либо уточнения по
использованию той или иной из них, кроме климатических условий
места  расположения объекта.

Во-вторых, по второму способу большие перемещения получа-
ются за счет умножения на пик-фактор, значение которого быстро
увеличивается с уменьшением логарифмического декремента коле-
баний. В то же время логарифмические декременты, рекомендован-
ные в Еврокоде [111] для расчетов на ветровые нагрузки (см.
разд. 12.3.5), очень малы по сравнению с затуханием, заданным в
российских нормах [42]. Если использовать значение δ = 0.05, ука-
занное в экспликации к рис. 12.11, а не δ = 0.025, полученное по
нормам [111], то величина перемещения и инерционная нагрузка по
обоим способам уменьшатся вдвое.

Отметим также, что методика расчета на вихревой резонанс в
отечественных нормах [41] (уже отмененных) была подобна второ-
му способу и давала близкие к нему результаты.

Определение максимальных перемещений по методу
конечных элементов
Формулы (12.26), (12.29) и (12.30), по которым вычисляются эк-

вивалентная масса mэ,1 и коэффициенты Kw и K, предполагают схе-
матизацию конструкции в виде континуальной системы. Однако в
наши дни расчеты строительной конструкции чаще производят по
методу конечных элементов (МКЭ). При этом конструкция схема-
тизируется как дискретная система с n степенями свободы, и i-я мо-
да получается не в виде непрерывной функции φi(x), а как вектор
{φi} размерностью 1×n. С учетом этого инерционная нагрузка также
представляет собой вектор:

max,)}(]{[}{ Fii yfMF 2
ин 2πφ= , (12.43)

где [M] – матрица масс системы. Если матрица масс диагональная,
то k-й элемент вектора нагрузки
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max,
2

,ин )2( Fiikkk yfmF πφ= . (12.44)
Эквивалентная масса может быть найдена по формуле
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где mk – масса, сосредоточенная в k-й точке; φik – k-й элемент векто-
ра {φi}.

Коэффициент эквивалентной корреляционной длины Kw вместо
(12.29) вычисляется по формуле

6.0||||
1 11 1

≤







































= ∑ ∑∑ ∑

= == =

s

j

s

k
ik

r

j

r

k
ikw

jj

K φφ , (12.46)

а модальный коэффициент K вместо (12.30) – по формуле
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где, как и в (12.29) и (2.30), lj – расстояние между двумя узлами мо-
ды (для консольных стержней равно длине стержня); r – число об-
ластей, где одновременно происходит срыв вихрей; s – число пере-
мен знака («пучностей») i-й моды (см. рис. 12.15 и 12.16). В числи-
теле сумма в скобках вычисляется по точкам в пределах j-й эквива-
лентной корреляционной длины Lj, а rj – число таких точек. В зна-
менателе сумма в скобках вычисляется по точкам в пределах каж-
дой пучности моды (для консольных стержней – по всей длине
стержня); sj – число точек, находящихся в этой пучности.

Пример 4. Определим по МКЭ нагрузки при вихревом возбуж-
дении на металлическую вентиляционную трубу, показанную на
рис. 12.19.  Размеры трубы:  общая  длина l = 18 м; длина кониче-
ской части l1 = 8 м; диаметр цилиндрической части d = 1 м, а осно-
вания конической d1 = 2 м; толщина стенок s = 0.01 м. Модуль уп-
ругости материала трубы (углеродистая сталь) E = 1011 Па. Ско-
рость ветра – такая же, как в примере 2: на верху трубы (отм. +60.0)
v60 = 33.6 м/с, а на середине ее высоты (отм. +50) v50 = 33.2 м/с.

Труба разбита на 18 конечных элементов стержневого типа (19
узлов, начиная с заделки). Узловые массы приведены в табл. 12.8.
Первые две собственные частоты: f1 = 5.3 Гц, f2 = 25 Гц.

Критические скорости ветра, при которых могут начаться резо-
нансные колебания по 1-й и 2-й модам, найдем, согласно (12.21),
где, как и в примере 1, Sh = 0.18, характерный размер b = d = 1 м:

    714
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1кр .
.
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Проверим по критерию (12.20) необходимость учета колебаний
по 1-й моде. Скорость vm принимаем для верха трубы: vm = v60 =
= 32.5 м/с. Тогда

25.129.2
7.14
6.33

1,кр

>==
v
vm .

Следовательно, колебания по 1-й моде должны быть учтены.
Для 2-й моды рассматривается скорость vm = v50 = 32.2 м/с:

25.146.0
4.69
2.32

2,кр

<==
v
vm .

Согласно (12.20), резонанс по 2-й моде невозможен.
Таблица 12.8. Параметры вентиляционной
трубы и результаты расчета колебаний

Номер
узла k

Масса
mk, кг

1-я мо-
да {φ1}

Нагрузка
{F}, Н

Момент
{M}, Нм

1 238 0.0000 0.0 3168
2 475 0.0025 0.6 3168
3 443 0.0089 1.9 3159
4 414 0.0197 3.9 3128
5 382 0.0355 6.5 3070
6 353 0.0572 9.7 2979
7 321 0.0858 13.2 2853
8 291 0.1223 17.1 2694
9 260 0.1687 21.1 2506
10 245 0.2259 26.6 2295
11 245 0.2929 34.4 2056
12 245 0.3680 43.3 1781
13 245 0.4496 52.9 1478
14 245 0.5361 63.0 1161
16 245 0.6261 73.6 845
15 245 0.7183 84.5 551
17 245 0.8119 95.5 297
18 245 0.9059 106.5 107

+42.0

y

x+60.0

l 1
l

d1

d

Рис. 12.19. Вентиля-
ционная труба 19 245 1.0000 117.6 0
Найдем по формуле (12.24) перемещение yF,max, через которое

определяется инерционная нагрузка по формуле (12.23). Фигури-
рующее в (12.24) число Скратона будем считать таким же, как в
примере 2, т.е. Sc = 10.

Для нахождения отрезка с эквивалентной корреляционной дли-
ной L1 по формуле (12.28) примем, что отношение перемещения в
его середине к размеру трубы yF(x1)/b < 0.1. Тогда, согласно первой
формуле (12.28), L1/b = 6, т.е. L1 = 6 м. При определении коэффици-
ента поперечной силы cп по формуле (12.27) все условия те же, что
в примере 2, и поэтому также cп = 0.2. Коэффициент Kw вычисляем
по формуле (12.29): Kw = 0.784. В соответствии с ограничением, за-
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данным этой формулой, принимаем Kw = 0.6. Модальный коэффи-
циент K вычислен, согласно (12.30): K = 0.12.

Подстановка найденных значений в (12.24) дает

044.0
1018.0

2.012.06.0
ScSh 22
пmax, =

⋅
⋅⋅

=
⋅

=
KcK

b
y wF ,

т.е. yF,max = 0.044 м. Сделанное предположение, что yF(x1)/b < 0.1,
оказалось справедливым.

Вектор инерционной нагрузки по 1-й моде найдем по формуле
(12.43):
   }]{[..).}(]{[)}(]{[}{ max, 1

2
1

2
11ин 84804403522 φπφπφ MMyfMF F =⋅== .

В соответствии с (12.44) k-й элемент вектора нагрузки
1ин 848 ,. kk,k mF φ= ,

где mk – масса, сосредоточенная в k-й точке; φ1k – k-й элемент век-
тора φ1.

Полученная нагрузка и изгибающие моменты в узлах конечно-
элементной модели приведены в табл. 12.8.

Способы снижения колебаний конструкций
при вихревом возбуждении
Срыв вихрей с поверхности тела происходит синхронно по всей

его длине. При колебаниях сооружения это происходит при дости-
жении его точками крайних положений. Поэтому колебания соору-
жения при вихревом возбуждении можно уменьшить, если разру-
шить вихри или предотвратить их синхронный срыв.

С этой целью на конструкцию устанавливают специальные аэ-
родинамические устройства, предназначенные для срыва воздушно-
го потока. Но применяя их, необходимо учитывать, что они эффек-
тивны только при специальных условиях, в частности, если число
Скратона Sc > 8 [111].

Одно из таких устройств − спиральные ребра (интерцепторы)
на поверхности цилиндра, устанавливаемые в его верхней части на
длине от 33 до 40 % от высоты (рис. 12.20,а). Система состоит из
трех тонких прямоугольных ребер с шагом спирали 5D (D – диаметр
трубы) и высотой ребра в радиальном направлении t = 0.1D  (для
легких сооружений с малым демпфированием t = 0.13D). Эффектив-
ность интерцепторов не уменьшается, если между ребрами и цилин-
дрической поверхностью имеется зазор шириной до 0.005D. Следует
иметь в виду, что интерцепторы, уменьшая аэроупругие колебания,
в то же время увеличивают лобовое сопротивление сооружения (рис.
12.20,в, [76]) и, следовательно, статическую и пульсационную ком-
поненты ветровой нагрузки (см. разд. 12.2.3).



Гл.12. Ветровые нагрузки на сооружения406

a)
0.

33
-0

.4
H

H

D

б)

сЗазор
h s

D

H

            в)

Число Рейнольдса Re

Ко
эф

ф
иц
ие
нт

 л
об
ов
ог
о

со
пр
от
ив
ле
ни
я 

c

1.5

106 107

1.0

0.5

0
105

t/D = 0.12   0.06

Гладкий цилиндр

t

D

Рис. 12.20. Устройства для снижения
колебаний при вихревом возбуждении:
а − интерцепторы; б − перфорированная

оболочка; в − коэффициент лобового сопро-
тивления трубы с интерцепторами [76]

Другой эффективный
способ нарушения синхрон-
ности срыва вихрей – уста-
новка поверх трубы перфо-
рированной оболочки
(рис. 12.20,б). Эксперимен-
ты показали, что колебания
существенно снижаются да-
же тогда, когда оболочка
экранирует только 25 %
верхней части. Наилучшее
действие наблюдалось, если
суммарная площадь про-
емов составляла от 20 до
36 % площади поверхности
оболочки (квадратные от-
верстия со стороной
s = 0.052÷0.07D), а величина
зазора между ней и трубой
с = 0.12D.

Амплитуду вынужден-
ных колебаний конструкции
можно уменьшить обычным
способом, а именно: путем
увеличения рассеяния энер-
гии. Например, если конст-
рукция находится рядом с
другим, неподвижным со-
оружением, то можно уста-
новить между ними демп-
феры.

Еще один, классиче-
ский, способ снижения
вибраций – применение ди-
намического гасителя коле-
баний.  Он представляет со-

бой механическую систему с одной степенью свободы, настроен-
ную в резонанс с частотой возмущающей силы. Теория динамиче-
ского гасителя колебаний имеется, например, в [53, 84].

Сочетания внутренних усилий в конструкции
при учете вихревого возбуждения
Нагрузка при колебаниях из-за вихревого возбуждения, с одной

стороны, и сумма статической и пульсационной составляющих вет-
ровой нагрузки, определяемых по нормам [42], с другой, действуют
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во взаимно перпендикулярных плоскостях. Поэтому суммирование
создаваемых ими усилий производится по формуле

2
пст

2
в )( RRRR ++= , (12.48)

где R – суммарное усилие (напряжение, момент, перерезывающая
сила); Rв – усилие за счет колебаний при вихревом возбуждении; Rст
и Rп – усилия за счет статической и пульсационной компонент вет-
ровой нагрузки [73].

12.3.3. Галопирование гибких конструкций
Галопирование – это самовозбуждающиеся изгибные колебания

(автоколебания) гибких конструкций поперек направления ветра, в
процессе которых их сечение движется по эллиптической траекто-
рии. При определенных условиях амплитуда колебаний может в де-
сять и более раз превышать поперечное сечение конструкции. Час-
тота колебаний значительно меньше частоты срыва вихрей, т.е. хотя
галопирование внешне и похоже на колебания при вихревом возбу-
ждении, но представляет собой иное физическое явление. С теорией
этого явления можно познакомиться в [76]. Далее изложены прак-
тические способы анализа возможности возникновения данного
процесса, приведенные в [111].

Опасные формы поперечного сечения конструкции. Этому
виду аэродинамической неустойчивости подвержены конструкции
со специфическими D-, L-, I-, U- и T-образными формами поперечно-
го сечения. Теоретически доказано, что галопирование круговых
цилиндров невозможно [76], но оно может начаться, если их сече-
ние изменилось за счет образования наледи, в результате чего при-
обрело D-образную форму (пример – галопирование проводов ли-
ний электропередачи). Опасные виды сечений указаны в табл. 12.9.

Начальная скорость ветра. Галопирование начинается, если
скорость ветра достигла начального значения vнг. При его превыше-
нии амплитуда колебаний быстро увеличивается. Скорость равна

bf
a

v 1
г

нг
Sc2

=  (м/с), (12.49)

где Sc – число Скратона, вычисляемое по формуле (12.25); f1 – пер-
вая собственная частота колебаний конструкции поперек ветра; b –
размер сечения, показанный в табл. 12.9; aг – коэффициент неус-
тойчивости по отношению к галопированию, приведенный в табл.
12.9 (если этот коэффициент неизвестен, можно считать aг = 10).

Возникновение галопирования возможно, если
vнг < 1.25vm, (12.50)

где vm – скорость ветра в точке, где ожидается максимальная ампли-
туда колебаний, вычисленная по формуле (12.7).
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Таблица 12.9. Коэффициент aг неустойчивости к галопированию

Номер схемы Поперечное сечение d/b aг

1
b

d

2.0
1.5
1.0
2/3
1/2
1/3

2.0
1.7
1.2
1.0
0.7
0.4

2 b
d

2.7
5.0

5.0
7.0

3
b

d
3.0 7.5

4

b

d

2.0 0.7

5
d

b 3/4 3.2

6
b

d
2.0 1.0

7 b 1.0

8 b
t = 0.06b

Наледь на проводах

1.0

9

            

b

l/3
l/3l/3

l
l

4.0

Примечание :  при промежуточных значениях отношения d/b ко-
эффициент aг можно определять по линейной интерполяции. Экстрапо-
ляция за приведенные пределы d/b не допускается.
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Если скорость ветра vнг лежит в диапазоне

5.17.0
1,кр

нг <<
v
v , (12.51)

где vкр,1 – скорость ветра, при которой происходит срыв вихрей
[см. (12.21)], то возможно сочетание галопирования с вихревым
возбуждением колебаний. Для этого случая нормы [111] не дают
никаких рекомендаций, ограничиваясь замечанием, что необходимо
специальное исследование.

Методы расчета движения конструкции при галопировании
достаточно сложны и здесь не рассматриваются. Они описаны, на-
пример, в [73, 76]. Отметим, что рассчитать движение удается лишь
в некоторых простейших случаях, а в более сложных требуется
проведение испытаний в аэродинамической трубе.

Как следует из (12.49) и (12.50), для предотвращения галопиро-
вания следует увеличить собственную частоту конструкции и рас-
сеяние в ней энергии. Кроме того, следует предпринять конструк-
тивные и организационные меры для предотвращения неблагопри-
ятного искажения формы сечения. Например, часто наблюдается
галопирование проводов высоковольтных передач вследствие появ-
ления наледи. Один из способов его предотвращения – кратковре-
менное пропускание через обледеневшие провода тока высокой
частоты, который нагревает их и вызывает плавление льда.

Пример 5. Проверим возможность возникновения галопирова-
ния вентиляционной трубы, рассмотренной в примере 2. Будем
предполагать, что вследствие погодных условий на трубе образова-
лась наледь, при которой ее сечение приобрело опасную с точки
зрения галопирования форму (см. табл. 12.9, схема 8).

Как было показано в примере 2, скорость ветра в точке, где
ожидается максимальная амплитуда колебаний (на отметке +60.0),
vm = 33.6 м/с. Диаметр трубы d = 1 м (он же – размер сечения b).
Первая собственная частота трубы f1 = 3 Гц; число Скратона
Sc = 10. По формуле (12.49) найдем начальную скорость ветра, при
которой может начаться галопирование трубы (согласно табл. 12.9,
коэффициент aг = 1):

6013
1
102Sc2

1
г

нг =⋅
⋅

== bf
a

v  (м/с).

По условию (12.50) галопирование может начаться, если ско-
рость vнг превышает скорость ветра vm менее чем на 25 %. Проверим
выполнение этого условия:

1.25vm = 1.25⋅33.6 = 42 м/с < vнг = 60 (м/с).
Следовательно, галопирования трубы можно не опасаться.
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Галопирование связанных цилиндров
Классическая проблема галопирования – колебания связанных

между собой цилиндров, показанных в табл. 12.6. Начальная ско-
рость ветра vнг вычисляется по формуле (12.49), где f1 – первая соб-
ственная частота изгибных колебаний; b – размер, показанный в
табл. 12.6 (диаметр цилиндра); aг – коэффициент неустойчивости по
отношению к галопированию, который зависит от отношения раз-
мера b к расстоянию между цилиндрами a (см. табл. 12.6).

Возможность начала галопирования определяется по формуле
(12.50), в которой скорость ветра vm задают в точке, где максималь-
на амплитуда колебаний.

Галопирование не связанных цилиндров в спутной струе
Если несколько не связанных между собой цилиндров близко

расположены друг к другу, то при определенной скорости ветра мо-
жет наблюдаться их галопирование в спутной струе («кильватерном
следе»). Это явление стало причиной ряда тяжелых аварий. Приме-
ром может служить разрушение слишком близко расположенных
градирен на электростанции Феррибридж в Великобритании
(рис. 12.21). Теория этого явления изложена в [76] и здесь не рас-
сматривается. Ограничимся объяснением его физической природы.

Рис. 12.21. Разрушение градирен на ТЭС Феррибридж (Англия)

При определенной скорости ветра за первым цилиндром обра-
зуется турбулентный след. Если воздушный поток набегает под не-
которым углом атаки β к оси расположения цилиндров (рис.12.22),
то цилиндр, находящийся ниже по течению, оказывается на краю
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зоны турбулентности. Под ее влиянием могут начаться его сильные
поперечные колебания. Но это произойдет только в том случае, если
частоты его колебаний меньше частоты образования вихрей за ним и
таких же частот у первого цилиндра.

Если отношение расстояния ме-
жду осями к диаметру цилиндра
a/b <3, то критическая скорость, при
которой начинается галопирование в
спутной струе [111]:

спн,
1спг,

Sc53
a

abfv .= , м/с,     (12.52)

β ≈ 10° b

a

Рис. 12.22. Геометрические
параметры для расчета гало-
пирования в спутной струе

где f1 – первая частота колебаний второго цилиндра поперек ветра;
aн,сп – коэффициент неустойчивости (можно принимать aн,сп = 3.0).
Для предотвращения галопирования необходимо обеспечить вы-
полнение условия (12.50): vг,сп > 1.25vm. Как следует из (12.52), по-
вышения критической скорости vг,сп можно достигнуть за счет уве-
личения собственной частоты и потерь энергии в конструкции,
диаметра d, расстояния между трубами a. Один из конструктивных
способов предотвращения галопирования – связать цилиндры меж-
ду собой: в этом случае оно начнется при большей скорости ветра.

Пример 6. На рис. 12.23 изображена
пара расположенных рядом вентиляцион-
ных труб. Проверим возможность возник-
новения галопирования трубы в спутной
струе. Скорость ветра на отметке +60.0,
где ожидается максимальная амплитуда
колебаний, vm = 32 м/с. Диаметр трубы
d = 1.5 м (он же – размер сечения b); по-
гонная масса m = 245 кг/м; расстояние ме-
жду осями a = 2 м. Первая собственная
частота трубы f1 = 3 Гц.

Логарифмический декремент колеба-
ний  трубы был вычислен в разд. 12.3.5
(пример 8), δ = 0.025. По формуле (12.25)
найдем число Скратона: Sc = 9.22.

Сначала будем считать, что  трубы  не

a = 2 м

d = 1.5 м

l =
 1

8 
м

+42.0

+60.0

y

x

d = 1.5 м

Рис. 12.23. Вентиляци-
онные трубы

связаны между собой. Вычислим по формуле (12.52) критическую
скорость ветра, соответствующую началу галопирования:

931
3

229512353Sc53
спн,

1спг, ..... =
⋅⋅

⋅==
a

abfv  (м/с).

Проверим возможность галопирования по критерию (12.50):
1.25vm = 1.25⋅32 = 40 м/с > vг,сп.
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Следовательно, возникновение колебаний второй трубы в спутной
струе возможно. 

Теперь рассмотрим вариант, когда трубы связаны между собой.
Скорость ветра, соответствующую началу колебаний, найдем по
формуле (12.49). Входящий в нее коэффициент aг определяется по
табл. 12.6: отношение  a/b = 1.33 < 1.5, поэтому aг = 1.5. Начальная
скорость

355513
51
2292Sc2

1
г

нг ..
.
.

=⋅
⋅

== bf
a

v  (м/с).

Проверим выполнение критерия начала колебаний (12.50):
1.25vm = 40 м/с < vнг.
Таким образом, если связать трубы между собой, то колебания в

спутной струе не возникнут.
12.3.4. Дивергенция и флаттер
Физическая картина явлений. Дивергенция и флаттер перво-

начально изучались применительно к проектированию летательных
аппаратов. В строительном деле эта проблема актуальна по отно-
шению к гибким конструкциям с удлиненным поперечным сечени-
ем (например, к пролетным строениям подвесных мостов).

θ

Ось
жесткости

kθ

v

Рис. 12.24. Движение конст-
рукции при дивергенции

Для объяснения физической карти-
ны дивергенции рассмотрим простей-
шую конструкцию с малым отношени-
ем толщины к ширине (рис. 12.24). При
действии ветра конструкция нагружена
силой лобового давления, подъемной
силой, возникающей из-за наличия уг-
ла поворота θ («угла атаки»), и аэроди-
намическим крутящим моментом. Кон-

струкция оказывает упругое противодействие моменту (жесткость
kθ). С увеличением скорости ветра аэродинамический крутящий
момент возрастает, что приводит к увеличению угла θ (к скручива-
нию конструкции), из-за чего момент еще увеличивается, и т.д.

В результате при определенной, критической, скорости ветра
момент становится настолько большим, что уже не может быть вос-
принят конструкцией, и она разрушается. Это явление в чем-то по-
добно потере устойчивости колонной при сжатии, что также проис-
ходит при критической нагрузке. Дивергенция зависит от гибкости
конструкции и от того, в какой мере ее скручивание вызывает на-
растание аэродинамического момента, и не зависит от прочности
конструкции.

Флаттер конструкции представляет собой колебания с быстро
нарастающей амплитудой.
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Впервые с этим явлением столкнулись в авиации, где при испы-
таниях новых скоростных самолетов произошло множество тяже-
лых и необъяснимых катастроф. Вот как описывает историю этих
событий заслуженный летчик-испытатель, герой Советского Союза
М.Л. Галлай [23]. «С появлением новых скоростных самолетов в
авиации едва ли не всех передовых стран мира прокатилась волна
таинственных, необъяснимых катастроф.

Случайные свидетели, наблюдавшие эти катастрофы с земли,
видели во всех случаях почти одинаковую картину: самолет летел
совершенно нормально, ничто в его поведении не внушало ни ма-
лейших опасений, как вдруг внезапно какая-то неведомая сила, буд-
то взрывом, разрушала машину – и вот уже падают на землю изуро-
дованные обломки: крылья, оперение, фюзеляж …

Все очевидцы, не сговариваясь между собой, применяли выра-
жение «взрыв», так как не представляли себе других возможных
причин столь молниеносного и полного разрушения. Однако осмотр
упавших обломков не подтверждал этой версии: никаких следов
взрыва – копоти или ожогов – на них не оказывалось.

Самым надежным источником информации – докладом экипажа
потерпевшего аварию самолета – воспользоваться, как правило,
увы, не удавалось. Те же, насчитывавшиеся буквально единицами,
летчики, которым удалось выбраться из стремительно летящих
вниз, беспорядочно вертящихся обломков фюзеляжа и воспользо-
ваться парашютом, ничего сколько-нибудь существенного добавить
к рассказам наземных очевидцев не могли. Очень уж неожиданно и
быстро развивались события: всего за несколько секунд до катаст-
рофы ничто не предвещало ее, а затем сразу – удар, треск, грохот, и
самолет разлетается на куски.

Новому грозному явлению было дано название флаттер (от
английского flutter − трепетать), но, если не ошибаюсь, еще Мольер
сказал, что больному не делается легче от того, что он знает, как
называется эта болезнь по-латыни».

Но флаттер послужил причиной и ряда катастроф сооружений,
главным образом отличающихся большой гибкостью вантовых мос-
тов. Наиболее известная из них – обрушение в 1940 г. вантового
моста «Такома Нарроу» через залив Пьюджет Саунд на Восточном
побережье США. Мост имел центральный пролет длиной 650 м, а
шириной – всего 12 м. После его ввода в строй выяснилось, что при
ветре начинаются колебания подвесного пролета, порой настолько
интенсивные, что скрывалась из виду впереди идущая машина. Но-
вый мост прозвали «Прыгающая Герти». Некоторые водители жа-
ловались на головокружение и боялись ездить по нему. Другие, лю-
бители «экстрима», специально приезжали, чтобы испытать острые
ощущения, как при катании на «американских горках».
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а)

б)

Рис. 12.25. Катастрофа вантового моста «Такома Нарроу» (США):
а − изгибно-крутильные колебания подвесного пролета; б − обрушение

Вновь построенный мост простоял всего 4 месяца. В один из
дней его подвесная часть сначала длительное время совершала из-
гибно-крутильные колебания с большой амплитудой, пока в конце
концов не обрушилась (рис. 12.25).

Характерно, что при обрушении моста скорость ветра была су-
щественно меньше максимальной, на которую был произведен его
статический расчет. Поэтому после этой аварии стали учитывать
аэроупругие колебания сооружений, опасность которых прежде не-
дооценивали.

Исследованию флаттера, прежде всего в авиации, но также и в
строительном деле, посвящено огромное количество работ. Разли-
чают несколько его разновидностей («классический», срывной, па-



12.3. Аэроупругие колебания конструкций 415

нельный, флаттер системы с одной степенью свободы). Строгая
теория этих колебаний достаточно сложна и не может быть изложе-
на в ограниченном объеме настоящей книги. При расчете на флат-
тер в простейшей постановке рассматривают плоскую задачу, схе-
матизируя конструкцию в виде системы с двумя степенями свободы:
поступательное движение x и поворот
θ (рис. 12.26).  Такое изложение тео-
рии флаттера имеется в [76].

С физической точки зрения флат-
тер – это типичные автоколебания,
которые происходят вследствие того,
что упругая система за счет своих пе-
ремещений подпитывается энергией
от воздушного потока.  Если в началь-
ный момент времени она получила ис-

θ

v

x

Рис. 12.26. Движение конст-
рукции при флаттере

ходное возмущение, то ее дальнейшие перемещения будут затухать
или нарастать в зависимости от того, будет энергия, получаемая от
потока, больше или меньше потерь энергии в самой системе.

Критерии возможности реализации дивергенции и флатте-
ра. Строительная конструкция должна быть спроектирована так,
чтобы исключить возможность появления дивергенции или флатте-
ра. Далее приведены три простейших строительных критерия, с по-
мощью которых можно оценить склонность конструкции к возник-
новению этих явлений. Проверку следует осуществлять последова-
тельно, начиная с первого, простейшего критерия.

Если хотя бы один из критериев не выполняется, дивергенция
или флаттер невозможны.

1. Строительная конструкция или ее значительная часть имеет
удлиненное поперечное сечение (подобное плоской плите) с отноше-
нием b/d < 0.25 (рис. 12.27).

2. Ось поворота параллель-
на плоскости плиты, перпенди-
кулярна направлению ветра и
находится на расстоянии не
меньше l ≥ 0.25d от кромки, на
которую   набегает   воздушный

b

d
v

Ось поворотаl

Рис. 12.27. Размеры плиты
поток. Это условие включает и общий случай, когда центр поворота
совпадает с геометрическим центром (центрально опертая конст-
рукция), а также случай, когда он находится на задней, подветрен-
ной  кромке плиты (например, консольный навес).

3. Низшая собственная частота конструкции соответствует ее
поворотным колебаниям, либо частота, отвечающая таким колеба-
ниям, менее чем в 2 раза превосходит низшую частоту, соответст-
вующую поступательному движению.
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В случае, если выполняются все три условия, т.е. дивергенция
или флаттер, в принципе, возможны, то необходимо проведение до-
полнительных исследований.

Критическая скорость ветра для начала дивергенции. Дивер-
генция начнется, если скорость ветра превысит значение

MC ′

0 0.1 0.2 b/d
1

1.2

1.4

Рис. 12.28. Скорость изменения
аэродинамического момента

MCd
kv
′

= 2див
2

ρ
θ ,     (12.53)

где kθ − жесткость системы на
поворот (см. рис. 12.24); ρ –
плотность воздуха; СM – коэф-
фициент аэродинамического
момента,

22

2
dv

MCM ρ
= ;      (12.54)

M – аэродинамический момент
на единицу длины конструкции;

d – длина конструкции (см. критерий 2 и рис. 2.26); MC′  − скорость
изменения аэродинамического момента в зависимости от угла пово-
рота θ (в радианах),

6138036
2

... +−

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d
dCC M

M θ
. (12.55)

График изменения MC′  приведен на рис. 12.28.
Возможность дивергенции следует учитывать, если выполнено

условие
vдив < 2vm, (12.56)

где vm – то же, что выше.
Пример 7. Определим критическую скорость ветра, при кото-

рой  произойдет  дивергенция  навеса,  схема  которого  показана  на

b

d

ϕ

Рис. 12.29. Схема навеса

рис. 12.29. Размеры: b = 0.1 м,
d = 2.5 м. Жесткость kϕ = 0.2⋅106 Нм.

Отношение b/d = 0.04. По фор-
муле (12.55) находим

571.==′
θd

dCC M
M .

Критическая скорость ветра вы-
числяется, согласно (12.53):
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В соответствии с критерием (12.56) возможность дивергенции
следует принимать во внимание, если скорость ветра на площадке

49150 див .. => vvm  м/с.
Такая скорость может быть, например, при торнадо класса не

ниже F3, которое будет рассмотрено в гл. 13 (см. табл. 13.1).
Некоторые конструктивные рекомендации для уменьшения

опасности флаттера. Флаттеру подвержены главным образом гиб-
кие плоские конструкции типа пролетных строений мостов. На
атомных электростанциях они встречаются редко, и поэтому мето-
ды определения скорости ветра, при которой начинается флаттер,
здесь не рассматриваются (их можно найти в [76]). Ограничимся
только некоторыми рекомендациями относительно влияния харак-
теристик моста на его аэроупругую устойчивость по отношению к
флаттеру [76]. Очевидно, что они справедливы и для строительных
конструкций иного назначения.

Устойчивость моста против флаттера определяется следующи-
ми факторами.

1. Геометрические характеристики балки жесткости. Неус-
тойчивы балки следующих видов: со сплошными стенками или
H-образного поперечного сечения (типа изображенного на рис.
12.24); в виде сквозных ферм при сплошной без прорезей или не-
вентилируемой плите проезжей части; имеющие весьма плохообте-
каемые поперечные сечения. С другой стороны, устойчивость по-
вышается, если придать балке жесткости обтекаемые формы или
применить сквозные фермы в сочетании с вентиляционными отвер-
стиями в плите проезжей части моста или со сквозным настилом.

2. Частоты колебаний моста. Устойчивость повышается при
высоких частотах крутильных и крутильно-изгибных колебаний.
Хорошо противостоят закручиванию, например, балки с закрытыми
коробчатыми поперечными сечениями или в виде высоких ферм,
объединенных в сплошную решетчатую конструкцию плитой про-
езжей части и ветровыми связями. Напротив, балки с H-образным
поперечным сечением чувствительны к крутильным колебаниям.

3. Величина конструкционного демпфирования моста: чем оно
больше, тем выше аэроупругая устойчивость.

12.3.5. Логарифмический декремент колебаний
Для определения ветровых нагрузок и расчета аэроупругих ко-

лебаний конструкций необходимо знать их динамические парамет-
ры – собственные частоты и моды. Строгие и приближенные мето-
ды их определения были изложены в гл. 2 и 3. Далее приводится
заимствованный из [111] способ определения характеристики по-
терь энергии в конструкции – логарифмического декремента коле-
баний, от величины которого зависят пульсационная ветровая на-
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грузка, возможность возникновения и интенсивность аэроупругих
колебаний.

Таблица 12.10. Логарифмический декремент δк
Тип сооружения δк

Железобетонные здания 0.10
Стальные сооружения 0.05
Смешанные конструкции из железобетона и стали 0.08
Железобетонные башни и трубы 0.03
Сварные стальные трубы без внутреннего ствола и без внеш-
ней теплоизоляции 0.012
Сварные стальные трубы без внутреннего ствола и с внешней
теплоизоляцией 0.020

h/d < 18 0.020
20 ≤ h/d < 24 0.040Сварные стальные трубы с одним внутрен-

ним стволом и внешней теплоизоляцией1

h/d ≥ 26 0.014
Сварные стальные трубы с двумя и более внут-
ренними стволами и внешней теплоизоляцией1 h/d < 18 0.020
Стальные трубы, облицованные торкрет-бетоном, без внут-
реннего ствола 0.04

Сварные 0.02
На высокопрочных болтах 0.03Стальные мосты2 и решетча-

тые стальные башни
На обычных болтах 0.05

Предварительно напряженные, без трещин 0.04Бетонные
мосты2 С трещинами 0.10
Деревянные мосты3 0.06÷0.12
Композитные мосты2 0.04
Мосты из алюминиевых сплавов2 0.02
Мосты из пластика, армированного стекловолокном или
иными волокнами2 0.04÷0.08

С параллельными прядями 0.006Тросы Со спиральными прядями 0.020
Примечания :
1 h – высота, d − диаметр трубы. При промежуточных значениях от-

ношения h/d следует пользоваться линейной интерполяцией.
2 Для вантовых мостов значения δк следует умножать на 0.75.
3 Значения для сооружений из дерева и композитного пластика −

ориентировочные. В случаях, когда аэродинамические нагрузки сущест-
венны для проектирования, необходимы специальные исследования с
целью получения более точных значений δк.

При колебаниях сооружения по 1-й моде логарифмический дек-
ремент колебаний δ равен сумме трех составляющих:
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δ = δк + δа +δсп, (12.57)
где δк отражает конструкционное демпфирование; δа показывает
потери энергии при  аэродинамическом возбуждении; δсп задает по-
тери энергии в специальных устройствах (демпферах, за счет коле-
баний жидкости в баках и пр.).

Таблица 12.11. Эквивалентная
шероховатость поверхностей ∆

Тип поверхности ∆, мм
Стекло 0.0015
Полированный металл 0.0042
Высококачественная окраска 0.006
Окраска пульверизатором 0.02
Зачищенная сталь 0.05
Чугун 0.2
Оцинкованная сталь 0.2
Гладкий бетон 0.2
Грубый бетон 1.0
Струганное дерево 0.5
Грубое пиленое дерево 2.0
Ржавчина 2.0
Кирпичная кладка 3.0

Приближенные значения
логарифмического декремента
δк приведены в табл. 12.10.
Отметим, что они значительно
меньше значений, заданных в
нормах [42] (см. экспликацию
к рис. 12.11), а также прини-
маемых при сейсмических рас-
четах (см. гл. 17, табл. 17.3). В
последнем случае большая
разница может объясняться
тем, что уровень внутренних
усилий в конструкциях при
аэроупругих колебаниях суще-
ственно меньше, чем при зем-
летрясении.

Точно определить лога-
рифмический декремент δа, со-
ответствующий аэродинамическому возбуждению, достаточно
сложно (см., например, [73]). Приближенно его можно вычислить
по формуле

э1
а 2 mf

bvc mxρδ =  , (12.58)

где, как и ранее, ρ и f1 − соответственно плотность воздуха и первая
собственная частота конструкции; mэ – эквивалентная погонная
масса конструкции, вычисление которой было описано в разд. 3.3.6;
vm – скорость ветра на отметке, где первая мода достигает максиму-
ма; b – поперечный размер конструкции; cx – коэффициент лобового
сопротивления конструкции, который можно принимать по прило-
жению 4 к нормам [42] или по нормам [111], как это сделано ниже.

Логарифмический декремент δсп, отражающий потери энергии в
специальных устройствах, определяется по их характеристикам.

Пример 8. Определим логарифмический декремент колебаний
для сварной стальной вентиляционной трубы без внешней термо-
изоляции, рассмотренной в примере 2.

По табл. 12.10 находим, что δк = 0.012.
Вычислим аэродинамический логарифмический декремент ко-

лебаний δа по формуле (12.58). Входящие в нее величины: попереч-
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ный размер трубы b = 1 м (он же – диаметр d); погонная масса
mэ= m = 245 кг/м. Кроме того, в примере 2 были найдены: первая
собственная частота трубы f1 = 3 Гц; скорость ветра vm = 33.6 м/с.

Коэффициент лобового сопротивления трубы cx был вычислен в
примере 1 по российским нормам [42]. Для сравнения определим
его по нормам ЕЭС [111], так как в них несколько более точно учи-
тываются характеристики конструкции (при этом сохраним обозна-
чения норм [42]):

cx = kcx∞ . (12.59)
Сомножитель cx∞ представляет собой коэффициент лобового сопро-
тивления бесконечно длинного цилиндра (рис. 12.30). Он зависит от
числа Рейнольдса и шероховатости обтекаемой поверхности.

Для рассматриваемой трубы число Рейнольдса найдено в при-
мере 1: Re = 2⋅106. Эквивалентная шероховатость различных по-
верхностей ∆ приведена в табл. 12.11. Будем считать, что рассмат-
риваемая труба окрашена с помощью пульверизатора. В этом слу-
чае ∆ = 0.02 мм = 2⋅10–5 м. Отношение ∆/d = 2⋅10–5. По графику на
рис. 12.30 находим, что cx∞ ≈ 0.6.

105

0

0.4

0.8

1.2
сx ∞

106 Re

∆/b = 10–2  10–3  10–4  10–5

Рис. 12.30. Коэффициент cx∞

1 10 100
0.6

λ

0.7
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0.9

k

0.5   0.9

0.95
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ϕ = 0.1

Рис. 12.31. Коэффициент k

h

A′ b

Рис. 12.32. К определению про-
ницаемости конструкции ϕ

Коэффициент k в (12.59) учиты-
вает соотношение размеров конст-
рукции, ее проницаемость для ветра и
положение относительно неподвиж-
ной поверхности. Он определяется по
рис. 12.31 в зависимости от гибкости
конструкции λ и проницаемости ϕ.
Гибкость   λ  найдем   по   табл. 12.12.

Проницаемость ϕ равна отношению суммы A′ площадей проекций
всех элементов конструкции на плоскость, перпендикулярную вет-
ру, к площади A проекции всей конструкции. Например, на
рис. 12.32 площадь A′ затенена, а A = bh.
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Таблица 12.12. Гибкость конструкции λ

Положение конструкции (ветер перпен-
дикулярен плоскости чертежа) Эффективная гибкость λ

z ≥ b

b
l

b

b ≤ l

z ≥ 2b

l

b ≤ l

b

b1 ≤ 1.5

l
b

b1 ≤ 1.5

l

b0 ≥ 2.5b

b lb 
l

l/2 b/2

Для многоугольных, пря-
моугольных конструкций,
конструкций с заостренными
краями и решетчатых конст-
рукций:

при l ≥ 50 м λ = 1.4l/b, но
не более 70;

при l < 15 м λ = 2l/b, но не
более 70.

Для круговых цилиндров:
при l ≥ 50 м λ = 0.7l/b, но

не более 70;
при l < 15 м λ = l/b, но не

более 70.

При промежуточных зна-
чениях l следует использовать
линейную интерполяцию

b

l

z ≥ 2b

b

l

b1 ≥ 2.5b l

b

При l ≥ 50 м λ равно
большему из значений:
λ = 0.7l/b  и λ = 70.

При l < 15 м λ равно
большему из значений: λ = l/b
и λ = 70.

При промежуточных зна-
чениях l следует использовать
линейную интерполяцию

Длина рассматриваемой трубы l = 18 м, отношение l/b = 18. По
табл. 12.12 определяем, что λ = 17.5 (как для цилиндрической кон-
струкции длиной 15 < l < 50 м). Проницаемость ϕ = 1. По рис. 12.31
находим: k = 0.76. Таким образом, сx = kcx∞ = 0.76⋅0.6 ≈ 0.46.
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Отметим, что в примере 1 коэффициент cx для той же трубы,
вычисленный по российским нормам [42], был равен 1.02, т.е. в 2.2
раза больше. Отчасти это получается за счет несколько более низ-
ких значений cx,∞ по нормам [111], но, главным образом, благодаря
более точному заданию в них шероховатости поверхности ∆.

С использованием найденных выше значений получаем

0130
24532

1633221460
2 э1

а ....
=

⋅⋅
⋅⋅⋅

==
mf

bvc mxρδ .

Логарифмический декремент δсп = 0, так как отсутствуют спе-
циальные устройства, рассеивающие энергию.

Согласно (12.55), суммарный логарифмический декремент
δ = δк + δа +δсп = 0.012 + 0.013 + 0 = 0.025.
Ранее коэффициент cx был определен для отдельно стоящего

вертикального цилиндра. При расположении нескольких цилиндров
в ряд  этот коэффициент  зависит от расстояния между осями a  (см.
рис. 12.33). В российских нормах [42] этот случай не рассматрива-
ется, поэтому приведем его в соответствии с [111]:

cx = k n cx∞ , (12.60)
где cx∞ и k – те же, что и для отдельного цилиндра, а n – коэффици-
ент, принимаемый в зависимости от соотношения между диаметра-
ми цилиндров b и расстояниями a между ними (табл. 12.13).

Таблица  12 .13 .  Коэффициент n
для расположенных в ряд верти-

кальных цилиндров

a/b < 3.5 1.15

3.5 < a/b < 30
b

a
180

17.1 −

b b b
a a

Рис. 12.33. Расположение верти-
кальных цилиндров в ряд 30 < a/b 1.00

Заключительные замечания. Расчет логарифмического дек-
ремента колебаний, описанный в разд. 12.3.6, производится с ис-
пользованием данных из Европейских норм [111], которые в значи-
тельной мере подобны данным из российских норм [42]. Тем не ме-
нее, несмотря на их сходство, поскольку применена методика из
норм [111], следует использовать и данные из этих же норм. Ис-
пользование вперемешку разных нормативных документов может
привести к серьезным ошибкам.



Глава 13
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИЕ

ЯВЛЕНИЯ

13.1. Виды экстремальных ветровых нагрузок
Согласно классификации, принятой в документе МАГАТЭ [90],

различают «экстремальные метеорологические переменные» и
«экстремальные метеорологические явления». Первые означают
экстремальные значения таких величин, как температура воздуха,
скорость ветра, высота снежного покрова, количество атмосферных
осадков. Их определяют посредством регулярных замеров на ме-
теорологических станциях. Ко вторым относят особо интенсивные
и редкие явления, прежде всего – ураганы и торнадо, максимальные
параметры которых, ввиду их редкости, на многих метеостанциях
могут и не быть зафиксированы. Поэтому их интенсивность харак-
теризуется либо качественно, например, через характер поврежде-
ний, либо количественно – через скорость ветра.

Согласно российским нормам [50], должны учитываться сле-
дующие экстремальные климатические переменные с повторяемо-
стью 1 раз в 10 000 лет: снеговые и ветровые нагрузки, температура
наружного воздуха. В принципе, их значения должны задаваться на
основе метеорологических исследований. Но допускается задавать
экстремальные ветровые и снеговые нагрузки по нормам [42], при-
нимая следующие коэффициенты перегрузки: для ветра Кп = 2.5,
для снега Кп = 2. В остальном расчет строительных конструкций на
эти нагрузки производится обычным образом, а потому здесь затра-
гиваться не будет.

В данной главе рассмотрены нагрузки на сооружения, создавае-
мые двумя экстремальными метеорологическим явлениями – тор-
надо и ураганами.

13.2. Торнадо
13.2.1. Общая характеристика и интенсивность торнадо
Торнадо (другие наименования – «смерч», «тромб») [17, 44, 45,

50, 69, 76, 90] представляет собой стремительно вращающийся и
поступательно перемещающийся вертикальный воронкообразный
вихрь, спускающийся от нижней границы облаков (рис. 13.1,а). Ча-
ще всего он образуется во время сильной грозы. Иногда при своем
движении он соприкасается с землей не непрерывно, а периодиче-
ски отрывается от нее, а затем через несколько километров пути
вновь спускается («скачущее торнадо»). Скорость ветра в вихре
может достигать огромной величины, а потому торнадо – это наи-
более разрушительное из метеорологических явлений.
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На рис. 13.1,б показаны последствия торнадо. Вызванные им
разрушения имеют катастрофический характер: груда обломков на
переднем плане – это все, что осталось от домов. Но в то же время
на заднем плане видны совершенно целые здания, в которых сохра-
нилось даже остекление окон. Это показывает, что торнадо прохо-
дит узкой полосой и за пределами смерча совершенно не ощущает-
ся. Этим оно отличается от обычного «плоского» ветра.

а)

б)

Рис. 13.1. Торнадо:
а – воронка вихря; б – разрушения, вызванные торнадо
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Интенсивность торнадо описывается с помощью F-шкалы Фуд-
житы, приведенной в табл. 13.1 [90]. Согласно ей, интенсивность
торнадо разделена на 12 классов. Качественно класс характеризует-
ся степенью разрушений и иными внешними проявлениями, а коли-
чественно – диапазоном максимальных скоростей ветра Vm. Нижний
предел скорости ветра VFk, соответствующий k-му классу Fk, вычис-
ляется по формуле

51136 .)(. += kVFk , м/с, k = 1, 2,…,5. (13.1)
Характер разрушений, соответствующих каждому из классов,

показан на снимках в табл. 13.1, сделанных Фуджитой с высоты
около 150 м после торнадо, разрушившего поселок из относительно
новых пригородных домов.

Таблица  1 3 . 1 .  Интенсивность торнадо по F-шкале Фуджиты
Класс
торнадо Максимальная скорость ветра Vm  и степень  повреждения

F0 Vm ≤ 33 м/с. СЛАБЫЕ ПОВРЕЖДЕНИЯ. Некоторые повреж-
дения труб и телевизионных антенн; сломаны ветки деревьев;
повалены деревья с неглубоко залегающими корнями.

F1 33 < Vm ≤  49 м/с. СРЕД-
НИЕ ПОВРЕЖДЕНИЯ.
Сорваны крыши; разбиты
окна; перевернуты или
передвинуты легкие авто-
прицепы; некоторые дере-
вья вырваны с корнями
или унесены; движущиеся
автомобили снесены с
дороги. (32.6 м/с – начало
ураганной скорости ветра).
50 < Vm ≤  69 м/с. ЗНАЧИ-
ТЕЛЬНЫЕ ПОВРЕЖДЕ-
НИЯ. Сорваны крыши с
каркасов домов (прочные
вертикальные стены не
разрушаются); разрушены
неустойчивые здания в
сельских районах; разру-
шены жилые автоприце-
пы; крупные деревья вы-
рваны с корнями или  уне-

 F2

сены; опрокинуты железнодорожные товарные вагоны; под-
няты в воздух легкие предметы; снесены автомобили с шоссе.
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Окончание табл. 13.1

Класс
торнадо Максимальная скорость ветра Vm  и степень  повреждения

70 < Vm ≤ 92 м/с. СЕРЬ-
ЕЗНЫЕ ПОВРЕЖДЕНИЯ.
Сорваны крыши с карка-
сов домов и разрушена
часть вертикальных стен;
некоторые здания в сель-
ской местности полно-
стью разрушены; перевер-
нуты поезда; разорваны
конструкции  со стальной
оболочкой типа ангаров
или пакгаузов; автомобили

 F3

отрывались от земли и подбрасывались в воздух; большинст-
во деревьев в лесу вырвано с корнями, унесено или повалено.
93 < Vm ≤ 116 м/с. ОПУ-
СТОШИТЕЛЬНЫЕ ПО-
ВРЕЖДЕНИЯ. Каркасы
домов целиком повалены
на землю, остались лишь
груды обломков; стальные
конструкции сильно раз-
рушены; кора с деревьев
содрана небольшими ле-
тящими обломками; авто-
мобили  и поезда отбро-
шены   на  некоторое   или

 F4

большое расстояние; крупные летящие предметы в воздухе.
F5 117 < Vm ≤  140 м/с. ПО-

ТРЯСАЮЩИЕ ПОВРЕ-
ЖДЕНИЯ. Каркасы домов
полностью сорваны с
фундаментов; железобе-
тонные конструкции силь-
но повреждены; в воздухе
летящие предметы разме-
ром с автомобиль; могут
возникать чрезвычайные
явления.

 

F6 −
− F12

140 м/с < Vm – до скорости звука (330 м/с). НЕВООБРАЗИ-
МЫЕ РАЗРУШЕНИЯ. Если случится торнадо со скоростью
ветра, превышающей скорость по классу F6, то степень и тип
повреждений трудно предсказать. Такие летящие предметы,
как холодильники, водонагреватели, цистерны и автомобили
могут нанести вторичные повреждения конструкциям.
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В табл. 13.2 приведена еще одна классификация торнадо −
P-шкала Пирсона. Согласно ей, интенсивность торнадо подразделя-
ется на 5 классов, характеризуемых длиной Lk и шириной Wk пути
смерча [90]. Длина пути, соответствующая k-му классу Pk, вычисля-
ется по формуле

Lk = 1609⋅100.5(k − 1), м, k = 1, 2,…,5, (13.2)
а его ширина

Wk = 1609⋅100.5(k − 5), м, k = 1, 2,…,5. (13.3)
Таблица  1 3 . 2 .  Интенсивность торнадо по P-шкалe Пирсона

Класс
тор-
надо

Длина пути Lk, км Ширина пути Wk, м

P0 ≤ 1.6 ≤ 16
P1 1.6 ÷ 5.0 16 ÷ 50
P2 5.1÷16.0 51 ÷ 160
P3 16.1÷ 50.9 161 ÷ 509
P4 51 ÷ 160 510 ÷ 1600
P5 161 ÷ 507 1601 ÷ 5070

Похожее на торнадо, но пока малоизученное явление – водяные
смерчи (рис. 13.2). Они образуются над водными просторами, но
иногда заходят до нескольких километров в глубь суши и также мо-
гут обладать большой разрушительной силой.

Рис. 13.2. Водяной смерч
В разных странах и частях света (США, Австралия, Западная

Европа, Индия, Япония) торнадо возникают с разной частотой,
имеют неодинаковые размеры и интенсивность. Так, например, в
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США диаметр вихря обычно составляет порядка 300 м, скорость
перемещения относительно земли от 30 до 100 км/ч, длина траекто-
рии примерно 15 км. Максимальная скорость ветра, зафиксирован-
ная в США, составляла около 100 м/с, хотя не исключено, что она
может быть и выше. В Японии торнадо (по-японски «татсумаки»)
обычно слабее: диаметр около 50 м, скорость поступательного дви-
жения 40÷50 км/час, средняя длина траектории около 3 км, макси-
мальная скорость ветра около 55 м/с.

13.2.2. Учет торнадо в проекте АЭС по нормам России
За период с 1844 по 2001 г. на территории России и бывшего

СССР было зарегистрировано 367 смерчей, каталог которых приве-
ден в нормах [69]. Смерчи возникают в теплое время года, чаще
всего днем, и обычно перемещаются с юго-запада на северо-восток.
Скорость их движения относительно земли и длина траектории
примерно такие же, как в США, но диаметр вихря обычно меньше –
в среднем 160 м. Скорость ветра чаще всего не превышала 50 м/с,
хотя имеются наблюдения, что в центральных областях России она
достигала 100 м/с, а может быть, и больше.

Зоны повышенной
смерчеопасности

Смерчеопасные
районы

Не смерчеопас-
ные районы

Горные
районы

Малоизученные
районы

Рис. 13.3. Схематическая карта районирования территории
бывшего СССР по смерчеопасности [69]



13.2. Торнадо 429

На рис. 13.3 показана карта смерчеопасности регионов террито-
рии бывшего СССР [17, 69]. Буквами и цифрами обозначены зоны с
различными расчетными характеристиками смерчей, которые при-
ведены в табл. 13.3. Их смысл и способы вычисления разъясняются
в разд. 13.2.1 и 13.2.2. На рисунке видно, что половина территории
относится к малоизученным районам. Недостаток наблюдений в
этих регионах объясняется, по-видимому, не только редкостью са-
мого явления, но и малой плотностью населения.

Таблица  1 3 . 3 .  Основные характеристики смерчей
на территории бывшего СССР [69]
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А 30⋅10–4 2.58 72 18 6.4
Б 87⋅10–4 3.58 94 24 10.9
В 12⋅10–4 1.93 59 15 4.2
IБ 1.6⋅10–4 0.56 34 8 1.4
IВ 3.6⋅10–4 1.75 55 14 3.7
IГ 39⋅10–4 3.69 97 24 11.5
IД 14⋅10–4 2.75 76 19 7.0
IЕ 6.6⋅10–4 2.12 62 16 4.8
IIА 5.6⋅10–4 2.01 60 15 4.4
IIБ 24⋅10–4 2.71 75 19 6.9
III 19⋅10–4 1.07 43 11 2.2
VВ 1.4⋅10–4 1.47 50 12 3.0

В табл. 13.2 для зон, отмеченных на карте рис. 13.2, приведены
вероятности Ps образования смерчей в течение одного года на тер-
риториях площадью 1000 км2 [69]. Они вычислены в зависимости
от количества зарегистрированных смерчей и вызванных ими раз-
рушений. Согласно  [69], территорию площадки АЭС следует счи-
тать смерчеопасной, если для нее Ps больше принятого в проекте
порогового значения P0.

13.2.3. Физическая модель торнадо
Для инженерных расчетов обычно используют упрощенную фи-

зическую модель торнадо, показанную на рис. 13.4,а («вихрь Рен-
кина») [76, 90]. Согласно ей, на оси вихря скорость ветра равна ну-
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лю. При увеличении расстояния r от оси она сначала линейно воз-
растает до максимального значения Vm, достигаемого на радиусе
r = Rm, а затем убывает обратно пропорционально r.

Таким образом, в пределах вихря класс торнадо по F-шкале
Фуджиты изменяется: максимальный определяется скоростью Vm, а
минимальный (F0) отвечает скорости 33.5 м/с, достигаемой на ра-
диусе rD. На рис. 13.4,а выделена зона, соответствующая j-му клас-
су, ограниченному скоростями Vj и Vj+1. Ширина пути, в пределах
которого скорость ветра превосходит ураганную, равна 2rD.

а)

Vj+1
33.5 м/сVj

0 Rm rj+1 rj rD r

V
Vm

Ось вихря

б)

Rm Vtr

r
VτY

X

Vm
Vr

Рис. 13.4. Скорость ветра в вихре торнадо:
а – зависимость скорости от r (заштрихован диапазон, соответствующий

j-му классу торнадо); б – компоненты максимальной скорости Vm
и скорость движения вихря Vtr

Скорость Vm представляет собой геометрическую сумму тан-
генциальной Vτ и радиальной Vr составляющих (рис. 13.4,б). Тан-
генциальная составляющая [76]:
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Относительно земли вихрь перемещается со скоростью Vtr. В
США используют допущение [90] (вообще-то, нестрогое), что

Vtr ≈ 0.25Vm. (13.5)
Строго говоря, ветровое давление должно определяться с ис-

пользованием скорости ветра, равной геометрической сумме мак-
симальной и трансляционной составляющих. Однако в США, где
накоплен наибольший опыт проектирования на воздействие торна-
до, ветровое давление определяют без учета последней.

Для определения нагрузок на строительные конструкции необ-
ходимо знать радиус Rm. Его можно определить через ширину пути
торнадо Wk. Согласно (13.4), при r > Rm справедливо
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m
m V

VrR τ= . (13.6)

Если считать, что радиус rD, на котором скорость Vτ = 33.5 м/с, ра-
вен половине ширины пути Wk, то

m

k
m V

WR
2

533.
= . (13.7)

Отметим, что при торнадо значительной интенсивности вычис-
ленный таким образом радиус Rm может оказаться более 100 м, что,
по-видимому, является сильным преувеличением (очевидно, за счет
приближенности Wk). В США для всех торнадо принимают

Rm = 150 футов ≈ 50 м. (13.8)
13.2.4. Нагрузки и воздействия на конструкции
Нагрузки при прохождении смерча обусловлены тремя факто-

рами:
1) ветровая нагрузка за счет действия воздушного потока на со-

оружение;
2) изменение атмосферного давления при прохождении вихря

над сооружением;
3) удары летящих предметов, поднятых вихрем в воздух.
Далее описаны способы определения этих нагрузок.
Ветровая нагрузка. Обычные, используемые в нормах [42]

способы определения нагрузок от ветра, которые описаны в гл. 12,
при торнадо неприменимы. Причина в том, что вихрь торнадо имеет
малый размер, поэтому ветер не является «плоским», как предпола-
гается в [42], а его скорость и направление сильно изменяются на
небольшом расстоянии, соизмеримом с размерами здания. Строго
говоря, скорость ветра изменяется и по высоте вихря, но этим об-
стоятельством обычно пренебрегают.

Следуя принятому с США допущению, будем определять вет-
ровое давление pвд без учета трансляционной составляющей ветра.
На расстоянии r от центра вихря

2
вд 2

1
τρVp = , Па, (13.9)

где ρ = 1.22 кг/м3 – плотность воздуха. Подставив сюда (13.4), по-
лучим
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Преобразуем это выражение. Обозначим максимальное ветро-
вое давление

2

2
1

mmax Vp ρ= , (13.11)

а отношение давления на радиусе r к максимальномy

maxp
p

Cq
вд= (13.12)

Из (13.10) следует:
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Коэффициент Cq показан на рис. 13.5.
В США ветровое давление на сооружения АЭС при торнадо оп-

ределяют по упрощенной методике [76], согласно которой его ос-
редняют и представляют в виде

pimpFw CqCqp += , (13.14)
где qF и qm – соответственно основное внешнее и внутреннее давле-
ние; Cp – коэффициент внешнего давления, зависящий от формы
здания и расположения рассматриваемой поверхности относительно

L/Rm, r/Rm,
0.5 1 1.5 2 2.5 30

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
SC

Cq

Рис. 13.5. Коэффициенты F
SC  и qC

направления ветра; Cpi –
коэффициент внутренне-
го давления, зависящий
от проницаемости стены
(отношения площади от-
крытых проемов к общей
площади стены). Коэф-
фициенты Cp и Cpi приве-
дены в строительных
нормах США. Аналогич-
ные коэффициенты име-
ются и в российских
нормах  [42].  Для  зданий

без проемов, какими часто являются сооружения АЭС, второе сла-
гаемое в правой части равно нулю.

Внешнее и внутреннее давление вычисляется по формулам
F
SmaxF Cpq = ; (13.15)
M
Smaxm Cpq = , (13.16)

Коэффициент F
SC  показан на рис. 13.5. Его значение принима-

ется в зависимости от отношения L/Rm, где L – проекция горизон-
тального размера площади, с которой собирается нагрузка на рас-
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сматриваемый элемент конструкции, на плоскость, перпендикуляр-
ную направлению движения ветра. Например, если проверяется
прочность отдельной стеновой панели, то в качестве L следует при-
нимать проекцию ее горизонтального размера на названную плос-
кость. Если же ветровая нагрузка распределяется на несколько эле-
ментов конструкции (например, посредством горизонтальной диа-
фрагмы), то L – это проекция на ту же плоскость горизонтального
размера суммарной площади сбора нагрузки на все эти элементы.
Таким образом, посредством коэффициента F

SC  производят осред-
нение ветрового давления по длине рассматриваемой конструкции.

Коэффициент M
SC для зданий, проемы в которых примерно оди-

наковы по размеру и достаточно равномерно распределены по пе-
риметру, определяется так же, как коэффициент F

SC ; в качестве L
принимается проекция горизонтального размера здания на назван-
ную выше плоскость. В противном случае M

SC вычисляется с помо-
щью следующей процедуры:

а) вычерчивается план здания в безразмерных единицах L/Rm в
таком же масштабе, как ось абсцисс на рис. 13.5;

б) этот план накладывается на график рис. 13.5 таким образом,
чтобы рассматриваемая поверхность совпадала с осью абсцисс, а
левый край сооружения находился в точке с координатой
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в) для каждого проема площадью A0i по графику находится со-
ответствующее значение Сqi;

г) вычисляется коэффициент M
SC  по формуле
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1
01
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01

, (13.18)

где n – общее число проемов.
Пример. Вычислим осредненное

ветровое давление на наветренную стену
здания, размеры которого показаны на
рис. 13.6. Площадь стены Aст = 2700 м2.
Проемы общей площадью Aпр = 540 м2

примерно одинаковы и равномерно рас-
пределены по стене (на рисунке они не
показаны).

45 м

60 м
30 м

Ветер

Рис. 13.6. Схема здания
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Здание расположено в зоне 1Г (см.  рис. 13.3). Согласно табл.
13.2, расчетный класс торнадо k = 3.69; максимальная скорость вет-
ра Vm = 97 м/с; скорость перемещения смерча Vtr = 24 м/с. Будем
считать, как принято в США, радиус Rm = 50 м.

По формуле (13.11) находим

5740
2

9722.1
2
1 2

2
max =

⋅
== mVp ρ  (Па).

Вычислим по формулам (13.15) и (13.16) основное внешнее и
внутреннее давление − qF и qm. Найдем коэффициенты F

SC  и M
SC .

Поскольку проемы примерно одинаковы и равномерно распределе-
ны по площади стены, эти коэффициенты также одинаковы. Длина
здания L = 60 м, отношение L/Rm = 1.2. По рис. 13.5 находим

580.CC M
S

F
S == .

Подставив эти значения в (13.15) и (13.16), получим
333058.05740 ≈⋅== mF qq  (Па).

Суммарное ветровое давление pw найдем, согласно (13.14), куда
вместо коэффициентов Cp и Cpi подставим аналогичные по смыслу
коэффициенты сe и сi из Приложения 4 к российским нормам [42]
(схема 9). Коэффициент внешнего давления

Cp = сe = 0.8.
Согласно [42], при направлении ветра на стену

Cpi = сi = 0.8.
Подставив эти значения в (13.9), найдем

53308.033308.03330 ≈⋅+⋅=+= pimpFw CqCqp  (Па).
Изменение атмосферного давления. В разных частях вихря

торнадо атмосферное давление различно. Зависимость давления от
расстояния от цента r можно найти с помощью дифференциального
уравнения циклострофического ветра [76]

r
V

dr
dpa

2
τρ

= . (13.19)

Его интегрирование с учетом (13.4) дает
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Если использовать обозначение (13.11), то падение атмосферно-
го давления можно записать в виде

aa Cprp max)( = , (13.21)
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где коэффициент Ca показывает отношение падения атмосферного
давления к максимальному ветровому давлению,
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Зависимость Ca от расстояния до центра вихря показана на рис.
13.7. Как можно видеть, падение атмосферного давления тем боль-
ше, чем ближе точка к центру вихря. При r = 0

2
ma Vp ρ−=max, .      (13.23)

В закрытых сооружениях, какими обычно бывают здания АЭС,
внутреннее давление за время прохождения торнадо не изменяется,
поэтому на их ограждающие конструкции действует избыточное
внутреннее давление, равное падению давления снаружи. Напротив,
в полностью открытых сооружениях  внутреннее  и  внешнее давле-
ния уравниваются практиче-
ски мгновенно, и дополни-
тельные нагрузки от падения
давления равны нулю. Нако-
нец, у частично открытых
сооружений дополнительное
давление на конструкцию
зависит от скорости течения
воздуха через помещения.
Методику его расчета (доста-
точно сложную) можно най-
ти в [76].

C
a =

 p
a/p

m
ax

r/Rm0 1 2
-2

-1

0

Рис. 13.7. Падение атмосферного
давления

Формулы  (13.20)  описывают изменение атмосферного давле-
ния в зависимости от расстояния до оси вихря. Можно найти зави-
симость pa(t) давления в требуемой точке от времени, учитывая, что
сам вихрь перемещается со скоростью Vtr. Если принять за нулевой
момент времени расположение центра вихря над рассматриваемой
точкой, то ее расстояние от оси

tVr tr=  . (13.24)
Подставив это выражение в (13.20), получим
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На рис. 13.8,а показано изменение атмосферного давления при
торнадо в зоне 1Г, которое рассмотрено выше в примере (см. рис.
13.6). По нижней шкале графика определяется  зависимость  давле-
ния от расстояния до оси вихря, а по верхней – от времени.  Для 
упрощения скорость движения вихря принята равной Vtr = 25 м/с,
т.е. несколько больше, чем в табл. 15.3.

Иногда используют приближенный закон изменения давления,
показанный на рис. 13.8,б [76].
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Рис. 13.8. Падение атмосферного давления
при прохождении торнадо в зоне 1Г:

а – падение давления в зависимости от расстояния до оси вихря и от времени;
 б – приближенный закон изменения атмосферного давления

Летящие тела. Торнадо может поднимать в воздух различные
плохообтекаемые тела, размеры и вес которых зависят от скорости
ветра. Некоторые вопросы и исследования, касающиеся аэродина-
мики плохообтекаемых тел, рассмотрены в [76]. Однако эта про-
блема до сих пор разработана недостаточно. Это объясняется, по-
мимо сложности теоретического решения, большой неопределенно-
стью исходных данных: начальных условий при подхватывании те-
ла ветром (например, происходит захват из положения покоя, при
движении под уклон или как-либо иначе); аэродинамических коэф-
фициентов тела; распределения скоростей в вихре и пр. По этим
причинам невозможно точно определить скорости летящих тел, и
данные об их размерах и характере полета являются сугубо ориен-
тировочными.

При проектировании АЭС обычно рассматривают летящие тела
трех видов:

− массивные тела, обладающие большой кинетической энерги-
ей, которые при соударении с конструкцией вызывают ее
общую деформацию;

− тяжелые жесткие тела, приводящие к локальному пробива-
нию защитных конструкций;

− небольшие жесткие тела, которые могут залететь внутрь зда-
ния через вентиляционные и иные отверстия и вывести из
строя оборудование.
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В отечественных нормах [69] в качестве таких тел предлагается
принимать:

− автомобиль массой 1800 кг;
− 200-мм бронебойный артиллерийский снаряд (болванку)

массой 125 кг;
− стальную сферу ∅2.5 см.
Эти же летящие тела указаны в рекомендациях МАГАТЭ [90] и

требованиях Комиссии по ядерному регулированию США (U.S.
NRC) [139]. Удар наносится по нормали к поверхности, скорость
тела составляет 0.35Vm.

Таблица  1 3 . 4 .  Летящие тела при торнадо, рассматриваемые
при проектировании АЭС в США [139]

№
п/п Летящее тело

Горизон-
тальная ско-
рость, % *

1 Деревянная доска 10×30×365 см, масса 52 кг 80
2 Стальной стержень ∅2.54 см, длина 90 см, масса 3.6 кг 60
3 Стальная труба ∅15.2 см, длина 460 см, масса 130 кг 40
4 Стальная труба ∅30.5 см, длина 460 см, масса 340 кг 40
5 Деревянная опора ∅34 см, длина 1050 см, масса 675 кг 40
6 Автомобиль с размерами 5×2×1.3 м, масса 1810 кг 20

* Скорость задана в процентах от максимальной скорости ветра.

Требования U.S. NRC [139] допускают также рассматривать
другие летящие тела, представляющие собой предметы, находящие-
ся на строительной площадке. Один из рекомендованных списков
таких тел приведен в табл. 13.4. Для всех тел, кроме малых стерж-
ней (№ 2), вертикальная компонента скорости составляет 70 % от
горизонтальной. Для малых стержней, на удар которых проверяются
проходы в защитных барьерах,
обе компоненты скорости
одинаковы. Удары всех тел,
кроме № 5 и 6, могут быть
нанесены на любой высоте, а
двух последних тел – не выше
9 м над наивысшей точкой
рельефа в радиусе 800 м от
здания.

При определении ударных
нагрузок на строительные кон-
струкции такие тела, как ав-
томобиль, деревянные брусья
и  опоры, считаются легко
сминаемыми. Нагрузки от них

Рис. 13.9. Куски коры и щепки, проби-
тые при торнадо соломинками и стеб-

лями растений [45]
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находят путем расчета разрушения тела при ударе в недеформируе-
мую  преграду.  Следует иметь в виду, что при ударе, нанесенном с
огромной скоростью, даже мягкие тела могут серьезно повредить
строительные конструкции, выполненные из гораздо более прочных
материалов. В качестве примера, демонстрирующего последствия
ударов мягких тел, на рис. 13.9 показаны куски коры и щепки, про-
битые при торнадо соломинками и стеблями растений [45].

Такие тела, как металлические трубы и стержни, считаются аб-
солютно твердыми. Для расчета конструкций на их удар использу-
ют эмпирические формулы.

Сочетания нагрузок при торнадо. Обозначим через Qт расчет-
ную нагрузку на строительные конструкции при торнадо. Она пред-
ставляет собой сочетание нагрузок, создаваемых ветровым давле-
нием Qвет, падением атмосферного давления Qатм и ударами летя-
щих тел Qуд. Наибольшая скорость ветра Vmax, а значит, максималь-
ные значения Qвет и Qуд достигаются при r = Rm. Наибольшее паде-
ние атмосферного давления pa,max, т.е. максимум нагрузки Qатм, со-
ответствует r = 0, а при r = Rm падение давления равно 0.5pa,max (т.е.
нагрузка 0.5Qатм). В США рассматривают шесть сочетаний нагру-
зок, применяемых в зависимости от типа сооружения [139].

1) Qт = Qвет. Это нагрузка на радиусе r = Rm, где скорость ветра
максимальна. Данное сочетание не включает в себя падение атмо-
сферного давления и применяется лишь для полностью открытых
конструкций, для которых, вследствие их полной негерметичности,
перепад давления (разрежение) равен нулю;

2) Qт = Qвет + Qуд. Нагрузка на радиусе r = Rm, где скорость вет-
ра максимальна; учитываются удары летящих тел. Это сочетание,
как и предыдущее, применяется при расчетах полностью открытых
сооружений;

3) Qт = Qуд. Удар летящего тела, выброшенного с большой ско-
ростью в зону, где ветровое давление и падение атмосферного дав-
ления малы. Если для определения этой нагрузки использовать при-
веденные выше скорости тел, то она получается с запасом, так как
на таком расстоянии скорость тела меньше [76];

4) Qт = Qатм. Нагрузка в центре торнадо, r = 0. Она реализуется
для закрытых сооружений, к которым, в частности, относится
большинство зданий АЭС;

5) Qт = Qвет + 0.5Qатм. Нагрузка на радиусе r = Rm, где скорость
ветра максимальна, а удары летящих тел отсутствуют. Сочетание
используется для закрытых сооружений;

6) Qт = Qвет + 0.5Qатм + Qуд. Нагрузка на радиусе r = Rm, где ско-
рость ветра максимальна, с учетом ударов летящих тел. Данное со-
четание, как и предыдущие два, применяется для закрытых соору-
жений, причем только для наветренной стены, так как удар летящих
тел в подветренную стену невозможен.
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Сделаем несколько замечаний по поводу сочетаний нагрузок
№ 5 и 6. На наветренной стене здания, на которую набегает воздуш-
ный поток, нагрузки на стену, создаваемые ветровым давлением pвд
и падением атмосферного давления pa, направлены в противополож-
ные стороны и вычитаются.
На подветренной стене,
кровле и боковых стенах они
направлены вовне, т.е. на
отрыв, и суммируются.

Сравнивая формулы
(13.11) для ветрового давле-
ния pвд и (13.23) для падения
атмосферного давления pa,
видим, что при  0 ≤ r ≤ Rm

вд1 ppa −−= ,     (13.26)

а при Rm ≤ r 

вдppa −= ,           (13.27)
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Рис. 13.10. Сумма и разность ветрового
давления и падения атмосферного

давления

На рис. 3.10 показаны коэффициенты Cq и Ca, представляющие
собой  величины этих давлений в долях от максимального ветрово-
го давления pmax, а также их сумма и разность. При 0 ≤ r ≤ Rm их
сумма (т.е. нагрузка на наветренную стену) убывает от –2 до нуля, а
при Rm ≤ r равна нулю. Их разность на этом же интервале равна –2,
а затем убывает до нуля.

Для суммы нагрузок от ветрового давления Qвет и падения дав-
ления  Qатм такое соотношение не выполняется строго, так как пер-
вая из этих нагрузок на разных поверхностях здания получается пу-
тем умножения pвд на аэродинамические коэффициенты, отличные
от единицы. Но, тем не менее, по сочетанию № 5 нагрузка на навет-
ренную стену на радиусе r < Rm будет близка к нулю, ближе к цен-
тру вихря отрицательна и по модулю возрастает до величины Qатм,
т.е. стремится к нагрузке по сочетанию № 4, а при r > Rm будет
близка к нулю. Нагрузка на подветренную стену по этому сочета-
нию при r ≤ Rm будет близка к Qатм, а на большем расстоянии от
центра вихря стремится к нулю.

Как было отмечено ранее, сочетание № 6 рассматривается толь-
ко для наветренной стены. При этом сумма Qвет + 0.5Qатм близка к
нулю, т.е. фактически это сочетание близко к сочетанию № 3.

13.3. Ураганы
Между 5 и 20° северной и южной широты могут возникать ат-

мосферные возмущения, именуемые тропическими циклонами [45,
76, 89]. Другие наименование этого явления – тайфун (на Дальнем
Востоке), циклон (в Австралии и в Индийском океане). Они возни-
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кают над океанами и обладают огромной энергией благодаря скры-
той теплоте за счет конденсации водяного пара.

Тропический циклон представляет собой спиралевидную вра-
щающуюся массу теплого воздуха диаметром от 100 до нескольких
сотен километров. В его центре находится район слабых ветров, ма-
лооблачного неба и низкого атмосферного давления (которое может
быть меньше 90 кПа) – так называемый «глаз циклона». Он имеет
круглую или эллиптическую форму, диаметр – от 1÷2 до 150 км и
более. На его периферии, называемой стенкой глаза, ветер резко
усиливается и может достигать 100 м/с, а по мере удаления от стен-
ки постепенно убывает. Скорость поступательного движения ци-
клона – от нескольких до десятков метров в секунду.

Тропические циклоны, в которых скорость ветра превышает
120 км/ч (33 м/с), называют ураганами. Поскольку они возникают
над океаном, то представляют опасность прежде всего для соору-
жений, располагающихся на побережье и островах. Для обеспече-
ния их безопасности необходимо учитывать, во-первых, непосред-
ственное воздействие ветра на сооружения. Во-вторых, возможен
массивный нагон воды («штормовая бора»), а также затопление ме-
стности сильными ливнями. Нагон воды тем больше, чем больше
диаметр глаза циклона, а кроме того, зависит от направления и ско-
рости движения урагана, рельефа морского дна, направления бере-
говой линии.

В районах севернее 20° с.ш., где тропических циклонов не бы-
вает, ветер, тем не менее, также может достигать ураганной скоро-
сти (свыше 33 м/с). Иногда такую скорость имеют местные ветры,
примером которых может служить «бора» в Новороссийске – хо-
лодный ветер, дующий с гор в сторону моря.

Как было отмечено в разд. 12.2, согласно российским нормам
проектирования АЭС [50], максимальная расчетная ветровая на-
грузка, создаваемая ураганом или местным ветром на элементы
станции, связанные с обеспечением безопасности, должна задавать-
ся с повторяемостью 1 раз в 10000 лет. Она вычисляется по форму-
ле (13.11) через максимальную скорость ветра Vmax, которая, в
принципе, должна устанавливаться на основе метеорологических
исследований. Однако нормы [50] допускают задавать ветровую на-
грузку по общестроительным нормам [42], умножая приведенные в
них расчетные коэффициенты ветрового давления w0 [в формуле
(13.11) эта величина обозначена pmax] на коэффициент перегрузки
Kп = 2.5. Расчетные значения w0 (для обычных сооружений) заданы
для каждого ветрового района на территории бывшего СССР, уста-
навливаемого по карте ветрового районирования в нормах [42]. Эти
значения приведены в табл. 12.3, где указаны также соответствую-
щие им скорости ветра v0, вычисленные по формуле (13.11). В этой
же таблице для сравнения даны также ветровое давление и соответ-
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ствующая ему скорость ветра для объектов атомной энергетики,
рассчитанные путем умножения на указанный выше коэффициент
перегрузки.

Из данных, представленных в табл. 12.3, видно, что для обыч-
ных объектов скорость ветра превосходит ураганную (33 м/с) толь-
ко в VI и VII ветровых районах (побережье и острова Северного
Ледовитого и Тихого океанов, Охотского моря). Для объектов же
атомной энергетики такая скорость ветра считается возможной во
всех районах, кроме I и Ia. Эти два ветровых района включают,
главным образом, центральные области Европейской части бывше-
го СССР, а также некоторые центральные регионы Сибири.

Методы расчета сооружений на нагрузки при ураганах не име-
ют каких-либо принципиальных особенностей по сравнению с ис-
пользуемыми при менее интенсивном ветре [26, 42], хотя значения
получаемых нагрузок значительно больше. При защите АЭС от ура-
гана необходимо, помимо взаимодействия конструкций с воздуш-
ным потоком, учитывать также удары поднятых в воздух тел. Их
виды и характеристики можно принимать такими же, как при тор-
надо с соответствующей скоростью ветра в вихре.



Часть III
ПРОЕКТИРОВАНИЕ АЭС

НА ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ

Глава 14
ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ АЭС

НА ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ

Экстремальные воздействия (ЭВ), на которые должна рассчи-
тываться АЭС, создают нагрузки большой интенсивности. К наибо-
лее опасным ЭВ относятся удары летящих тел различной природы,
взрывы, а также экстремальные климатические явления – ураганы и
торнадо (смерчи). В данной главе рассмотрены общие принципы
проектирования АЭС на такие воздействия.

Отметим, что еще одним важнейшим ЭВ, обязательно учиты-
ваемым в проекте любой АЭС, является землетрясение. Но в данной
книге оно не рассматривается, так как имеется обширная литерату-
ра, посвященная этой проблеме (см., например, библиографию в
книге [12]).

14.1. Основные понятия
Главным требованием, которому должна удовлетворять АЭС, а

также иные объекты, связанные с радиоактивными веществами, яв-
ляется обеспечение их радиационной и ядерной безопасности, под
которыми понимается предотвращение недопустимого риска для
здоровья и безопасности населения и персонала. Согласно требова-
ниям российских норм [48, 51, 75], это означает, что не должны
быть превышены предельные эквивалентные дозы облучения, уста-
новленные для населения и различных категорий персонала. Для
этого должно быть гарантировано выполнение следующих условий
при любых эксплуатационных и аварийных режимах работы:
− безопасная остановка реактора и поддержание его в безопасном

состоянии;
− отвод остаточного тепла от активной зоны после остановки ре-

актора;
− снижение вероятности выброса радиоактивных веществ и обес-

печение условий, при которых любые выбросы не будут пре-
вышать установленные пределы.
В нашей стране учет природных и техногенных ЭВ в проекте

АЭС регламентируется нормами [86]. Международная проектная
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практика отражена в Руководствах по безопасности МАГАТЭ
[88−90, 113, 114]. Отметим, что хотя российские нормы в целом со-
ответствуют документам МАГАТЭ, полного совпадения в подходах
и методах все же нет. Имеющиеся отличия будут отмечены в даль-
нейшем.

Приведем некоторые важнейшие определения и понятия из этих
документов и норм [51], которые будут применяться при изложении
проблемы.

Авария запроектная – авария, вызванная не учтенными в про-
екте событиями или сопровождающаяся отказами элементов АЭС,
не предполагавшимися при ее проектировании, которая может при-
вести к неприемлемым радиологическим последствиям.

Авария проектная – авария, возникновение которой учитыва-
ется проектом АЭС, для которой предусмотрены системы безопас-
ности, ограничивающие ее последствия допустимыми пределами.

Безопасное расстояние, или БР, – расстояние до источника
опасности, за пределами которого его можно не учитывать.

Величина дистанции отбора, или ВДО (Screening Distance
Value, SDV), – то же, что и безопасное расстояние (БР).

Вероятность для проектных основ, или ВПО (Design Basis
Probability Value, DBPV), – полная вероятность нарушения работы
АЭС при событии конкретного вида, которое может привести к не-
приемлемым радиологическим последствиям. Данное понятие ис-
пользуется в [112] при детальном анализе событий для включения в
проектные основы, а в нормах [86] отсутствует.

Вероятность нарушения работы условная, или УВНР (Con-
ditional Probability Value, CPV), – наибольшее значение условной
вероятности нарушения работы АЭС (1/год), приводящего к непри-
емлемым радиологическим последствиям, при условии реализации
события конкретного вида. В российских нормах [86] это понятие
отсутствует. В [112] оно используется при детальном анализе собы-
тий для включения в проектные основы.

Воздействие – отдельное событие или связанная с ним после-
довательность событий, которые оказывают влияние на персонал
или важное для безопасности оборудование АЭС и результаты ко-
торых могут отрицательно отразиться на безопасности.

Исходное событие (Initiating Event) – внутренние причины или
внешние воздействия, которые могут привести к неблагоприятным
условиям работы АЭС или нарушению функций безопасности.

Исходное событие постулируемое (Design Basis Event) – еди-
ничный отказ в системах АЭС, внешнее воздействие или ошибка
персонала, которые приводят к нарушению ее нормальной эксплуа-
тации и могут привести к нарушению пределов и/или условий безо-
пасной эксплуатации. В их число входят внешние воздействия
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техногенного и природного происхождения (Design Basis Human
Events и Design Basis Natural Events).

Принцип единичного отказа – принцип проектирования АЭС,
согласно которому любая система должна выполнять свои функции
при исходном событии, требующем ее работы, если одновременно и
независимо от него произойдет отказ одного из активных элементов
или пассивного элемента с движущимися механическими частями.

Проектные основы АЭС (соответствующий термин в [112] –
Design Basis) – это совокупность исходных данных о параметрах и
технических характеристиках элементов АЭС (строительных конст-
рукций, систем и оборудования), которые должны быть выдержаны
для обеспечения ее безопасной эксплуатации в течение требуемого
срока и вывода из нее. В проектные основы также входят постули-
руемые исходные события.

Риск – полная вероятность недопустимых повреждений АЭС и
связанных с этим последствий для жизни и здоровья людей и окру-
жающей среды. Из определения УОВ, которое будет приведено ни-
же, следует, что максимально допустимый риск составляет 10–7 1/год,
т.е. одно неприемлемое для безопасности событие за 10 млн. лет*.

Системы (элементы) АЭС, важные для безопасности, – сис-
темы и элементы, предназначенные для выполнения функций безо-
пасности АЭС, а также системы и элементы нормальной эксплуата-
ции, отказы которых нарушают нормальную работу АЭС и могут
приводить к проектным и запроектным авариям.

Уровень отбора событий по вероятности, или УОВ (Screen-
ing Probability Level,  SPL) – наименьшая вероятность реализации
события (1/год), приводящего к серьезным радиологическим по-
следствиям, начиная с которой это событие необходимо включить в
проектные основы. Согласно нормам [86], при проектировании
должны учитываться природные процессы (гидрометеорологиче-
ские, геологические и инженерно-геологические) с максимальными
значениями, определенными на интервале времени 10 000 лет, и
техногенные факторы с УОВ = 10–6 1/год. В некоторых странах для
вновь проектируемых АЭС принимается SPL = 10−7  1/год, что явля-
ется консервативным значением** [112].

                                                          
* Для сравнения: по разным оценкам, древнейшие люди появились от 1 до

2 млн. лет тому назад. Таким образом, недопустимые последствия нарушения
работы АЭС могут реализоваться не чаще одного раза за срок, от 5 до 10 раз пре-
восходящий все время существования человечества как вида.

** Отметим, что обычные эксплуатационные нагрузки имеют вероятность
реализации порядка 10−1 1/год, а особые нагрузки – 10−2 1/год. Например, при
проектировании обычных промышленных и гражданских сооружений для сейс-
мических районов учитывается землетрясение с интервалом повторяемости один
раз в 50 лет, т.е. с вероятностью реализации 2⋅10−2 1/год [82].
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Элемент АЭС активный – такой элемент АЭС, функциониро-
вание которого зависит от работы другого устройства (например,
источника энергии, управляющего устройства).

Элемент АЭС пассивный – элемент, функционирование кото-
рого связано только с вызвавшим его работу событием и не зависит
от работы другого, активного,  устройства.

14.2. Включение событий в проектные основы
Отличительными особенностями ЭВ, в том числе техногенных,

является,  с одной стороны, чрезвычайно высокий уровень нагрузок,
которые они создают. Но, с другой стороны, вероятность их реали-
зации крайне мала, часто на грани «порогового уровня», до которо-
го нагрузка может вообще не учитываться. Если проектировать
АЭС исходя из «наихудшего варианта» этих нагрузок, то это может
привести к значительному и неоправданному ее удорожанию. По-
этому включение их в проектные основы выполняется на основе
специального анализа, учитывающего расположение источника
воздействия и вероятность его реализации.

Последовательность такого анализа для техногенных ЭВ, пред-
лагаемая документом МАГАТЭ [112], показана на рис. 14.1, ком-
ментарии к которой приведены ниже. Отметим, что по российским
нормам [86] эта процедура имеет некоторые отличия, которые бу-
дут указаны по ходу изложения.

Сначала выполняется предварительный анализ потенциальных
источников техногенной опасности в регионе, который начинается
со сбора информации о наличии источников. Такая предваритель-
ная информация необходима на стадии сравнения альтернативных
площадок строительства АЭС. После того как выбрана окончатель-
ная площадка, информация должна быть уточнена применительно к
ней. Кроме того, эти данные должны периодически проверяться и
уточняться в течение всего срока функционирования АЭС.

Прежде всего необходимо установить все стационарные и пере-
движные источники потенциальной техногенной опасности (блок
1 схемы). Примерами могут служить взрывоопасные стационарные
производства; нефтепроводы и газопроводы; наземные, водные и
воздушные транспортные пути, по которым перемещаются взрыво-
опасные вещества или где возможны взрывы горючего самих
транспортных средств; воздушные трассы и аэропорты, откуда
можно ожидать падения самолета, и пр. Размер изучаемого района
зависит от типа источника, а также других факторов – потенциаль-
ного количества взрывчатых веществ, видов транспортных средств
и др. Обычно это несколько километров, но для отдельных источ-
ников может быть и больше.

Далее для каждого из таких источников определяются все воз-
можные исходные события (блок 2).
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Рис. 14.1. Последовательность анализа для включения
событий в проектные основы

Дальнейший анализ осуществляется с целью исключить из рас-
смотрения по возможности большее число источников. Первый
этап – их сортировка по величине безопасного расстояния (БР), ко-
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торое устанавливается для каждого из исходных воздействий (блок
3) и зависит от типа и ожидаемой интенсивности воздействия из
этого источника, типа сооружений АЭС и других факторов. Кон-
кретные значения БР для воздействий различных типов будут ука-
заны в следующих разделах.

Обеспечение защиты от ЭВ осуществляется в несколько этапов
(образно говоря, имеет несколько «рубежей обороны»).

Сначала проверяют, не лежит ли рассматриваемый источник за
пределами БР (блок 4). Если «да», то его можно не учитывать.

Если источник находится в пределах БР, его, тем не менее,
можно исключить из рассмотрения, если вероятность реализации
воздействия меньше уровня отбора событий по вероятности УОВ
(блок 5). Для этого должна быть детально проанализирована реаль-
ная вероятность рассматриваемого события с использованием дан-
ных об условиях площадки строительства АЭС [86, 112]. Методы
определения этой вероятности для падения самолета и взрыва будут
изложены в гл. 15.

Здесь, однако, необходимо сделать существенную оговорку.
Исходные данные для вероятностного анализа являются, как прави-
ло, недостаточно точными. Поэтому независимо от его результатов
в проектные основы включают ЭВ с интенсивностью не ниже опре-
деленного уровня. Так, согласно [86], в проекте любой АЭС обяза-
тельно должны быть учтены: падение легкого самолета массой 5 т;
ВУВ с давлением на фронте 10 кПа и фазой сжатия 1 с; землетрясе-
ние с ускорением грунта 0.1g; стандартный пожар по внешним при-
чинам длительностью 1.5 ч.

Если данный источник не исключен из рассмотрения, то произ-
водится более детальная оценка его опасности. Для этого необхо-
димо найти верхнюю границу значений условной вероятности на-
рушения работы АЭС, 1/год, приводящего к неприемлемым радио-
логическим последствиям, при реализации события конкретного
вида (УВНР). Величина УВНР зависит от типа и особенностей АЭС
и должна быть установлена достаточно консервативно. В некото-
рых странах принимают УВНР = 0.1 [112].

После этого проверяют, выполняется ли неравенство

ВПО?
УВНР
УОВ

<  Если «да», то данный источник можно не учиты-

вать (блок 6).
Отметим, что эти шаги анализа отличаются от российских норм

[86], в которых, как уже было отмечено, отсутствуют понятия
УВНР и ВПО. Вместо этого в них указано, что меры по защите от
ЭВ зданий и сооружений АЭС, важных для безопасности, можно не
предпринимать при выполнении следующих условий:
− исключаются недопустимые отказы и повреждения систем и эле-

ментов, важных для безопасности;
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− частота проектных аварий и тяжесть их последствий, рассчи-
танные путем вероятностного анализа безопасности АЭС при
внешних воздействиях, существенно не изменятся по сравне-
нию с аналогичными данными при учете только исходных со-
бытий внутреннего происхождения;

− частота запроектных аварий, вызванных внешними природными
или техногенными воздействиями, не больше 10–6 1/год;

− значение частоты предельного аварийного выброса радиоактив-
ных веществ в окружающую среду не более 10–7 1/год.
Вернемся к описываемой процедуре документа [112]. Если при-

веденное выше неравенство не выполняется, то необходимо устано-
вить, можно ли надежно защитить АЭС от рассматриваемого ЭВ с
помощью конструктивно-планировочных или административных
мер. Если это невозможно, то рассматриваемая площадка строи-
тельства считается непригодной  (блок 7).

Если защита возможна, то данное ЭВ включается в проектные
основы, и устанавливаются его параметры и характеристики, учи-
тываемые в проекте (блок 8). Согласно нормам [86], значения мак-
симальных расчетных параметров должны определяться с довери-
тельной вероятностью непревышения среднего значения (матема-
тического ожидания) 0.95.

Далее следует проверить, все ли исходные события были учте-
ны для данного источника опасности и все ли такие источники в
регионе рассмотрены (блоки 9 и 10).

Наконец, если в проектные основы оказалось включено более
одного источника и/или исходного события, можно попытаться
уменьшить их количество, учтя только «перекрывающее» воздейст-
вие (блок 11). Например, удар самолета создает нагрузки больше,
чем летящие предметы при торнадо; вибрации оборудования при
взрывах часто оказываются менее интенсивными, чем при земле-
трясении или ударе самолета, и т.п. При вибрациях зданий нормы
[86] допускают производить оценку их опасности путем сравнения
амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) воздействий с преоб-
ладающими частотами оборудования. При этом необходимо пока-
зать, что АЧХ воздействий не превышают АЧХ нагрузок, на кото-
рые оборудование рассчитано или испытано.

14.3. Классификация элементов АЭС по отношению
к экстремальным воздействиям

Для уточнения требований к проектированию элементов АЭС
на действие ЭВ следует произвести их классификацию по отноше-
нию к этим воздействиям («ЭВ-классификация»). Ее цель – устано-
вить последовательность возможных отказов при ЭВ и необходи-
мые действия персонала. Она выполняется в дополнение к обычной
классификации элементов АЭС по безопасности и должна быть со-
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вместима с ней. Классификация по безопасности включает следую-
щие элементы, важные для безопасности:
− отказ которых может прямо или косвенно привести к постули-

руемому исходному событию (сюда, в частности, входят эле-
менты, защищающие АЭС от экстремальных воздействий);

− необходимые для остановки реактора, контроля критических
параметров, поддержания реактора в остановленном состоянии
и отвода остаточного тепла;

− необходимые для предотвращения выделения радиоактивных
веществ или ограничения его допустимыми пределами, уста-
новленными надзорным органом.
Помимо этого, ЭВ-классификация должна охватывать и такие

элементы, которые:
− сами не являются важными для безопасности, но отказ которых

может повлечь за собой отказ важных;
− не входящие в перечисленные выше группы, но необходимые

для предотвращения или снижения тяжести аварийных условий
на АЭС на время, в течение которого вероятно появление ЭВ.
В то же время в ЭВ-классификацию могут не включаться эле-

менты АЭС, которые непосредственно не подвергаются ЭВ (напри-
мер, при торнадо – внутренние конструкции зданий, на которые оно
непосредственно не воздействует).

Включение элементов в тот или иной ЭВ-класс зависит от их
функций по обеспечению безопасности АЭС во время и после ЭВ.
При этом части одних и тех же систем могут относиться к разным
классам.

В [112] рекомендуется разделять элементы АЭС на классы:
− ЭВ-класс 1 (ЭВ-1) включает в себя элементы, важные для безо-

пасности; они должны проектироваться и изготовляться в соот-
ветствии с требованиями, обеспечивающими выполнение ими
своих функций во время и после ЭВ;

− ЭВ-класс 2 (ЭВ-2) – элементы, отказ которых при ЭВ в принци-
пе допустим, но при условии, что он не приведет к поврежде-
нию ЭВ-1; они должны проектироваться и изготовляться исходя
из этого требования;

− ЭВ-класс 3 (ЭВ-3) – элементы или части систем, отказ которых
может привести к радиологическим последствиям, кроме тех,
которые создаются реакторной установкой (например, здания
хранилищ отработавшего топлива и радиоактивных отходов);
при их проектировании нагрузки при ЭВ включают с еще более
низкими коэффициентами сочетаний, чем для ЭВ-1;

− элементы, не входящие в ЭВ-классификацию (ЭВ-4), − все про-
чие части АЭС.
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Типичные системы, относящиеся к ЭВ-1:
− Наружная защитная оболочка здания реактора (или другая за-

щитная конструкция), включая фундамент, которая необходима
для предотвращения потери герметичности.

− Строительные конструкции сооружений, в которых располага-
ются системы, важные для безопасности, в пределах, необходи-
мых для обеспечения их функционирования.

− Системы, их вспомогательные части и кабельные трассы, пред-
назначенные для аварийного энергоснабжения активных систем
безопасности, других ответственных потребителей, контрольно-
измерительных систем.

− Системы аварийного водоснабжения ответственных потребите-
лей, включая трубопроводы и распредустройства.

− Пульт управления АЭС и все дополнительные контрольные
точки, где должны сохраняться условия безопасной работы пер-
сонала и функционирования систем.

− Системы и их части, предназначенные для контроля и управле-
ния всеми системами, защищаемыми от ЭВ.

− Системы, необходимые для ревизии АЭС после ЭВ.
Элементы класса ЭВ-2 соответствуют его определению. В их

число включаются также элементы, отказ которых может привести
к нанесению такого вреда персоналу пульта управления АЭС, кото-
рый может помешать исполнению им своих обязанностей.

К классу ЭВ-3 относят хранилища отработавшего топлива,
включая их охлаждающие системы, а также хранилища радиоак-
тивных отходов.

Элементы АЭС, относящиеся к названным классам, должны
удовлетворять следующим требованиям.
− Элементы ЭВ-1 должны проектироваться и изготовляться в со-

ответствии с обычными требованиями к элементам, важным для
безопасности. Эти требования могут конкретизироваться в зави-
симости от исполняемых функций (работоспособность во время
и после ЭВ, сохранение прочности, плотности, допустимые пе-
ремещения и пр.).

− Требования к элементам ЭВ-2 могут быть снижены, поскольку в
процессе ЭВ в их работе нет необходимости, а они лишь не
должны получить повреждения, которые могли бы привести к
отказу ЭВ-1.

− Элементы ЭВ-3 должны удовлетворять требованиям, связанным
с возможностью радиологических последствий, но обычно ме-
нее жестким, чем к ЭВ-1.

− Элементы ЭВ-4 в принципе могут проектироваться без учета
ЭВ. Однако для некоторых из них ЭВ все же учитывается из со-



14.3. Классификация элементов АЭС по отношению к ЭВ 451

ображений снижения экономических потерь, связанных с оста-
новкой и ревизией АЭС.
ЭВ-классификация не означает использования разных уровней

нагрузок, соответствующих различным сценариям воздействия. Тем
не менее сниженные значения нагрузок могут рассматриваться в
двух случаях:
− для установления порогового уровня экстремального воздейст-

вия, при превышении которого должны вступать в действие
специальные требования, касающиеся остановки, инспекции и
процедур безопасности АЭС;

− при сочетании нагрузок ЭВ с прочими нагрузками, значения ко-
торых могут устанавливаться с учетом частоты их реализации
(например, обычный ветер, нормальная температура и осадки).
При кратковременных ЭВ иногда можно на основе вероятност-

ного анализа устанавливать менее строгие проектные требования к
некоторым элементам АЭС, но при условии, что они не являются
важными для безопасности и что по окончании ЭВ производится
проверка их соответствия проектным требованиям.

Воздействие ЭВ на АЭС может выразиться в самых различных
формах: повреждение строительных конструкций, нарушение функ-
ционирования систем и оборудования, утрата персоналом работо-
способности, потеря каналов отвода тепла, источников внешнего
энергоснабжения и пр. При проектировании конкретной АЭС необ-
ходимо учесть все эти последствия, включая вторичные эффекты.
При этом следует использовать достаточно правдоподобный сцена-
рий развития и последствий ЭВ, так как проектирование «по наи-
худшему варианту» может оказаться неоправданно консерватив-
ным. В частности, при составлении комбинации нагрузок от ЭВ и
вызванных ими вторичных эффектов можно учесть, если имеется,
их несовпадение по времени.

Необходимо также принимать во внимание возможность отказов
систем по общей причине. При обычных воздействиях количество
дублирующих систем назначают исходя из  «принципа единичного
отказа». Но он может быть неприменим по отношению к отказам по
общим причинам, если ЭВ захватывает большие площади.

Рассматривать сочетание ЭВ с иными особыми воздействиями,
независимыми от них (например, с другими техногенными и при-
родными ЭВ, с отказами оборудования и ошибками персонала и
т.п.), в принципе не требуется. Исключение представляют случаи,
когда вероятность реализации иных воздействий очень велика и
нельзя исключить их случайное совпадение с ЭВ.  Это оценивается
путем вероятностного анализа.

Должна быть, в частности, учтена возможность потери внешне-
го энергоснабжения АЭС. Это обязательно, если ЭВ воздействует
на всю площадку АЭС (например, ураган или торнадо), вследствие
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чего повышается вероятность отказов по общей причине. Для дру-
гих, локально действующих, ЭВ (например, падение самолета) по-
терю внешнего энергоснабжения следует предполагать, если могут
быть выведены из строя линии электропередачи или распредели-
тельные устройства. Надо предусмотреть достаточные запасы вре-
мени на восстановление поврежденных объектов вне площадки
АЭС. Обычно считают, что на такое восстановление требуется как
минимум 48 ч после ЭВ.

Необходимо обеспечить сохранение во время и после ЭВ рабо-
тоспособности системы ответственного водоснабжения (с ее помо-
щью осуществляется охлаждение теплоносителя, прокачиваемого
через активную зону реактора после его остановки), в том числе –
системы ее подпитки. Если запас воды для подпитки хранится на
территории АЭС, то либо он должен быть настолько большим, что-
бы при выходе из строя части системы подпитки воды хватило на
время ее восстановления, либо следует защитить систему подпитки
от ЭВ. В крайнем случае, если невозможно защитить ее полностью,
надо хотя бы рассредоточить части системы по площадке АЭС или
защитить их так, чтобы немедленно после ЭВ имелось в наличии
хотя бы минимально необходимое количество воды.

Нельзя ожидать, что сразу после ЭВ персонал сможет предпри-
нимать какие-либо действия по ограничению или ликвидации по-
следствий: трудность доступа в соответствующие помещения, их
удаленность, плохая связь могут помешать правильно оценить об-
становку и выполнить необходимые операции. При проектировании
АЭС можно рассчитывать на действия персонала только в том слу-
чае, если абсолютно надежно доказано, что это на самом деле вы-
полнимо. Но и при этом надо предусматривать достаточные запасы
времени, так как необходимого сотрудника или детали в нужный
момент может не оказаться на месте.

АЭС проектируется исходя из «принципа глубоко эшелониро-
ванной защиты» [51]. Это означает, что предусматривается система
барьеров на пути распространения ионизирующего излучения и ра-
диоактивных продуктов в окружающую среду. Она включает в себя
топливную матрицу; оболочки тепловыделяющих элементов; гра-
ницу контура теплоносителя, охлаждающего активную зону реакто-
ра; герметичное ограждение локализующих систем безопасности
(обычно – герметичную защитную оболочку). При нормальной экс-
плуатации АЭС все барьеры должны быть в работоспособном со-
стоянии, иначе работа на мощности запрещена. Но при интенсив-
ных ЭВ строгое выполнение этого требования может оказаться за-
труднительным, и появляется опасность нарушения одного из уров-
ней защиты. Тогда при проектировании АЭС можно несколько сни-
зить требования, использовав все или некоторые из следующих
способов [112].
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− Произвести более тщательный отбор систем, включаемых в
класс ЭВ-1 для защиты от данного ЭВ, и проверить, действи-
тельно ли все они строго необходимы.

− Рассматривать данное ЭВ в сочетании только с наиболее веро-
ятными состояниями АЭС (например, считать, что оно не сов-
падает с аварийными состояниями, перегрузкой топлива или
профилактическими работами, производимыми при разгермети-
зированной защитной оболочке).

− Использовать менее консервативные (т.е. более высокие) проч-
ностные характеристики материалов и методы проектирования
и расчета.

− Применять для барьеров третьего и четвертого уровней, предна-
значенных для защиты от проектных аварий (например, герме-
тичной защитной оболочки), более низкие коэффициенты запаса
и менее строгие критерии отказа, чем при иных ЭВ.
Однако если допущены такие послабления в требованиях, то

должны быть разработаны специальные процедуры управления
АЭС, предусмотрены (где возможно) соответствующие контроль-
ные системы, а также непрерывное наблюдение за работой систем
нормальной эксплуатации. Должна быть также выполнена специ-
альная вероятностная оценка безопасности.

14.4. Особенности проектирования АЭС
на экстремальные воздействия

Для обеспечения безопасности АЭС при ЭВ проектировщик
может использовать либо специальные защитные устройства, либо
уже имеющиеся системы, обеспечивающие безопасность при внут-
ренних событиях. В обоих случаях проектирование должно произ-
водиться исходя из принципа единичного отказа (см. разд. 14.1).
Этого можно достигнуть посредством дублирования систем.

Имеются два основных пути обеспечения защиты АЭС от ЭВ:
либо посредством специальных защитных барьеров (например, на-
ружная железобетонная защитная оболочка реакторного отделения –
рис. 14.2), либо путем проектирования систем исходя из требования,
чтобы они могли противостоять ЭВ (включая их дублирование, раз-
нотипность и пространственное разделение). Решение должно пред-
ставлять собой баланс между требованиями безопасности, эксплуа-
тационными требованиями и другими важными факторами. Напри-
мер, можно обеспечить способность АЭС выдерживать локально
действующие ЭВ (например, удар самолета) путем физического раз-
деления дублирующих систем, что позволит предотвратить их одно-
временный выход из строя при падении самолета или его обломков,
а также при воздействии авиационного топлива. Так располагают
дублирующие системы электроснабжения ответственных потреби-
телей (дизель-генераторы), насосные станции ответственного водо-
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снабжения, системы автоматики и пр. При проектировании таких
отдельно стоящих сооружений ЭВ можно не учитывать.

Иногда дублирующие системы располагают в одном здании,
например, в обстройке реакторного отделения, но также настолько
удаляют их друг от друга, чтобы они не могли быть все одновре-
менно разрушены ударом самолета или ВУВ. При этом можно до-
пустить разрушение части этих систем. Однако надо учитывать,
что, например, удар самолета вызывает интенсивные колебания
здания, а потому на оставшиеся не разрушенными системы будут
действовать динамические инерционные нагрузки.

Наружная защитная
оболочка

Внутренняя
оболочка

Внутренние
конструкции

Рис. 14.2. Пример компоновки
реакторного отделения АЭС

Наконец, часть сис-
тем принципиально не
может быть разделена в
пространстве. В этом слу-
чае защита от ЭВ обеспе-
чивается за счет надле-
жащего выбора конструк-
тивно-компоновочных ре-
шений зданий и обеспе-
чения прочности строи-
тельных конструкций при
нагрузках, создаваемых
ЭВ.

Это прежде всего от-
носится к зданию реакто-
ра, в котором располага-
ется ядерная паропроиз-
водящая     установка
(ЯППУ). По технологиче-
ским требованиям, а так-
же для упрощения защи-
ты от ЭВ применяется
особая компоновка зда-
ния (см. рис. 14.2).

Здание реактора – круглое в плане и состоит из трех частей.
Центральная часть – это строительные конструкции, на которых
располагается реактор водо-водяного типа (ВВЭР)  и технологиче-
ские системы, необходимые для его эксплуатации, безопасной оста-
новки, в том числе при максимальной проектной аварии (МПА), и
для поддержания в остановленном состоянии.

Внутренние конструкции окружены герметичной железобетон-
ной предварительно напряженной защитной оболочкой. Ее предна-
значение – удержать внутри радиоактивные вещества в случае
МПА. На АЭС типа ВВЭР в качестве МПА рассматривается разрыв
первого (радиоактивного) контура. На описываемой АЭС давление
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под оболочкой при МПА повышается примерно до 0.4 МПа, а тем-
пература – до 100 °С. Для обеспечения герметичности оболочки
предусмотрена ее внутренняя металлическая облицовка, которая
продолжается внутри фундаментной плиты, создавая замкнутый
контур герметизации. Предварительное напряжение бетона осуще-
ствляется с помощью заложенных в оболочку тросов, натяжение
которых производится из галереи под фундаментной плитой.

Герметичная оболочка в свою очередь находится внутри второй,
наружной, железобетонной оболочки, назначение которой – защита
внутренней оболочки и всего здания от внешних природных и тех-
ногенных воздействий. Она рассчитывается на все внешние ЭВ, в
том числе ВУВ и удар самолета (нагрузки за счет разрушения фю-
зеляжа, обломков и воздействие авиационного топлива). Пример
такого расчета приведен в гл. 16.

Но кроме внутренних усилий в строительных конструкциях
удар самолета и ВУВ вызывают колебания здания, создающие ди-
намические нагрузки на технологическое оборудование. Для их
уменьшения три части здания разделены швами и соединены между
собой только на уровне фундаментной плиты*. В результате дина-
мическая нагрузка передается от наружной оболочки к внутренним
конструкциям, на которых установлены ответственные системы, не
непосредственно, а через фундамент. При жестком основании под
фундаментной плитой это значительно снижает интенсивность вы-
нужденных колебаний. Расчет колебаний и определение нагрузок
на оборудование подробнее описаны в гл. 17.

Для обеспечения безопасности от воздействий, связанных с
авиационным топливом, необходимо, прежде всего, предотвратить
его проникание внутрь здания. Кроме того, должна быть обеспечена
прочность строительных конструкций при взрыве топлива, для чего
они должны быть рассчитаны на соответствующее давление. При-
меры такого расчета приведены в разд. 9.3.2 и гл. 16. Необходимо
также предусмотреть противопожарные меры, в том числе – защиту
от воздействия продуктов сгорания. Опасность с их стороны можно
не учитывать только при условии, что дублирующие системы дос-
таточно удалены друг от друга. Например, если дублирующие ди-
зель-генераторные станции электроснабжения ответственных по-
требителей разнесены на достаточное расстояние, то можно не учи-
тывать возможность попадания продуктов сгорания в вентиляцию,
всасывающие трубопроводы, их коррозионное действие и пр. Но в то

                                                          
* Внутренняя оболочка отрезана швами также и по другим причинам, не свя-

занным с задачей уменьшения колебаний. Во-первых, она должна беспрепятст-
венно расширяться при МПА. Во-вторых, она выполнена из предварительно на-
пряженного бетона, а примыкающие к ней части здания – из обычного.
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же время необходимо предотвратить возможность оседания сажи на
контактах электрических устройств, что может привести к ложным
срабатываниям аппаратуры.

Особое внимание следует уделить предотвращению отказов по
общим причинам больших и разветвленных систем, таких как сис-
тема охлаждения реактора, насосные станции, трубопроводные сис-
темы, связанные с главным циркуляционным контуром, и т.п. Мож-
но использовать сочетание следующих стратегий защиты.
− Надлежащее дублирование систем. Степень дублирования сле-

дует определять исходя из принципа единичного отказа. В виде
исключения от него можно отступить, если вероятность ЭВ
очень мала и системы являются пассивными.

− Значительное пространственное разделение дублирующих сис-
тем. Это позволяет  предотвратить как их отказ по общей при-
чине под действием локального ЭВ (например, удар летящего
тела), так и влияние отказа по внутренним причинам одной сис-
темы на остальные (например, воздействие возгорания одной
кабельной трассы на дублирующие). Необходимое расстояние
между дублирующими системами следует определять на основе
тщательного анализа радиуса действия каждого ЭВ.

− Разнотипность дублирующих систем (например, использование
в одной трубопроводной трассе клапанов с электрическим при-
водом, а в другой – с пневматическим). Это особенно желатель-
но при ЭВ, которое может вызвать отказы по общей причине.
Если возможно, разнотипность систем следует сочетать с их
пространственным разделением.
Дополнительная безопасность обеспечивается путем принятия

профилактических и административных мер (например, уменьше-
ние количества горючих и взрывоопасных материалов на самой
площадке АЭС и вблизи нее; запрещение провоза рядом с нею
взрывоопасных и токсичных материалов и т.п.). При этом эффек-
тивность административных мер сильно зависит от строгости их
выполнения. В частности, необходимо гарантировать, что они оста-
нутся в силе при смене администрации.

Для обеспечения безопасности следует также предусмотреть:
− гарантированную возможность попадания после ЭВ на главный

щит управления АЭС, а также во все помещения и к оборудо-
ванию, которые необходимы для управления станцией;

− АЭС должна быть спроектирована так, чтобы в результате ЭВ
она не получила повреждений, которые делают невозможным
контроль ее безопасности;

− относительно систем, отнесенных к ЭВ-4, следует принять до-
пущение, что во время ЭВ они функционируют или отключе-
ны, что более неблагоприятно для защиты АЭС.
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При проектировании защиты от ЭВ следует, по возможности,
стремиться к тому, чтобы она в минимальной степени усложняла
работу АЭС при прочих событиях, включенных в проектные осно-
вы. Например, защитные барьеры могут затруднять доступ для ин-
спекции и обслуживания систем; рассредоточение систем по терри-
тории может потребовать увеличения численности персонала, необ-
ходимого для их инспектирования и обследования, удлинения тру-
бопроводных и кабельных трасс, вентиляционных каналов и т.п.

Защита от ЭВ должна быть выполнена с некоторым запасом,
чтобы АЭС не оказалась чувствительной к отклонениям от сцена-
рия развития ЭВ. Надо гарантировать, что небольшие изменения
этого сценария не вызовут недопустимых резких отклонений пара-
метров работы станции (эффект «обвала»).

14.5. Последовательность проектирования
На рис. 14.3 показана общая последовательность проектирова-

ния АЭС с учетом ЭВ.
Прежде всего необходимо установить ЭВ, учитываемые в про-

ектных основах, и их параметры (блок 1 схемы). Методы выполне-
ния этой работы были описаны в разд. 14.2.

Кроме этого, путем вероятностного анализа следует установить,
в каких состояниях может оказаться АЭС при этих ЭВ (блок 2): ра-
бота на мощности, горячий останов реактора, его расхолаживание,
перегрузка топлива, ревизия, ремонт.

После этого надо установить возможные сценарии развития со-
бытий при ЭВ (блок 3). Это позволит составить перечень элементов
АЭС, которые окажутся под воздействием ЭВ, задать их характери-
стики и пределы стойкости (блок 4). Количество элементов, попав-
ших в этот перечень, в значительной степени зависит от того,  явля-
ется ЭВ локальным или покрывает всю территорию АЭС. К первым
относится удар самолета и других летящих тел (даже если их более
одного). Примерами ЭВ второго вида являются взрывы, ураганы,
торнадо.

При составлении перечня следует также иметь в виду, что тре-
бования к элементам могут быть обусловлены не только непосред-
ственным действием на них ЭВ, но и его косвенными последствия-
ми, которые не всегда очевидны. Например, если в результате ЭВ
может быть нарушено внешнее энергоснабжение АЭС, то мини-
мальное количество хранящегося на территории АЭС топлива для
дизель-генераторов, с помощью которых осуществляется энерго-
снабжение ответственных потребителей, определяется временем,
необходимым для восстановления внешнего  энергоснабжения. Это
количество может быть уменьшено только при условии, что полно-
стью гарантирована доставка топлива извне. Другой пример – отказ
вентиляционной системы в результате падения самолета, что может
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1. Установить внешние события, учитывае-
мые в проектных основах, и их параметры

3. Установить возможные сценарии развития событий
при ЭВ

4. Установить перечень элементов АЭС, подвергаю-
щихся ЭВ, и задать их характеристики и пределы
стойкости

5. Будут ли повреждены элементы, влияющие на без-
опасность АЭС? Произвести их ЭВ-классификацию

Да

6. Препятствуют ли эти повреждения выполнению
элементами их функций?

Да

7. Является ли это недопустимым с точки зрения
безопасности АЭС?

Да

8. Принять меры по защите элементов

9. Дальнейшие действия не требуются

Нет

Нет

Нет

2. Установить постулируемые
состояния АЭС при ЭВ

Рис. 14.3. Последовательность проектирования АЭС
с учетом экстремальных воздействий

вызвать повышение температуры внутри зданий и отказ электрон-
ного оборудования.

После того как идентифицированы все элементы АЭС, которые
подвергнутся ЭВ, следует собственно анализ его влияния.

Сначала надо проверить, будут ли повреждены, непосредствен-
но или косвенно, элементы, влияющие на выполнение требований
безопасности АЭС (блок 5)? По результатам этого рассмотрения
выполняется разделение элементов на ЭВ-классы (см. разд. 14.3).
Если повреждений элементов не произойдет, то дальнейшие дейст-
вия не требуются (переход к блоку 9).
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Если элементы будут повреждены, то следует конкретизиро-
вать, являются ли повреждения настолько серьезными, что элемен-
ты не смогут функционировать (блок 6)? Если «нет», то дальнейшие
действия по отношению к ним не нужны (переход к блоку 9).

В противном случае надо проверить, являются ли повреждения
недопустимыми с точки зрения безопасности АЭС (блок 7)? Если
«нет», то дальнейшие действия не нужны (переход к блоку 9). Если
же «да», то необходимо принять меры, позволяющие предотвратить
повреждения при ЭВ или снизить последствия до допустимых пре-
делов (блок 8). Этого можно достигнуть разными путями:
− усилить элементы, чтобы они могли противостоять ЭВ;
− обеспечить их пассивную защиту (посредством барьеров) или

активную защиту (например, оснастить задвижки на трубопро-
водах приводами, гарантирующими срабатывание при ЭВ);

− использовать дублирующие системы, которые достаточно уда-
лены друг от друга;

− уменьшить последствия повреждения элементов.
Если ЭВ действует на ограниченной площади, но невозможно

предсказать, в каком именно месте оно реализуется (например, удар
самолета или других летящих тел), то следует считать, что это воз-
можно где угодно. Но и в этих случаях полезно установить места,
где ЭВ заведомо невозможно. Например, если два здания АЭС рас-
полагаются близко одно к другому, то они взаимно защищают друг
друга от удара самолета.

Если ЭВ может влиять на всю площадь АЭС (например, урага-
ны или торнадо), то следует считать, что все важные для безопасно-
сти элементы АЭС подверглись воздействию одновременно. Это
означает, что пространственное разделение дублирующих систем не
спасает, и необходимо предусмотреть специальную защиту элемен-
тов с помощью барьеров.

После принятия описанных мер необходимо произвести по-
вторный анализ влияния ЭВ с учетом усиления или защиты элемен-
тов (блок 8).

14.6. Задание нагрузок
Основные проектные параметры и схемы нагружения при каж-

дом ЭВ должны соответствовать критериям отказа, принятым для
элементов АЭС (например, сохранение плотности, отсутствие
сквозного пробивания или выкрошивания бетона при ударе летяще-
го тела и т. п.). Эти параметры также связаны с точностью исполь-
зуемых методов расчета (линейный, нелинейный, трехмерный, ди-
намический и пр.). Особое внимание следует уделить адекватности
замены динамических нагрузок эквивалентными статическими,
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достоверности определения законов нагружения при соударении
тел, обоснованности пространственного осреднения нагрузок и т. п.

Нагрузки при действии ВУВ, ударе самолета и других тел яв-
ляются кратковременными и быстро возрастающими. Кроме того,
при ударах они приложены в пределах небольшого «пятна». В мас-
сивной конструкции они вызывают существенный локальный от-
клик (перемещения, внутренние усилия) вблизи точки удара, в то
время как отклик всей остальной конструкции мал.

Нередко нагрузки, создаваемые ЭВ, задают с помощью упро-
щенных инженерных подходов, иногда на основе экспериментов
(см. часть II данной книги). В этом случае следует проверять, соот-
ветствуют ли допущения при определении нагрузок или условия
экспериментов реальным условиям применения нагрузок. Также
необходимо проверить «чувствительность» результатов расчета по
отношению к методам его выполнения и малым вариациям исход-
ных данных.

В особых случаях может потребоваться уточненный численный
анализ и/или физические эксперименты. Примерами могут служить
эффект взаимодействия для группы градирен при ветровой нагруз-
ке, вынужденные колебания высоких и тонких вентиляционных
труб, удар самолета в большие и гибкие плиты и пр.

14.7. Сочетания нагрузок
и характеристики пригодности

Нагрузки, создаваемые статистически независимыми ЭВ, ввиду
их кратковременности и малой вероятности реализации, обычно
рассматривают в сочетании только с нагрузками при нормальных
условиях эксплуатации АЭС. Например, не рассматривают сочета-
ние нагрузок от удара самолета и ВУВ. Однако все воздействия,
создаваемые конкретным ЭВ, должны быть учтены и соответст-
вующим образом распределены во времени и пространстве. Напри-
мер, при ударе самолета должны быть учтены нагрузки от разруше-
ния фюзеляжа, удар твердого обломка, пожар и/или взрыв авиаци-
онного топлива (см. гл. 8); при торнадо строительные конструкции
должны быть проверены на действие ветрового давления, падение
атмосферного давления, удары поднятых в воздух тел.

Характеристики пригодности элементов АЭС (плотность, ус-
тойчивость, работоспособность и пр.) устанавливают в соответст-
вии с их функциями и ЭВ-классификацией. Они должны быть вы-
ражены в виде соответствующих количественных критериев отказа
(например, допускаемая утечка, максимальное раскрытие трещин,
сохранение упругости, максимальные допустимые перемещения).

При этом, однако, надо иметь в виду, что при нагрузках нор-
мальной эксплуатации критерии отказа предполагают упругую ра-
боту  конструкций.  Поэтому  не оправдано  использование этих  же
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критериев при ЭВ, создающих очень большие и часто кратковре-
менные нагрузки, и критерии следует модифицировать с учетом фи-
зических особенностей и характера работы конструкции. Например,
в отдельных строительных конструкциях (балках, плитах) можно
допустить ограниченные неупругие деформации, если это не нару-
шает условия безопасности. Согласно нормам [50], при ударе само-
лета допускается работа железобетонных конструкций за пределами
упругости и не лимитируется ширина раскрытия трещин, при усло-
вии, что это не приведет к неконтролируемым утечкам радиоактив-
ных жидкостей и газов. Можно также допустить ограниченные не-
упругие деформации в рамах, сдвиговых стенах и иных строитель-
ных конструкциях, если при этом обеспечена общая устойчивость
сооружения.

14.8. Общие требования к расчетным моделям
Процедуры проектирования должны позволять с достаточной

точностью определять параметры, характеризующие безопасную
работу АЭС. Для этого иногда приходится использовать не одну, а
серию математических моделей, описывающих разные аспекты по-
ведения конструкции. Например, для определения отклика всего
здания на удар летящего тела можно использовать линейно-упру-
гую модель, а для вычисления локальных неупругих деформаций в
окрестностях «пятна удара» – нелинейную.

Используемые модели должны быть совместимы друг с другом,
и поэтому при их последовательном применении следует особое
внимание уделять передаче данных от одной к другой. Кроме того,
во избежание накопления ошибок и получения неправдоподобного
окончательного отклика конструкции необходимо следить за точно-
стью расчетов по каждой из моделей.

В настоящее время при проектировании АЭС расчеты чаще все-
го выполняют по методу конечных элементов (МКЭ). Степень де-
тальности конечно-элементной модели (КЭ-модели), т.е. частота
сетки, должна выбираться с учетом особенностей ЭВ и требуемой
точности результатов расчета. Например, при детонационном взры-
ве нагрузка, как правило, является очень кратковременной и быстро
возрастающей (см. гл. 9), поэтому вызывает отклик конструкции на
высоких частотах. В связи с этим во избежание ложной «фильтра-
ции» воздействия сооружением его КЭ-модель должна позволять
достоверно вычислять высокочастотные моды. Для этого требуется
более мелкая сетка конечных элементов, чем, скажем, при сейсми-
ческом воздействии, которое является сравнительно низкочастот-
ным. Кроме того, если используются явные схемы интегрирования
системы дифференциальных уравнений движения, то шаг интегри-
рования должен составлять долю периода колебаний по наивысшей
моде конструкции, что также накладывает требования на деталь-
ность модели.
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Модель должна иметь соответствующие граничные условия. При
расчете здания они отражают влияние его основания. Если же рас-
считывается подконструкция, то ее граничные условия должны аде-
кватно отображать отброшенную часть сооружения.

Следует заметить, что при выполнении практических расчетов
конструкций одним из наиболее трудоемких этапов является созда-
ние расчетных КЭ-моделей. Поэтому желательно, по возможности,
уменьшить их число. Современная вычислительная техника и про-
граммное обеспечение позволяют использовать настолько деталь-
ные КЭ-модели, что по ним с достаточной точностью вычисляется
отклик конструкции как при статических, так и при высокочастот-
ных динамических нагрузках. Примеры таких моделей приведены в
следующих главах книги.

Расчет конструкций на некоторые воздействия (например, уда-
ры недеформируемых летящих тел) может выполняться с примене-
нием эмпирических формул (см. гл. 7). При их использовании необ-
ходимо следить, чтобы действительные параметры соответствовали
условиям экспериментов, на основе которых получены формулы
(при ударах летящих тел – размеры, масса и скорость тела).

Помимо проверки прочности конструкций выполняются расче-
ты вынужденных колебаний зданий АЭС с целью определения ди-
намических нагрузок на подсистемы, прежде всего – оборудование
и трубопроводы. Чаще всего эти нагрузки задают с помощью по-
этажных спектров отклика (ПС), расчет которых, как правило, про-
изводится с использованием линейных моделей зданий. Однако при
их вычислении необходимо оценить влияние нелинейностей (на-
пример, зазоров), а также разброса исходных данных. Подробнее
эти вопросы рассмотрены в гл. 17.

Ответственное оборудование проектируют исходя из требова-
ния сохранения работоспособности во время и после ЭВ. Проверка
работоспособности может осуществляться аналитически или экспе-
риментально с использованием вычисленных ПС. Кроме динамиче-
ских нагрузок необходимо учесть влияние дыма, пыли и прочих
факторов, которые могут образоваться при ЭВ.

14.9. Характеристики материалов
Назначение расчетных характеристик материалов при динами-

ческих нагрузках было рассмотрено в гл. 1. Здесь отметим только
следующие два обстоятельства.

Во-первых, прочность строительных материалов (бетона, арма-
турной стали) повышается с увеличением скорости нагружения (см.
гл. 1). При этом их динамические характеристики (модуль упруго-
сти, коэффициент Пуассона) изменяются мало.

Во-вторых, как известно, прочностные характеристики мате-
риалов являются случайными величинами. В строительных нормах,
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регламентирующих проектирование конструкций на действие
обычных нагрузок, расчетные прочностные характеристики заданы
с обеспеченностью (вероятностью непревышения) примерно 0.95.
Это означает, что расчетная прочность материала задана так, чтобы
с вероятностью 0.95 реальная прочность оказалась больше нее. Но
вероятность реализации ЭВ очень мала, а потому в принципе можно
было бы задавать прочностные характеристики с меньшей обеспе-
ченностью (т.е. более высокими), исходя из условия, чтобы вероят-
ность отказа конструкции при ЭВ была не ниже, чем при обычных
нагрузках.

Тем не менее в современной проектной практике принято по-
вышать прочностные характеристики материалов с учетом скорости
нагружения, но возможность их повышения за счет малой вероят-
ности реализации воздействия обычно не используют.

14.10. Вторичные воздействия
ЭВ может привести к непосредственному отказу элементов

АЭС («первичный эффект»). Но, кроме этого, возможен отказ под
воздействием других отказавших элементов («вторичный эффект»),
что может привести к распространению отказов. Поэтому при про-
ектировании АЭС вторичные отказы также должны рассматривать-
ся. Потенциально опасные с этой точки зрения элементы относятся
к классу ЭВ-2.

В процессе проектирования следует также обратить внимание
на возможные вторичные воздействия на оборудование и персонал
АЭС. К ним, в частности, относятся:
− вторичные летящие тела, такие, как осколки бетона, отколов-

шиеся изнутри при ударе в стены; разлетающиеся металличе-
ские конструкции; обломки самолета (обычно двигатель) и пр.;

− объекты, обрушившиеся из-за колебаний зданий при ВВ;
− разрушение высокоэнергетических трубопроводов и оборудова-

ния;
− затопление вследствие разрушения резервуаров и бассейнов,

расположенных внутри зданий и на территории АЭС;
− химические воздействия: взрывы, выделение токсических и

удушающих газов;
− пожары, вызванные отказами электрооборудования;
− электромагнитные воздействия.

Следует иметь в виду, что возможны и другие вторичные эф-
фекты, кроме перечисленных. Предугадать их все на стадии проек-
тирования АЭС трудно, поэтому предпочтительнее обеспечить об-
щую защиту от ЭВ, а не индивидуальную защиту ее элементов от
вторичных эффектов. Кроме того, эти эффекты могут потребовать
дополнительных включений систем безопасности, повышают веро-
ятность отказов по общей причине.
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14.11. Методы расчетов конструкций АЭС
на экстремальные воздействия

14.11.1. Предварительные замечания
Как правило, ЭВ являются чрезвычайно редкими событиями.

Поэтому расчеты АЭС на их действие должны в принципе выпол-
няться на вероятностной основе. Но в то же время методы расчетов,
предусмотренные нормами проектирования, обычно являются по
форме детерминистическими (т.е. невероятностными).

Приведем кратко основные принципы детерминистических и
вероятностных методов расчетов. Отметим, что это описание имеет
целью дать читателю только общее представление о состоянии во-
проса, а потому ни в коей мере не претендует на полноту. Прежде
всего введем несколько терминов.

Основная задача проектирования конструкции – обеспечить при
всех возможных воздействиях ее работоспособность, под которой
понимается способность выполнять требуемые функции. Противо-
положным понятием является отказ конструкции. Что именно по-
нимается под работоспособностью данной конструкции, зависит от
того, какую предполагаемую форму ее отказа надо предотвратить.
Например, работоспособность может означать сохранение ею проч-
ности, устойчивости, ограниченной величины перемещений, плот-
ности и пр.

Реакцию конструкции на рассматриваемое воздействие будем
именовать ее откликом. Под ним могут пониматься внутренние
усилия (напряжения, моменты, продольные и поперечные силы),
перемещения, опорные реакции и пр. То, какие именно отклики
должны быть рассмотрены при анализе работоспособности конст-
рукции, также зависит от предполагаемого вида ее отказа, который
надо предотвратить.

14.11.2. Детерминистический расчет конструкций
Обозначим отклики конструкции Qi. Они определяются посред-

ством ее расчета на рассматриваемое воздействие и зависят от мно-
гих факторов: приложенных сил и иных воздействий, формы  и
геометрических размеров конструкции, характера сопряжения ее
элементов и пр. Все эти факторы принципиально не могут быть за-
даны точно. Например, силы могут иметь разную величину, на-
правление, место приложения и т.д. Геометрические размеры кон-
струкции также могут отличаться от проектных значений из-за по-
грешностей изготовления и монтажа, а кроме того, могут изменять-
ся в процессе эксплуатации вследствие износа, коррозии и т.п. Та-
ким образом, отклики представляют собой случайные величины и
могут быть найдены лишь приближенно.

Для проверки сохранения работоспособности конструкции от-
клики сравниваются с соответствующими предельными значениями
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– прочностью материалов, допускаемыми перемещениями и т.п. Все
эти предельные значения для краткости будем называть парамет-
рами прочности и обозначать Rk. Прочность конструкции зависит
прежде всего от характеристик ее материалов. Но она также может
зависеть от приложенных к конструкции воздействий. Например,
при действии на железобетонную строительную конструкцию ста-
тических нагрузок прочностные характеристики материалов можно
считать независимыми от нагрузки. Однако при динамическом на-
гружении они зависят от скорости нарастания нагрузок, при темпе-
ратурном воздействии – от температуры и т.п. Так же как и откли-
ки, прочность может быть задана лишь с некоторым разбросом, по-
скольку, как известно, прочностные и динамические характеристи-
ки материалов являются случайными величинами, варьирующими в
определенных пределах.

Рассмотрим обобщенный отклик Q и обобщенную прочность R,
которые являются некоторыми функциями откликов и параметров
прочности конструкции (они должны быть заданы в одинаковых
единицах). Если они выражены в явной форме, то условие сохране-
ния работоспособности имеет вид

RQ ≤ . (14.1)
Наиболее экономичную конструкцию можно было бы получить,

если бы в соотношении (14.1) выполнялось равенство. Но посколь-
ку и левая, и правая его части известны только приближенно, то для
того чтобы гарантировать сохранение работоспособности конст-
рукции, все детерминистические методики расчетов построены та-
ким образом, чтобы в (14.1) выполнялось строгое неравенство. Это
достигается следующим путем.

Во-первых, используют повышенные расчетные значения на-
грузок. Практически это осуществляют, умножая нагрузки, дейст-
вующие на конструкцию, на коэффициенты, значения которых не
меньше 1. Так, согласно российским нормам [42], нагрузки умно-
жают на повышающие коэффициенты перегрузки. При одновре-
менном учете нескольких нагрузок они суммируются с коэффици-
ентами сочетаний, зависящими от вида и длительности действия
нагрузки (постоянные, временные, кратковременные, особые), ко-
торые косвенно учитывают вероятность одновременной реализации
нагрузок различной природы. Коэффициенты, с помощью которых
образуются расчетные отклики, будем называть коэффициентами
надежности по нагрузкам (или откликам):  nq > 1.

Во-вторых, снижают прочность, с которой сравнивают повы-
шенные таким образом усилия. В нормах это осуществляется путем
умножения параметров прочности материалов на понижающие ко-
эффициенты, которые будем называть коэффициентами надежно-
сти по прочности: kr < 1. Например, при расчете стальных конст-
рукций по нормам [80] расчетные сопротивления стали получают
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путем умножения ее прочностных характеристик, гарантированных
государственными стандартами, на понижающие коэффициенты
меньше 1. Фактически то же самое делают при расчетах железобе-
тонных конструкций по нормам [4]: расчетные характеристики бе-
тона и арматуры получают путем деления нормативных характери-
стик на коэффициенты надежности  больше 1.

С учетом этого неравенство (14.1) может быть представлено в
виде, представляющем собой основную формулу общепринятого
сегодня метода расчета конструкций по предельному состоянию:

,...),( 2211 RkRkmFQn rriqi ≤∑ , (14.2)

где в левой части – сумма откликов со своими коэффициентами на-
дежности по нагрузкам; F − функция параметров прочности мате-
риалов конструкции с коэффициентами надежности по прочности;
m – множитель, зависящий от условий работы конструкции (коэф-
фициент условий работы).

14.11.3. Вероятностный анализ надежности
В результате детерминистического расчета конструкции фор-

мально получается однозначный ответ на вопрос, сохраняется или
нет ее работоспособность. Однако в действительности используе-
мые значения коэффициентов позволяют гарантировать работоспо-
собность только с некоторой вероятностью. Методы оценки этой
вероятности изложены в работах [14, 64, 72, 81], и других, но ее вы-
числение является достаточно сложным. Одной из причин является
то, что значения коэффициентов надежности часто задают на осно-
ве опыта, «инженерных соображений» и «волевых решений».

Случайный характер нагрузок и прочности может быть непо-
средственно учтен путем выполнения вероятностного расчета кон-
струкции. Первые предложения по применению теории вероятно-
стей к расчету сооружений были сделаны еще в 20-х гг. XX в.
М. Майером [122] и Н. Ф. Хоциаловым [93]. С тех пор в этой облас-
ти выполнено огромное количество исследований и появилось
множество публикаций, посвященных как обоснованию норматив-
ных методов расчета, так и вероятностному обоснованию расчетов
на различные нагрузки и воздействия (сейсмические, ветровые, сне-
говые и пр.). В данной книге не ставится задача дать полный обзор
работ, посвященных этой теме, и детальное изложение вероятност-
ных методов расчета. Далее будут описаны только основные прин-
ципы таких расчетов, прежде всего – применительно к проектиро-
ванию АЭС на экстремальные воздействия. Поэтому в библиогра-
фическом списке указаны лишь некоторые из публикаций по этой
проблеме [1, 12 − 14, 59, 63, 82, 90, 94, 123, 131], в которых можно
найти ее более подробное изложение и библиографию. Отметим
только, что существенный вклад в разработку методов вероятност-
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ной оценки надежности конструкций внесли отечественные ученые
Н. С. Стрелецкий, А. Р. Ржаницын, В. В. Болотин и многие другие.

При вероятностном анализе рассматривают нагрузки на конст-
рукцию и характеристики прочности материалов как случайные ве-
личины. Этот анализ можно разделить на следующие основные ша-
ги, на каждом из которых имеются свои источники неопределенно-
сти и разброса результатов.

Первый шаг – нахождение вероятностного распределения на-
грузок. Для этого должны быть выполнены сбор и статистическая
обработка касающейся их информации.

Второй шаг – разработка расчетной математической модели
конструкции, отражающей ее геометрические размеры, характер
сопряжения элементов, места приложения нагрузок, законы дефор-
мирования материалов и пр. Такая модель неизбежно содержит не-
определенности, например, вследствие невозможности точного за-
дания масс и размеров элементов конструкции, мест и способов
приложения нагрузок и др. Кроме того, источником неопределенно-
сти являются принятые законы деформирования материалов. Это
является следствием, во-первых, их приближенности (например,
использование допущений о линейной упругости материалов, иде-
альной пластичности и т.п.). Во-вторых, не могут быть заданы точ-
но входящие в эти законы количественные характеристики (модуль
упругости, предел текучести и пр.).

Третий шаг – расчет требуемых компонент отклика конструк-
ции на действие нагрузок и нахождение их вероятностных распре-
делений. Этот этап анализа также порождает свои неопределенно-
сти ввиду необходимости использования различных допущений и
упрощений. Примеры таких допущений: гипотеза плоских сечений
при изгибе балок, мембранная идеализация для пластин и оболочек,
постоянство распределения напряжений по сечению при осевом
растяжении стержней и пр. Следует отметить, что вклад этих неоп-
ределенностей в разброс конечных результатов расчета обычно от-
носительно мал, а их влияние плохо поддается оценке. Поэтому
часто их либо не учитывают совсем, либо учитывают путем соот-
ветствующих консервативных изменений результатов.

То, какие именно случайные параметры рассматриваются при
вероятностном анализе конструкции, зависит от предполагаемого
вида ее отказа. Например, если рассчитывается вероятность потери
прочности или устойчивости строительной конструкции, то учиты-
вается случайность величин и направлений нагрузок, а также проч-
ностных характеристик материалов. Если же интересует вероят-
ность отказа конструкции из-за малоцикловой усталости при дейст-
вии на нее изменяющейся во времени нагрузки, то необходимо
знать вероятностное распределение количества циклов и усталост-
ных характеристик материалов.
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Общие принципы вероятностного анализа конструкций заклю-
чаются в следующем. Будем обозначать отказ конструкции как со-
бытие F, а сохранение ею работоспособности – как событие C. По-
скольку эти события являются дополнительными, т.е. FC = , то их
вероятности связаны соотношением

)()( FPCP −=1 . (14.3)
Вероятность сохранения работоспособности конструкции называет-
ся ее надежностью.

Обобщенный отклик Q и прочность R являются случайными ве-
личинами, которые для простоты изложения будем считать незави-
симыми. Они должны быть выражены в одних и тех же единицах,
соответственно q и r. Чтобы вычислить надежность, необходимо
знать плотность вероятности откликов ϕQ(q) и интегральный закон
распределения прочности ΦR(r). Их находят через законы распреде-
ления нагрузок, геометрических размеров конструкции, прочност-
ных характеристик материалов и пр.

Отказ конструкции происходит, если выполняется неравенство,
обратное (14.1), т.е. если Q > R. Вероятность отказа

∫
∞

Φ=
0

)()()( dxxxFP QR ϕ . (14.4)

Отметим, что вычисление этого интеграла может быть сопряжено с
определенными трудностями. Описание различных методов его вы-
числения можно найти, например, в [64].

Для того чтобы сделать вывод о том, достаточна ли надежность
конструкции, полученная вероятность отказа должна быть сопос-
тавлена с допускаемым значением. Его устанавливают в зависимо-
сти от ответственности конструкции или на основе вероятностного
анализа последовательности событий. При этом в отличие от де-
терминистического расчета, который формально дает однозначный
ответ относительно сохранения работоспособности конструкции,
при вероятностном анализе вероятность отказа конструкции нико-
гда не равна нулю, а только может быть сделана, при условии над-
лежащего проектирования, достаточно малой.

Это обстоятельство часто вызывает психологическое неприятие,
так как означает, что отказ конструкции, пусть и с малой вероятно-
стью, но допускается. В действительности это различие между ме-
тодами расчета является кажущимся, поскольку (см. разд. 14.2)
фактически при детерминистическом расчете сохранение работо-
способности конструкции также гарантируется лишь с некоторой
вероятностью, величина которой, однако, достаточно трудно опре-
делима. При вероятностном же расчете ее находят явно.

Конечной целью вероятностного расчета является определение
величины риска (см. разд. 14.1). Для этого среди элементов АЭС
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(систем, оборудования, строительных конструкций) выделяют те,
которые важны для ее безопасности [51]; для краткости будем име-
новать их ответственными.

Методология проектирования АЭС на ЭВ использует понятия
вероятности реализации воздействия, последовательности отказов
ответственных элементов АЭС, а также связанного с этим риска.
При этом подходе анализируется последовательность событий.

Первое из этих событий B1 – это реализация самого рассматри-
ваемого ЭВ (например: падение на АЭС самолета; образование ле-
тящего обломка оборудования при аварии; прохождение торнадо
или урагана и пр.).

Второе событие B2i заключается в том, что это воздействие ока-
жется приложенным к i-му ответственному элементу АЭС. Приме-
ром события B2i может служить попадание падающего самолета в
реакторное отделение АЭС или какое-либо другое здание, содер-
жащее ответственные системы. Другой пример – попадание образо-
вавшегося при аварии летящего обломка в какую-либо из единиц
ответственного оборудования, в защищающую ее строительную
конструкцию и пр.

Наконец, третье событие B3i – вызванный этим воздействием
отказ i-го ответственного элемента.

Обозначим вероятность реализации события B1

)( 11 BPP = ; (14.5)
вероятность реализации события B2i при условии, что произошло
событие B1,

)|( 122 BBPP ii = ; (14.6)
условную вероятность того, что произойдет отказ i-го ответствен-
ного элемента АЭС, если реализовались события B1 и B2i,

),|( 2133 iii BBBPP = . (14.7)
Вероятность отказа i-го ответственного элемента Pi равна про-

изведению этих вероятностей:
),|()|()( 213121321 iiiiii BBBPBBPBPPPPP == . (14.8)

Задачей обеспечения безопасности АЭС является предотвраще-
ние недопустимых последствий (превышения предельных радиоло-
гических доз, смертей, сокращения продолжительности жизни,
травм и пр.), которые могут наступить в результате отказа каждого
из ответственных элементов.

Риск Rik равен вероятности Pcik реализации k-го из таких послед-
ствий при отказе i-го элемента АЭС. Этот риск

cikiik PPR = . (14.9)
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Полный риск k-го последствия при рассматриваемом ЭВ полу-
чают путем суммирования вероятностей, соответствующих всем
отказавшим элементам:

∑∑
==

==
n

i
ciki

n

i
ikk PPRR

11
, (14.10)

где n – число отказавших элементов.
Способы нахождения вероятностей P1, P2i и P3i зависят от вида

рассматриваемого ЭВ и будут описаны далее (в соответствующих
главах). Однако при любом из воздействий анализ начинается с оп-
ределения вероятности его реализации P1. Если оказывается, что
она меньше уровня отбора событий по вероятности (см. разд. 14.1),
то это событие исключается из рассмотрения в проекте АЭС. Кроме
того, если риск Rik, вызванный отказом i-го элемента АЭС, равен
нулю, то этот отказ также не учитывается.

Пример последовательности определения риска применительно
к вылету обломков оборудования при авариях приведен в разд. 15.3.



Глава  15
ВКЛЮЧЕНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

В ПРОЕКТНЫЕ ОСНОВЫ АЭС

В данной главе описана процедура анализа необходимости
включении в проектные основы АЭС техногенных экстремальных
воздействий – падения самолета, взрыва и ударов тел, разлетаю-
щихся при технологических авариях.

15.1. Падение самолета
15.1.1. Предварительные замечания
Проблема защиты АЭС от падения самолета впервые возникла в

60-е гг. XX в. Это техногенное воздействие является одним из са-
мых опасных, и его обязательный учет предусмотрен российскими
и зарубежными нормами проектирования АЭС, а также реко-
мендациями МАГАТЭ [112].

Согласно российским нормам [86], независимо от реального
воздушного движения в окрестности АЭС в проекте должен быть
учтен удар легкого самолета, используемого на внутренних авиали-
ниях. Такое же требование содержится в нормах некоторых других
стран (например, Франции [62]). Учет такого удара позволяет одно-
временно обеспечить защиту от летящих тел другой природы с
близкими массами и скоростями (например, поднятых в воздух ура-
ганом или торнадо; образовавшихся при обрушении вышерасполо-
женных строительных конструкций; при злонамеренных действиях
людей и т.п.).

Следует отметить, что анализ необходимости учета этого воз-
действия основан на предположении, что падение самолета являет-
ся аварийным, т.е. непреднамеренным. Однако после террористиче-
ской атаки с применением самолетов Всемирного торгового центра
в Нью-Йорке, совершенной 11 сентября 2001 г., уже нельзя исклю-
чить преднамеренный удар самолета в здание АЭС. В настоящее
время изучаются подходы к защите АЭС от подобного террористи-
ческого акта, но пути решения этой задачи пока не до конца ясны.
Этот аспект проблемы не входит в тематику данной монографии и
здесь затрагиваться не будет.

Падение самолета создает очень тяжелые динамические нагруз-
ки на строительные конструкции и оборудование станции, но в то
же время вероятность реализации этого воздействия чрезвычайно
мала. В связи с этим решение о включении в проектные основы
АЭС падения более опасного самолета, чем предусмотрено норма-
ми [86], должно приниматься на основе анализа воздушной обста-
новки в окрестностях площадки станции. Рассмотрим процедуру
его выполнения.
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15.1.2. Процедура анализа
Общая последовательность анализа необходимости учета удара

самолета схематически показана на рис. 15.1. Он начинается с уста-
новления вероятности P0  падения самолета на АЭС за счет общего
воздушного движения в регионе (блок 1 схемы). Величина этой ве-
роятности обсуждается далее. Если P0 меньше уровня отбора собы-
тий по вероятности (УОВ – см. разд. 14.1), то в проект включается
падение малого самолета по нормам [86], и дальнейший анализ не
нужен (блок 2). В противном случае необходимо определить все по-
тенциально опасные места («источники»), откуда может упасть са-
молет (блок 3).

Далее анализируется необходимость учета падения из каждого
источника. Если из него не может упасть более опасный самолет,
чем по нормам [86], то в проект включается самолет в соответствии
с этими нормами, и дальнейший анализ данного источника не ну-
жен (блок 4).

Если падение такого самолета возможно (блок 5), то для данно-
го источника устанавливается величина дистанции отбора (ВДО –
см. разд. 14.1). Эти величины для потенциальных источников раз-
ного вида приведены далее. Если площадка АЭС расположена за
пределами ВДО, то падение самолета из данного источника можно
не учитывать (блок 6).

Когда площадка расположена в пределах ВДО, необходим более
детальный анализ вероятности падения самолета на АЭС в целом и
на ее отдельные объекты (блок 7). Процедура такого анализа будет
приведена далее. Если полученная вероятность оказалась меньше
уровня отбора событий по вероятности (УОВ), то падение самолета
можно не учитывать (блок 8).

Если вероятность падения самолета настолько велика, что это
воздействие необходимо учитывать, то необходимо установить ти-
пы и характеристики всех самолетов, падение которых возможно из
данного опасного места (блок 9). Для самолета каждого типа надо
установить нагрузки и воздействия, закладываемые в проектные ос-
новы АЭС (блок 10).

После этого необходимо проверить, все ли потенциально опас-
ные источники учтены (блок 11)? Если «нет», следует повторить
анализ для оставшихся источников.

Наконец, производится анализ всех полученных нагрузок, что-
бы определить, нельзя ли рассматривать падение не всех самолетов,
а только тех, которые создают нагрузки больше, чем остальные
(блок 12).

15.1.3. Величина дистанции отбора
Данный подход формально является детерминистическим (не-

вероятностным). Однако величины дистанции отбора для возмож-
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ных мест падения самолета установлены исходя из статистики авиа-
происшествий, и поэтому в действительности он основан на веро-
ятностных соображениях.
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9. Установить типы и характеристики всех
самолетов, которые могут упасть из дан-
ного источника
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10. Для самолета каждого типа установить
нагрузки и воздействия, закладываемые
в проектные основы АЭС

11. Все ли источники учтены?

1. Установить вероятность P0 падения са-
молета за счет общего воздушного дви-
жения в регионе

4. Возможно ли падение из данного потен-
циального источника более опасного
самолета, чем по нормам [43]?

3. Установить все потенциально опасные
места (источники), откуда возможно па-
дение самолета

2. Вероятность P0 падения самолета за
счет общего воздушного движения в ре-
гионе больше уровня отбора событий по
вероятности (УОВ)?

5. Для данного потенциального источника
определить ВДО

Да

Рис. 15.1. Процедура анализа необходимости  включения
падения самолета в проектные основы АЭС
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Например, известно, что аварии при взлете и посадке самолета
обычно происходят в непосредственной близости от аэропорта. Ве-
роятность аварии при этих операциях имеет порядок 10–5−10–6. На
основе этого установлено, что падение самолета может произойти в
радиусе 7.5 км от конца взлетно-посадочной полосы, наиболее ве-
роятно − в радиусе 3−4 км от ее конца в пределах сектора ±30° от ее
оси [112].

В документе МАГАТЭ [112] приведены также значения ВДО по
нормам США [138]. Падение самолета следует учитывать, если:
− воздушные коридоры или трассы захода на посадку расположе-

ны ближе 4 км;
− имеются любые аэропорты в пределах 10 км;
− в пределах 16 км имеются аэропорты с числом взлетов и поса-

док более 500d 
2 в год, а за пределами 16 км − более 1000d 

2 в год
(размерность параметра d – км);

− в пределах 30 км имеются военные объекты или воздушные зо-
ны, представляющие опасность для АЭС (например, полигоны
практического бомбометания, стрельбища и т.п.).
15.1.4. Вероятность падения самолета на площадку АЭС
Если оказалось, что площадка АЭС расположена в пределах

ВДО, то производится уточненный анализ вероятности падения са-
молета. Очевидно, что она зависит от плотности воздушного дви-
жения в окрестностях конкретной АЭС, его общей организации в
стране, типов используемых летательных аппаратов и пр. Поэтому
величина вероятности является специфической не только для раз-
ных стран, но и для каждой конкретной площадки АЭС.

Согласно рекомендациям МАГАТЭ [112], отражающим между-
народную проектную практику по данной проблеме, возможность
падения самолета может быть обусловлена одной или несколькими
из следующих причин:
− авиакатастрофы при общем воздушном движении в регионе;
− аварии при взлетах и посадках в аэропортах;
− падение при движении гражданских самолетов по основным

воздушным коридорам, а также военных самолетов в зонах их
полетов;

− катастрофы в специфических местах с высокой степенью веро-
ятности аварий (например, пересечение трасс, трассы учебных
полетов и пр.).
Соответственно этому вероятность P падения  в конкретном

месте может быть представлена в виде суммы независимых вероят-
ностей:

P = P0 + P1 + P2 + P3, (15.1)
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где P0, как и ранее, − вероятность падения за счет общего воздуш-
ного движения в регионе; Р1 – вероятность падения вследствие взлет-
но-посадочных операций в аэропортах; Р2 – то же вследствие воз-
душного движения по основным воздушным коридорам; Р3  – то же
для специфических мест с высокой степенью вероятности аварий.

Вероятность P0 особенно велика в густонаселенных регионах с
интенсивным воздушным движением. В [112] рекомендуется учи-
тывать полеты в регионе, ограниченном окружностью радиусом
100−200 км с центром на площадке АЭС, а саму станцию − рас-
сматривать как круг площадью 0.1−1.0 км2. Вероятность P0 равна
среднему числу авиакатастроф в регионе за год, умноженному на
отношение площади АЭС к площади региона.

Таблица  1 5 . 1 .  Тренды уровней безопасности [18]

7-10 часы летные
ествийавиапроисш Число

⋅
Группа воздушных судов гражданской авиации

Год

1 2 3 4
1976 24.2 16.3 23.0 79.4
1980 17.1 13.4 20.4 68.5
1985 11.1 10.5 17.6 57.0
1990 7.20 8.24 15.2 47.4
2000 3.00 5.07 11.4 32.6
2015 0.82 2.44 7.30 18.9
2050 0.10 0.73 3.60 7.40

Группа воздушных судов военной авиации
5 6 7 8

1976 370 400 275 574
1980 350 380 261 548
1985 324 353 241 504
1990 306 333 228 476
2000 − − − −
2015 216 235 161 336
2050 153 167 114 238
Имеются оценки частоты авиапроисшествий, выполненные для

территории России [18, 19]. Весь парк воздушных судов разделен на
следующие восемь групп:

1 – магистральные самолеты гражданской авиации 1-го и 2-го
классов со скоростью полета свыше 800 км/ч (Ил-86, Ил-62, Ту-154,
Ту-134, Як-42);

2 – самолеты гражданской авиации, обслуживающие местные
линии, со скоростью полета около 500 км/ч. К ним относятся само-
леты 3-го класса (Ан-24, Ан-26, Ан-30, Як-40), а также близкие к
ним самолеты 2-го и 4-го классов;
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3 – легкие самолеты гражданской авиации типа Ан-2 для поле-
тов на местных авиалиниях и авиационно-химических работ;

4 – вертолеты гражданской авиации;
5 – военно-транспортные самолеты;
6 – военные самолеты дальней авиации (бомбардировщики);
7 – самолеты фронтовой авиации (истребители, истребители-

бомбардировщики и штурмовики);
8 – вертолеты армейской авиации.
Для описанных типов судов на основе анализа статистики авиа-

происшествий за период 1976−1990 гг. были получены тренды
уровней безопасности (табл. 15.1) и значения частот авиапроисше-
ствий на 1 км маршрута в зависимости от этапа полета (табл. 15.2).

Таблица  1 5 . 2 .  Частота авиапроисшествий [18]

7-10маршрута км 1
ествийавиапроисш Число
⋅

Группа воздушных судов гражданской авиации
Год

1 2 3 4
П о л е т  п о  м а р ш р у т у

1990 0.028 0.318 4.18 13.0
2015 0.014 0.089 2.00 5.20
2050 6.1⋅10−4 0.015 0.80 1.41

П о л е т  в  з о н е  п о д х о д а
1990 0.700 1.16 − −
2015 0.076 0.41 − −
2050 0.0052 0.079 − −

П о л е т  п о  к р у г у
1990 4.10 9.30 − −
2015 0.51 3.06 − −
2050 0.03 0.62 − −

Группа воздушных судов военной авиации
5 6 7 8
П о л е т  п о  м а р ш р у т у

0.073 0.074 0.039 1.55
П о л е т  в  з о н е  п о д х о д а

1.12 4.9 1.24 −
П о л е т  п о  к р у г у

1990

1.76 6.81 0.54 −

Для военной авиации характерно выполнение полетов в специ-
альных зонах. Анализ статистических данных за 1976–2000 гг. по-
казал, что частота авиапроисшествий при таких полетах составляет
3⋅10–6 авиапроисшествий на один полет. Такую же частоту можно
принять и для других видов авиации [18].
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Данные для 2000–2015 гг. являются оценочными. Реальная ава-
рийность будет зависеть, с одной стороны, от качества обслужива-
ния и степени старения имеющегося воздушного парка, а с другой –
от появления новых, более совершенных самолетов.

В мировой проектной практике вероятность падения вычисля-
ется по формуле (15.1). Опишем методы оценки вероятностей, фи-
гурирующих в правой части (15.1). Следует учитывать, что разброс
исходных данных обычно очень велик, и при их задании необходи-
мо гарантировать их достоверность и консервативность.

Вероятность P1 падения самолета вблизи аэропорта, т.е. при
взлете и посадке, является наибольшей по сравнению с другими ве-
роятностями в правой части (15.1).

Таблица  1 5 . 3 .  Вероятность падения самолета Cj [138]

Вероятность (×10−8) авиакатастрофы на 1 милю2

и на 1 полет самолета для авиацииРасстояние от
конца взлетно-
посадочной по-
лосы, миля

транс-
портной

общего
назна-
чения*

военно-морских
сил и морской

пехоты

военно-
воздушных

сил
0 − 1 16.7 84 8.3 5.7
1 − 2 4.0 15 1.1 2.3
2 − 3 0.96 6.2 0.33 1.1
3 − 4 0.68 3.8 0.31 0.42
4 − 5 0.27 1.2 0.2 0.4
5 − 6 0
6 − 7 0
7 − 8 0
8 – 9 0.14

9 − 10 0.12

Нет
данных

Нет
данных

Нет
данных

* Под авиацией общего назначения понимают малые, в том числе
частные, самолеты.

В требованиях [138] Комиссии по ядерному регулированию
США (US NRC) P1 вычисляется по формуле

∑∑
= =

=
L

i

M

j
jijj ANCP

1 1
1 ,  (15.2)

где L – число взлетно-посадочных полос, на которых следует учи-
тывать маневры самолетов (т.е. взлеты и посадки) для данной пло-
щадки АЭС; М – число различных типов самолетов, использующих
аэропорт; Cj – вероятность падения самолета j-го типа на 1 маневр и
на 1 милю (1.605 км) (значения Cj, принимаемые в США, приведе-
ны в табл. 15.3; для территории России их можно принимать по
табл. 15.2.); Nij – число операций самолетов j-го типа на i-й взлетно-
посадочной полосе в течение года; Aj – эквивалентная площадь
(1 миля2 = 2.576 км2), учитываемая для самолета j-го типа.
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В работе [127] предложено выражение, согласно которому веро-
ятность падения самолета в пределах 5 миль (8 км) от аэропорта за-
висит от положения точки падения относительно конца взлетно-
посадочной полосы: 

∑∑∑
= = =

=
L

i

M

j

K

k
kjkjkijk DRANP

1 1 1
1 ,    (15.3)

θ

Взлетно-посадочная
полоса

Точка падения

R

Рис. 15.2. Положение точки падения
относительно взлетно-посадочной

полосы

где L и M – то же, что в (15.2);
K – число маневров самолетов;
Nijk – число операций самолетов
j-го типа на i-й взлетно-
посадочной полосе в год; Ajk –
эквивалентная площадь, миля2,
для самолета j-го типа при k-м
маневре; Dk – зависимость ве-
роятности падения от положе-
ния точки падения относитель-
но взлетно-посадочной полосы:






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k  (15.4)

R – расстояние, миля, от конца взлетно-посадочной полосы до места
падения (т.е. до площадки АЭС); θ − угол, градус, между продол-
жением осевой линии полосы и линией, соединяющей ее конец и
точку падения (рис. 15.2); Rjk – коэффициент аварийности для само-
лета j-го типа при k-м маневре:

посадку.1на
взлет1на

1094
1081

6

6 ;
.
.





⋅
⋅

=
−

−

jkR (15.5)

Следует учитывать, что значения Rjk согласно (15.5) были полу-
чены путем обработки статистики авиапроисшествий за 1964−
1968 гг. Но с течением времени надежность авиационной техники
повышается, а аварийность – снижается. Например, на территории
США частота авиакатастроф в авиации общего назначения умень-
шается, следуя зависимости

tec 05.08105.6 −−⋅= , (15.6)
где t – число лет, прошедших после 1975 г.

Зависимость (15.6) нельзя распространять на авиацию другого
вида (транспортную, военную и др.). Кроме того, приведенные
формулы справедливы для авиации США, но их применимость в
других странах требует специального изучения. Тем не менее ясно,
что формулы (15.3)−(15.5) дают вероятность падения с запасом.
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Еще одна формула для вычисления вероятности падения в пре-
делах R = 5 миль (8 км) от аэропорта, полученная в предположении,
что воздушное движение от него и к нему является осесимметрич-
ным, приведена в [119]:

APN
R

P cπ2
1

1 = , (15.7)

где P – число аварий на единицу длины полета; Nc – число полетов
в год; A – эквивалентная площадь (миля2).

Вероятность P2 падения самолета при полете по трассе
значительно меньше, чем при взлете и посадке. Здесь аварии чаще
всего случаются с авиацией общего назначения (малыми самолета-
ми). В документе US NRC [138] приведена следующая формула, ко-
торая с запасом дает величину этой вероятности:

w
CNAP =2 , (15.8)

где w – ширина коридора, миля (если площадка АЭС располагается
за его пределами, то к этой ширине следует прибавить удвоенное
расстояние между нею и краем коридора); N −  число полетов по
трассе в год; А – эквивалентная площадь площадки АЭС, миля2;
C − количество авиакатастроф на 1 милю полета (в США для граж-
данских самолетов принимают C = 4⋅10−10 1/миля [138], кроме на-
груженных трасс с числом полетов более 100 в день, для которых
нужен дополнительный анализ).

Формула (15.8) выве-
дена в предположении,
что падение самолета в
любую точку по ширине
коридора является равно-
вероятным. В действи-
тельности же чем дальше
точка от оси трассы, тем
вероятность падения на
одну и ту же площадь
меньше. В работе [119]
приведена формула,  поз-

x

Ось трассы

АЭС

F(x)

Рис. 15.3. Вероятность падения самолета
при полете по трассе

воляющая учесть это обстоятельство:
)(2 xFCNAP ⋅= , (15.9)

где C, N и А – то же, что в (15.8); F(x) – функция распределения ве-
роятностей падения в зависимости от расстояния x до оси трассы
(рис. 15.3):

kxkexF −= 5.0)( , (15.10)
где коэффициент k, 1/миля, для различных видов авиации:
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1.0 − военная;
2.0 − общего назначения (кроме специальной);
1.0 − общего назначения (специальная);k =

1.6 − транспортная.
Как видно, наиболее часто происходят аварии с самолетами

авиации общего назначения.
Вероятность Р3 , соответствующая специфическим местам

с высокой вероятностью аварий. Одним из таких мест является
трасса тренировочных полетов (рис. 15.4).

а)

АЭС

Трасса
полета

Море

γ
d

D0

H0

б)

Рис. 15.4. Вероятность падения самолета
при тренировочном полете по трассе:
а – трасса полета; б – схема к вычислению

распределения вероятности падения

Вероятность падения военного самолета во время горизонталь-
ного полета по трассе вычисляется по формуле [119]

∫= dtpANPP sth , (15.11)

где Ph – коэффициент частоты катастроф (2⋅10–5 катастрофа/ч); Nt –
число полетов по трассе в год (1⋅105 полет/год); A – эффективная
площадь АЭС (100×100 м); ps – плотность вероятности падения на
горизонтальную площадь,









Γ
−








−

Γ
=

||116

0
2
0

γ
D
d

D
ps ; (15.12)

здесь d  – расстояние от центра полярных координат; D0 = CdH0;
Γ = CgH0 (Сd = 12 миля/миля – коэффициент скорости снижения са-
молета; H0 – высота в момент аварии; Сg= 0.1 градус/миля  – коэф-
фициент бокового скольжения).

Криволинейный интеграл в (15.13) вычисляется по длине трассы.
Другими местами с повышенной опасностью авиакатастроф яв-

ляются зоны свободных полетов (рис. 15.5). Если предполагать, что
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распределение места нахождения самолета в зоне и направления его
полета является равномерным, то плотность вероятности падения
самолета выражается формулой [119]







−






=

z
kd

z
kps exp

2
1 2

π
,  (15.13)

где k – константа убывания (k =1.125);
d – расстояние между самолетом и
станцией:

2
0

2
0 )()( yyxxd −+−= ,   (15.14)

где (x, y) и (x0, y0) – координаты само-
лета и АЭС.

Интегрируя по площади зоны v с
использованием (15.13), получим ве-
роятность падения

∫= dvpfACPP sth3 ,         (15.15)

x

АЭС

x x0

y

y0

Зона свободных
полетов

0

Море
y

Рис. 15.5. К вычислению
вероятности падения из зоны

свободных полетов
где Ph и A – то же, что в (15.11); Сt – число полетных часов в году; f –
плотность полетов в зоне свободных полетов, полет/км3.

Интеграл вычисляется по всем точкам зоны, откуда в принципе
возможно падение самолета на АЭС.

15.1.5. Вероятность удара самолета в здание АЭС
Из формул разд. 15.1.4 ясно, что частота падений самолетов яв-

ляется случайной величиной. Она задается как среднее число паде-
ний ν на стандартную площадь A0. Например, было установлено,
что на всей территории Германии ν = 10−6 1/год на площадь
A0 = 104 м2. Следует подчеркнуть, что это значение представляет со-
бой число падений на горизонтальную площадь.

Пользуясь средней частотой падений, можно определить веро-
ятность падения на горизонтальную площадь A за время τ :

APPP τ= , (15.16)

где Pτ – вероятность падения за рассматриваемое время; PA – веро-
ятность попадания в площадь A.

Обе эти вероятности удовлетворяют условиям, при которых
можно считать, что они подчиняются закону Пуассона («закону
редких явлений») [20], а именно:

− частота падений самолетов распределена во времени и по
площади с одинаковой средней плотностью;

− вероятности падений в течение разных интервалов времени и
на разные площади не зависят друг от друга;
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− вероятность двух или более падений в течение одного интер-
вала времени и на одну и ту же площадь пренебрежимо мала.

Как известно, если случайная величина распределена по закону
Пуассона, то вероятность того, что произойдет n ее реализаций, со-
ставляет

( )a
n
aP

n
n −= exp

!
)( , (15.17)

где a – параметр распределения, представляющий собой среднее
число реализаций события.

При анализе вероятности падения самолета на АЭС следует
рассматривать однократную реализацию такого события, так как
после него станция должна быть остановлена, произведена ее реви-
зия и, если необходимо, ремонт, после чего возобновляются те же
условия, что и до падения самолета. Вероятность однократной реа-
лизации события (n = 1)

( )aaP −= exp)1( . (15.18)
Вероятность того, что событие не реализуется ни разу* (т.е. n = 0),

( )aP −= exp)0( . (15.19)
Если среднее число падений самолетов за 1 год на стандартную

площадь A0 равно ν, то параметр закона Пуассона, т.е. среднее чис-
ло падений за время τ  на площадь А,

0AAa ντ= . (15.20)
При оценке безопасности АЭС принято рассматривать вероятность
отказа за срок τ = 1 год. В этом случае

0AAa ν= . (15.21)
С учетом этого найдем, согласно (15.18), вероятность однократного
падения









−=

00

exp)1(

A
A

A
AP νν . (15.22)

Обычно 1)/( 0 <<AAν , поэтому ( ) 00 /1/exp AAAA νν −≈− . Подставив
это в выражение (15.22) и пренебрегая величиной высшего порядка
малости, получим

000

1)1(

A
A

A
A

A
AP ννν

≈







−≈ . (15.23)

Например, если, как в Германии, ν = 10−6 1/год, A0 = 104 м2, то при
А<<1010 м2 можно принимать
                                                          

* Напомним, что по определению 0! = 1.
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AP 1010)1( −≈ . (15.24)
Приведенные формулы предназначены для вычисления вероят-

ности падения самолета на горизонтальную площадь A. Но для
оценки необходимости учета этого события в проекте АЭС надо
оценить вероятность удара самолета в здания и другие элементы,
важные для безопасности. Для этого в формулу (15.23) следует под-
ставить вместо A эквивалентную площадь АЭС Аэ:

0

э

0

э

0

э exp)1(

A
A

A
A

A
AP ννν

≈







−= . (15.25)

При частоте падений, принятой в Германии, и при достаточно ма-
лой площади Аэ из (15.24) следует

э
10)1( 10 AP −= . (15.26)

Эквивалентная площадь Аэ зависит от высоты, формы и разме-
ров здания в плане, угла падения самолета. При ее вычислении учи-
тывают также размеры самолета и его скольжение на крыло. Рас-
смотрим способы определения  этой площади в разных странах.

В Рекомендациях МАГАТЭ [112] этот способ не конкретизиро-
ван, а только указано, что в некоторых странах площади Аэ  прини-
мались равными 104 − 4⋅104 м2 при угле наклона траектории к гори-
зонту от 10 до 45°.

Во французских нормах [62] метод определения вероятности
удара самолета вообще не регламентирован.

В Германии, как уже отмечено, для всех АЭС была принята эк-
вивалентная площадь Аэ = 104 м2. Таким образом, вероятность удара
самолета

P(1) = 10−10Аэ = 10−10⋅104 = 10−6.
Поскольку в этой стране УОВ = 10−7, т.е. на порядок меньше, то па-
дение самолета учитывается для любой АЭС.

Согласно требованиям Комиссии по атомной энергии США
(US NRC) [138], эквивалентная площадь Аэ принимается равной
площади тени, отбрасываемой зданием на горизонтальную плос-
кость при рассматриваемом угле падения самолета (рис. 15.6,а).

Все эти способы вычисления Аэ являются достаточно условны-
ми. Более того, способ, указанный в нормах США [138], приводит к
противоречию, которое ясно из следующих рассуждений.

Допустим, имеется горизонтальная плоскость площадью А
(рис. 15.6,б, пунктир), вероятность удара в которую вычисляется
согласно (15.26). Зададим вопрос: если та же  плоскость  располо-
жена вертикально (см. рис. 15.6,б, сплошная линия), то вероятность
удара в нее будет больше или меньше, чем в горизонтальную?

В соответствии с [138] для вычисления этой вероятности следу-
ет подставить в (15.25) площадь тени Аэ. Если γ < 45°, то Аэ > А, т.е.
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при таких углах вероятность удара в вертикальную плоскость
больше, чем в горизонтальную. Однако это противоречит здравому
смыслу: удар в горизонтальную плоскость может быть нанесен из
любой точки верхней полусферы, а для вертикальной плоскости по-
ловина этой полусферы является «мертвой зоной», удар из которой
невозможен (см. рис. 15.6,б). Поэтому вероятность удара в верти-
кальную плоскость не может быть больше, чем в горизонтальную.

а)

Aэ

б)
Зона удара
самолета

«Мертвая
зона»

А Аэ

γ

Рис. 15.6. К определению эквивалентной
площади Aэ по нормам США [138]:
а – эквивалентная площадь Аэ; б – связь
между Аэ и площадью плоскости А

Ошибка рассматри-
ваемого способа заклю-
чается в том, что частота
падений, используемая
при вычислении вероят-
ности падения на тень,
считается такой же, как и
на открытую горизон-
тальную плоскость. Но,
как было сказано ранее,
горизонтальная плос-
кость открыта для удара
со всех сторон, в то вре-
мя как в тень самолет
может ударить, только
пролетев через «окно»,
очерченное абрисом со-
оружения.

Заметим также, что
при горизонтальной тра-
ектории полета площадь
тени, независимо от ве-
личины A, становится
бесконечно большой, и,
значит, вероятность уда-
ра не зависит от разме-
ров здания, что также
противоречит здравому
смыслу.

15.1.6. Вероятность удара самолета
в конкретную конструкцию здания

Рассмотрим другой, более строгий, метод определения вероят-
ности удара самолета в здание [106, 107]. В соответствии с ним на-
правление падения и точка удара в здание считаются случайными
параметрами.

Направление падения задается вектором R , линию действия
которого можно определить двумя углами (рис. 15.7): α с вертика-
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лью и β между горизонтальной проекцией траектории и осью 0x.
Эти углы являются случайными величинами, зависят от типа само-
лета и расположения АЭС по отношению к потенциально опасным
местам полетов. В принципе законы их распределения следует на-
ходить на основе статистических данных. Для изложения методики
зададим плотности вероятности p1(β) и p2(α) следующим образом.

α

β

z

x
y

R

0

Рис. 15.7. Задание направления
падения самолета

p 1
(β

), 
p 2

(α
)

α, β, рад
2 4 6

2.0

1.0

0

p2(α) = 0.072exp(2.2α)

p1(β) = 1/(2π)

Рис. 15.8. Плотности вероятности
углов α и β

Ввиду отсутствия иной информации считается, что приближе-
ние самолета к АЭС с любой стороны равновероятно, т. е. угол β
равномерно распределен на интервале (0; 2π):

)/()( πβ 211 =p . (15.27)
Плотность вероятности p2(α) была установлена путем анализа

протоколов авиапроисшествий в различных районах мира [100]. При
0 ≤ α ≤ π/2

)2.2exp(072.0)(2 αα =p . (15.28)
Плотности вероятности уг-

лов α и β показаны на рис.
15.8. Необходимо подчеркнуть,
что при выводе p2(α) была
изучена статистика авиа-
происшествий только с само-
летами коммерческой авиации,
и для самолетов других типов
может потребоваться дополни-
тельный анализ.

Чтобы найти совместную
плотность вероятности p(α,β),
вычислим вероятность dP того,

y

z

α

dβ

r =1
dα

x
β

0

Рис. 15.9. К определению совместной
плотности вероятности углов α и β

что вектор R  находится в пределах «пирамиды», ограниченной уг-
лами α, α+dα, β, β+dβ (рис. 15.9). Вероятность пропорциональна
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величине телесного угла (равного, как известно, площади, вырезае-
мой углом на поверхности сферы единичного радиуса с центром в
вершине угла):

βαα dddS sin= . (15.29)
Следовательно,

βααα
π

αβ ddCdSpCpdP sin)2.2exp(
2
072.0)()( 21 == .  (15.30)

Коэффициент пропорциональности C определяется из условия нор-
мировки

∫ ∫
= =

=
π

β

π

α

2

0

2/

0

1dP .  (15.31)

В результате получаем
ααβα sin)2.2exp(10315.1),( 2−⋅=p . (15.32)

z

yx

ϕ

γ

S0
r =1

A

R n

0

Рис. 15.10. К вычислению вероят-
ности падения в пределах

телесного угла

Найдем вероятность того, что
вектор R  окажется в пределах за-
данного телесного угла S0, огра-
ниченного конусом с осью n и уг-
лом при вершине γ (далее он для
краткости именуется «конусом
удара») (рис. 15.10). Эта вероят-
ность
   ∫=

)( 0

),(),(
S

ddpf βαβαγϕ .    (15.33)

Обозначим β(α) зависимость
угла β от α для точек, лежащих на
окружности L, ограничивающей
область S0. Тогда

∫∫ ∫ ==
2

1

2

1

sin)(sin),( 2.2
)(

0

2.2
α

α

α
α

α

αβ
α αααββααγϕ deddef , (15.34)

где α1 и α2 − значения угла α, соответствующие точкам пересечения
конуса удара с диаметральной плоскостью y0z.

При этом часть конуса, расположенная ниже горизонтальной
плоскости x0y, из рассмотрения исключается, т.е. верхний предел
α2 = (ϕ + γ) ≤ π/2.

Условная интегральная функция вероятности удара под углом γ
к нормали площадки, наклоненной на угол ϕ, выражается следую-
щим образом:

)2(),()|( πγγϕϕγγ −+= efP , (15.35)
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где e(γ – π/2) – единичная ступенчатая функция («скачок»):

       




>
≤

=
.2при1
;2при0

πγ
πγ

e  (15.36)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 γ, градус

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9
Pγ (γ |ϕ)

ϕ = 90°   50°   40°   30°   20°   0

Рис. 15.11. Интегральная функция вероятности Pγ (γ |ϕ)

Таблица  1 5 . 4 .  Значения функции f(ϕ, γ)

ϕ , градусγ ,
градус 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.000 0.001 0.001 0.001 0.002 0.003 0.004 0.006 0.010 0.005

10 0.002 0.002 0.003 0.004 0.006 0.010 0.015 0.022 0.032 0.017
15 0.004 0.003 0.006 0.009 0.014 0.021 0.031 0.047 0.053 0.036
20 0.008 0.006 0.010 0.016 0.025 0.037 0.056 0.083 0.080 0.059
25 0.015 0.011 0.015 0.025 0.039 0.060 0.089 0.115 0.109 0.086
30 0.025 0.018 0.023 0.037 0.058 0.089 0.134 0.149 0.140 0.116
35 0.038 0.029 0.034 0.052 0.083 0.127 0.174 0.182 0.172 0.148
40 0.057 0.043 0.050 0.073 0.114 0.177 0.210 0.215 0.205 0.181
45 0.082 0.064 0.071 0.101 0.156 0.221 0.243 0.247 0.237 0.215
50 0.115 0.091 0.100 0.140 0.211 0.257 0.276 0.279 0.270 0.250
55 0.158 0.128 0.140 0.191 0.262 0.291 0.306 0.309 0.302 0.284
60 0.213 0.177 0.194 0.260 0.305 0.324 0.335 0.339 0.333 0.318
65 0.284 0.242 0.265 0.326 0.345 0.357 0.364 0.367 0.363 0.351
70 0.373 0.326 0.361 0.383 0.386 0.390 0.393 0.394 0.392 0.383
75 0.484 0.437 0.457 0.440 0.429 0.423 0.422 0.421 0.420 0.414
80 0.623 0.582 0.543 0.499 0.473 0.458 0.451 0.449 0.447 0.443
85 0.793 0.729 0.629 0.560 0.518 0.495 0.482 0.476 0.474 0.472
90 1.000 0.840 0.704 0.617 0.563 0.532 0.514 0.505 0.501 0.500
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При 0 ≤ γ ≤ π/2 функции f(ϕ,γ) и Pγ(γ |ϕ) совпадают. Значения
f(ϕ,γ) приведены в табл. 15.4, а Pγ(γ |ϕ) – на рис. 15.11.

Функция Pγ(γ |ϕ) [или, что то же, f(ϕ,γ)] представляет собой ве-
роятность падения самолета в пределах «конуса удара», т.е. под уг-
лом к нормали не больше γ  (см. рис. 15.10). При одинаковом значе-
нии γ она зависит от угла наклона площадки ϕ, причем, как показы-
вает рис. 15.11, до значений γ ≈ 72−73° вероятность удара с увеличе-

ϕ

Плоскость А
y

«Мертвая
зона»

ϕ

x

n

Зона удара
самолета

Рис. 15.12. Зона удара самолета
и «мертвая зона» для наклонной

площадки

нием угла наклона площадки воз-
растает, а при бόльших углах γ −
убывает. Такое изменение функ-
ции f(ϕ,γ) объясняется тем, что на
величину  вероятности   влияют
два  противоположно  действую-
щих фактора.

С одной стороны, при горизон-
тальной площадке и малых значе-
ниях γ «конус удара» примыкает к
вертикальной оси (α = 0°), где ве-
роятность  падения самолета мини-

мальна (см. рис. 15.8), а с увеличением наклона площадки этот ко-
нус перемещается в сторону горизонтали, и вероятность падения
возрастает. Но, с другой стороны (см. комментарий к рис. 15.6), па-
дение самолета на горизонтальную площадку (т.е. при ϕ = 0°) воз-
можно из любой точки верхней полусферы, а на наклонную − только
из той ее области, куда направлена нормаль к поверхности, а ос-
тальная часть является «мертвой зоной» (рис. 15.12). Поэтому с уве-
личением наклона площадки уменьшается область верхней полу-
сферы, из которой возможно падение самолета.

Существованием «мертвой зоны» объясняется также то, что для
горизонтальной площадки максимальная вероятность падения равна
1 (при γ = 90°), а для наклонных площадок она меньше 1. Например,
при ударе в вертикальную площадку эта вероятность равна 0.5.

Т а б л и ц а  1 5 . 5 .  Значения функции 
γ
γϕ

∂
∂ ),(f

ϕ , градусγ ,
гра-
дус 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.003 0.006 0.009 0.013 0.019 0.027 0.039 0.055 0.082 0.055

10 0.010 0.016 0.025 0.038 0.055 0.079 0.116 0.171 0.249 0.149
15 0.020 0.021 0.040 0.063 0.093 0.137 0.200 0.294 0.306 0.224
20 0.033 0.034 0.053 0.088 0.134 0.200 0.295 0.433 0.325 0.280
25 0.051 0.051 0.069 0.116 0.183 0.273 0.406 0.432 0.350 0.325
30 0.074 0.073 0.098 0.150 0.236 0.360 0.540 0.405 0.370 0.358
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Окончание табл. 15.5
ϕ , градусγ ,

гра-
дус 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
35 0.105 0.103 0.134 0.195 0.306 0.469 0.501 0.399 0.382 0.384
40 0.149 0.143 0.183 0.262 0.395 0.607 0.436 0.395 0.391 0.400
45 0.203 0.195 0.248 0.351 0.517 0.543 0.408 0.387 0.392 0.410
50 0.279 0.268 0.336 0.468 0.684 0.448 0.388 0.377 0.390 0.415
55 0.382 0.365 0.453 0.627 0.617 0.413 0.369 0.366 0.382 0.414
60 0.521 0.496 0.611 0.838 0.512 0.397 0.354 0.353 0.373 0.408
65 0.714 0.677 0.830 0.766 0.481 0.388 0.344 0.341 0.361 0.399
70 0.987 0.933 1.131 0.654 0.473 0.387 0.343 0.329 0.348 0.384
75 1.382 1.304 1.091 0.643 0.479 0.389 0.343 0.324 0.336 0.371
80 1.993 1.872 1.017 0.674 0.499 0.403 0.349 0.324 0.325 0.357
85 3.047 2.064 1.135 0.755 0.547 0.427 0.362 0.329 0.321 0.346
90 6.386 2.642 1.579 1.012 0.686 0.498 0.395 0.343 0.326 0.333

Чтобы найти условную плотность распределения, надо продиф-
ференцировать функцию вероятности Pγ(γ |ϕ) по γ  :

)(),()|( 2πγδ
γ
γϕϕγγ −+

∂
∂

=
fp , (15.37)

где δ (γ – π/2) – δ-функция, свойства которой выражаются формула-
ми (3.69)−(3.71); первое слагаемое  в правой части (15.37) показано
на рис. 15.13 и приведено в табл. 15.5.

Пользуясь функцией f(ϕ, γ), можно вычислить вероятность од-
нократного удара в здание АЭС в течение года. Наружные поверх-
ности таких зданий обычно имеют следующие типичные формы:
горизонтальная и вертикальная плоскости, цилиндр с вертикальной
осью, сферический сегмент. Найдем для них вероятности удара и
эквивалентные площади.

Горизонтальная плоскость
Обозначим )1(

,г γP  вероятность удара в горизонтальную плоскость
(т.е. при ϕ = 0) площадью А под углом к нормали (т.е. вертикали),
не превосходящим γ. Она равна произведению вероятности того,
что самолет упадет на плоскость, и вероятности того, что угол с
вертикалью не превзойдет γ. Первую вероятность можно вычис-
лить, подставив A в (15.23), а вторая равна f(0,γ). Следовательно,

( ) 0
)1(

,г ,0 AAfP νγγ = . (15.38)
Максимальная вероятность удара в горизонтальную плоскость

соответствует γ = 90° = π/2. Поскольку  f(0,π/2) = 1,

0
)1(

г AAP ν= . (15.39)
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Сравнивая (15.39) с (15.25), видим, что, как и следовало ожи-
дать, для горизонтальной плоскости эквивалентная площадь

AA =эг, . (15.40)
Вертикальная плоскость
Площадь плоскости также равна А. В этом случае ϕ =π/2. Рас-

суждая так же, как и ранее, получим, что вероятность удара в нее
под углом к нормали не больше γ

( ) 0
)1(

,в ,2 AAfP νγπγ = . (15.41)
Для нахождения максимальной вероятности удара в вертикаль-

ную плоскость надо подставить γ =π/2 в (15.37). Поскольку
f (π/2,π/2) = 0.5, эта вероятность

0
)1(

в 5.0 AAP ν= , (15.42)
т.е. для вертикальной плоскости эквивалентная площадь

AA 5.0эв, = . (15.43)
Этот результат вполне закономерен, поскольку распределение

угла β равномерное, а угол наклона траектории к вертикали не зави-
сит от β. Поэтому вероятность удара прямо пропорциональна раз-
меру горизонтального сектора, с которого самолет может прибли-
зиться к конструкции. Для вертикальной плоскости половина ок-
ружности находится в «мертвой зоне», поэтому вероятность удара в
нее оказывается вдвое меньше, чем в горизонтальную.

Круговой цилиндр с вертикальной осью

x y

ϕ dϕ

δ

dAц

h

R
z

Рис. 15.13. К вычислению вероят-
ности удара в круговой цилиндр

Рассмотрим сегмент поверхно-
сти кругового цилиндра радиусом
r и высотой h, ограниченный уг-
лом δ (рис. 15.13) (если рассмат-
ривается не сегмент, а весь ци-
линдр, то δ = 2π). Выделим эле-
мент поверхности, ограниченный
углом dϕ. Его можно считать
плоскостью, площадь которой

ϕdRhdA =ц .    (15.44)
В  соответствии  с (15.41) ве-

роятность удара в этот элемент
под углом не больше γ

( ) ( ) ϕνγπνγπγ Rhd
A

fdA
A

fdP
0

ц
0

)1(
,ц ,2,2 == . (15.45)
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Интегрируя (15.45) по ϕ, получим вероятность удара в сегмент по-
верхности

( ) δνγπ
δ

γγ Rh
A

fdPP
00

)1(
,ц

)1(
,ц ,2== ∫ . (15.46)

Площадь поверхности цилиндрического сегмента
δRhA =ц ,     (15.47)

поэтому формулу (15.46) можно записать в виде
( ) 0ц

)1(
,ц ,2 AAfP νγπγ = ,  (15.48)

т.е. она аналогична формуле (15.41) для вертикальной плоскости.
Так же как и для вертикальной плоскости, максимальная веро-

ятность удара (при γ = 90° = π/2)

0ц
)1(

ц 5.0 AAP ν= .       (15.49)
Таким образом, эквивалентная площадь для цилиндрического

сегмента

цэц, 5.0 AA = . (15.50)

Сферическая поверхность
Найдем вероятность уда-

ра в сегмент сферической
поверхности радиуса R, ог-
раниченный конусом с вер-
тикальной осью и углом при
вершине δ  (рис. 15.14).

 Площадь элемента по-
верхности dAсф, нормаль к
которому n

r
 наклонена под

углом α к вертикали:
βϕϕ ddRdA sin2

сф = .  (15.51)
Этот элемент можно счи-

тать плоским,  поэтому  веро-

R
dβ

dAs

z

x

ϕ dϕ

y

δ

r

β

n

Рис. 15.14. К вычислению вероятности
удара в сферический сегмент

ятность  удара  в него под углом, не превосходящим γ,

( ) ( ) βϕϕνγϕνγϕγ ddR
A

fdA
A

fdP sin,, 2

0
сф

0

)1(
,сф == . (15.52)

Для всего сферического сегмента вероятность удара

( ) === ∫ ∫∫ ∫
= =

π δπ

β

δ

ϕ
γγ ϕϕγϕβν 2

0 0

2

0

2

0 0

)1(
,сф

)1(
,сф sin, dfdR

A
dPP
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( )∫=
δ

ϕϕγϕνπ
00

2 sin,2 df
A

R . (15.53)

Обозначим

( )∫=
δ

ϕϕγϕγδ
0

сф sin,),( dfa . (15.54)

Функция aсф(δ,γ) приведена на рис. 15.15.
Таким образом, вероятность удара в сегмент под углом не

больше γ

     
0

сф
2)1(

,сф ),(2
A

aRP νγδπγ = .  (15.55)

Максимальная вероятность удара соответствует γ  = 900 = π/2:

0
сф

2)1(
,сф 2

,2
A

aRP νπδπγ 





= .  (15.56)

Следовательно, эквивалентная площадь для сферического сегмента







=

2
,2 сф

2
эсф,

πδπ aRA .  (15.57)

aсф(δ,γ)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 γ, градус

10−1

10−2

10−3

10−5

10−4

90°  80°  70°  60°

δ = 50°  40°  30°  20°  10°

Рис. 15.15. Функция aсф(δ,γ)

При уменьшении угла δ вероятность удара в сферический сег-
мент стремится к вероятности удара в горизонтальную плоскость.
Чтобы убедиться в этом, выразим )1(

,сф γP  через радиус окружности, на
которую опирается сегмент

δsinRr = . (15.58)
Подстановка (15.58) в (15.53) дает
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( )∫=
δ

γ ϕϕγϕ
δ

νπ
0

2
0

2)1(
,сф sin,

sin
2 df

A
rP .     (15.59)

При δ  = 0 интеграл в (15.59) с множителем перед ним представ-
ляет собой неопределенность типа 0/0. Раскроем ее по правилу Ло-
питаля:

       ( ) ( ) ( )γ
δδ
δγδϕϕγϕ

δ δ

δ

δ
,0

cossin2
sin,2limsin,

sin
2lim

0
0

20
ffdf ==








→→ ∫ .  (15.60)

Следовательно,

( )
0

2)1(
,сф ,0

A
frP νγπγ = . (15.61)

Так как πr2 – площадь горизонтальной проекции сферического сег-
мента, формула (15.61) эквивалентна (15.38). Поэтому при малых
значениях δ эквивалентную площадь сферического сегмента можно
вычислять, заменяя его горизонтальной плоскостью.

Пример. Найдем эквивалентную площадь для здания реактора
АЭС, состоящего из цилиндрической части диаметром D = 50 м и
полусферического купола радиусом R = 25 м. Для простоты будем
считать, что здание открыто для удара со всех сторон (на самом де-
ле оно обычно частично защищено другими зданиями).

Эквивалентную площадь цилиндрической части найдем по
формуле (15.50):

392750505.0эц, =⋅⋅= πA  м2.
Эквивалентную площадь полусферического купола определим

по (15.57), где aсф ≈ 0.383, так как δ = γ = 90°. Получаем
1504383.0252 2

эсф, =⋅⋅= πA  м2.
Суммарная эквивалентная площадь здания реактора

543115043927эсф,эц,э =+=+= AAA  м2.
Для сравнения вычислим эквивалентную площадь по американ-

ским нормам [138], т.е. как площадь тени, отбрасываемой зданием
на горизонтальную плоскость. При падении под углом 45°  к гори-
зонтали она составляет 4463 м2, а при 10° равна 25 310 м2. Как вид-
но, в первом случае она меньше, а во втором – значительно больше,
чем определенная по предлагаемой методике.

В следующих главах данная методика будет использована для
вероятностного расчета прочности и колебаний зданий АЭС при
ударе самолета.
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15.2. Воздействие взрыва
Согласно российским нормам [87], в проекте любой АЭС, неза-

висимо от наличия реальных источников взрыва, следует учитывать
воздействие ВУВ с давлением на фронте не менее 10 кПа.

Для оценки необходимости учета в проекте более интенсивного
взрыва должно быть установлено расположение взрывоопасных
объектов на территории самой станции и в ее ближайших окрестно-
стях, а также характер и возможное количество содержащихся на
них взрывчатых веществ (ВВ). По требованиям норм [40], для ядер-
ных установок, радиационных источников и пунктов хранения ра-
диоактивных веществ, находящихся в федеральной собственности
или имеющих федеральное, межрегиональное или региональное
значение, рекомендуется исследовать территорию на расстоянии не
менее 5 км от периметра ограды. Для менее ответственных радиа-
ционно-опасных объектов местного значения это расстояние можно
принимать равным 2 км.

Источники взрывов могут быть стационарными и мобильными.
Примерами первых являются объекты оборонного комплекса, хра-
нилища ВВ, взрывоопасные производства, трубопроводы для пере-
качки взрывоопасных сред (нефти и нефтепродуктов, газа и пр.).
Опасность представляют также емкости, содержащие среды под
высоким давлением (паровые котлы, баллоны со сжатым газом и
т.п.). Мобильными источниками являются наземные, водные и воз-
душные транспортные средства, перевозящие или содержащие раз-
личные ВВ.

Процедура оценки необходимости учета каждого из источников
взрыва начинается со сравнения расстояния до него с величиной
дистанции отбора (ВДО), т.е. с расстоянием, за пределами которого
взрыв можно не учитывать (см. разд. 14.1). Методика определения
ВДО в разных странах несколько отличается.

По российским нормам [40] должны быть проанализированы
все взрывоопасные объекты на расстоянии до 10 км от ограды АЭС.
При выборе площадок для вновь строящихся АЭС рекомендуется
обеспечивать удаление не менее 10 км от объектов, где возможны
взрывы большой интенсивности.

В некоторых других станах ВДО также принимают от 5 до 10 км
[112]. По нормам США [137]

3
эф18ВДО Q= , м, (15.62)

где Qэф – эффективная масса, кг (см. разд. 9.2).
При таком значении ВДО давление на фронте ВУВ составляет

примерно 6.5 кПа. Более слабые взрывы в США не рассматривают,
так как считается, что их воздействие менее опасно, чем торнадо и
землетрясение, которые обязательно учитываются в проектах АЭС.
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Заметим, что по нормам США [137] взрыв является менее мощным,
чем по российским [87].

При определении Qэф для транспортных средств можно считать,
что в автомобиле перевозится 23 т ВВ, в железнодорожном вагоне –
60 т, на судне – 4500 т [137]. Масса взрывающихся сжиженных га-
зов зависит от способа сжижения (см. разд. 9.2). Следует также учи-
тывать способ транспортировки (например, перевозится ВВ по воде
одним судном или караваном; входит в состав железнодорожного
состава один или несколько вагонов с ВВ). В некоторых странах
имеются правила формирования грузовых железнодорожных соста-
вов, по которым вагоны с ВВ располагают таким образом, чтобы
взрыв одного не привел к взрыву остальных. Это позволяет рас-
сматривать взрыв только одного вагона, независимо от их ко-
личества в железнодорожном составе.

Расстояние до места взрыва следует задавать с учетом возмож-
ного дрейфа облака ГПВС (кроме облаков водорода, который, вви-
ду легкости по сравнению с воздухом, либо взрывается непосредст-
венно в месте выделения, либо быстро улетучивается). Чем сильнее
ветер, тем больше скорость дрейфа, но и быстрее происходит  рас-
сеивание до взрывобезопасной концентрации.

Таблица  15 .6 .  Классификация, характеристики устойчивости
атмосферы и коэффициенты α и k в формуле (15.63)

Класс устой-
чивости по
Пасквиллу

Характеристи-
ки устойчиво-
сти атмосферы

Состояние
атмосферы

Типичная
скорость
ветра, м/с

α k

A Очень сильно
развитая кон-
векция

Солнечно и
жарко

1 0.43 0.89

B Неустойчивое
состояние,
умеренная кон-
векция

Солнечно и
тепло

2 0.26 0.92

C Слегка неус-
тойчивое со-
стояние, слабая
конвекция

Переменная
облачность
в течение
дня

5 0.20 0.92

D Нейтральное
состояние

Облачно 5 0.13 0.92

E Почти устой-
чивое состоя-
ние, слабая ин-
версия

Переменная
облачность
в течение
ночи

3 0.08 0.94

F Устойчивое
состояние,
умеренная ин-
версия

Ясная ночь 2 0.05 0.94
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Длина пути дрейфа L зависит от радиуса облака и класса устой-
чивости атмосферы по Пасквиллу (табл. 15.6). Она определяется по
формуле

krL
1

044.0






=

α
,  (15.63)

где r0 – радиус облака (способ его определения рассмотрен  в
разд. 9.2.2); коэффициенты α и k принимаются по данным метеоро-
логических наблюдений для наиболее вероятного состояния атмо-
сферы (см. табл. 15.6).

Обычно в запас надежности считают, что облако перемещается
в сторону объекта. Поэтому при вычислении нагрузок от взрыва
следует расстояние R до него уменьшить на величину L. Если R < L,
считают, что объект находится внутри облака.

ВДО
ВДО

АЭС

Учитываемая
длина пути

Рис. 15.16. Определение
учитываемой длины пути

[137]

Если АЭС располагается в пределах
ВДО, то необходимость учета взрыва мо-
жет быть определена посредством веро-
ятностного анализа.  В американском до-
кументе [137] предлагается определять
частоту взрывов при транспортировке ВВ
по формуле

nfsr = , (15.64)
где r – общая частота взрывов, собы-
тие/год; f – число перевозок в год для рас-
сматриваемого вида ВВ и транспорта; n –

частота взрывов для них на 1 км длины пути, событие/год; s – учи-
тываемая длина пути, км (рис. 15.16).

При отсутствии достоверных данных для конкретной площадки
АЭС можно использовать национальную статистику, полагая

21nnn = ,   (15.65)
где n1 – число аварий на 1 км пути для данного вида транспорта; n2 –
число взрывов на одну аварию данного вида транспорта.

Если рядом с АЭС имеются пути транспортировки различного
вида, то надо суммировать частоты взрывов на каждом из них.

Согласно нормам [137], при использовании формулы (15.64)
риск от взрыва можно считать достаточно малым (т.е. его можно не
учитывать в проекте АЭС), если r ≤ 10−7 1/год. Если использована
формула (15.65), то ввиду меньшей достоверности исходных дан-
ных должна быть r ≤ 10−6 1/год. При наличии достаточно надежных
исходных данных для стационарных источников взрыва вероятно-
стный анализ можно произвести также и для них.

Следует, однако, отметить, что исходные данные, необходимые
для выполнения вероятностного анализа взрыва как мобильных, так
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и стационарных источников, труднодостижимы или крайне неточ-
ны. Поэтому если АЭС оказалась в пределах ВДО, то чаще всего
считают, что реализуется наиболее неблагоприятный взрыв.

15.3. Летящие тела при авариях
Технологические аварии могут сопровождаться разрушением

оборудования и трубопроводов, приводящим к разлету обломков и
динамическим нагрузкам на элементы АЭС. Выполнить анализ этих
событий для абстрактной АЭС невозможно, так как все зависит от
особенностей ее компоновки и оборудования. Поэтому приведем
только общую характеристику проблемы в соответствии с докумен-
том МАГАТЭ [126].

15.3.1. Причины образования летящих тел при авариях
Назовем некоторые, наиболее важные причины появления ле-

тящих тел при технологических авариях.
Прежде всего это разрушение технологического оборудования

и трубопроводов. Кратко перечислим возможные аварии.
Разрывы сосудов с жидкостью под высоким давлением. Разру-

шение таких сосудов может происходить самыми разными спосо-
бами в зависимости от их формы, характеристик материалов, рас-
положения сварных швов, конструкции патрубков, методов монта-
жа и эксплуатации. Но поскольку, как правило, проектирование, из-
готовление, монтаж и эксплуатация ответственных сосудов под
давлением (например, корпусов реакторов) находятся под строгим
контролем, их крупное повреждение считается маловероятным. Это
особенно относится к сосудам из пластичных металлов. Однако
полностью исключить образование летящих тел все же нельзя. При
этом необходимо гарантировать, чтобы сам сосуд не мог быть це-
ликом сорван с места и превратился в летящее тело.

Клапаны в системах с жидкими средами под высоким давлени-
ем также являются  возможными источниками летящих тел. Обыч-
но они состоят из нескольких частей, которые заменяют при техни-
ческом обслуживании. Именно эти части и могут выбрасываться из
клапана. Наиболее вероятен выброс штока или крышки клапана.
Возможность разрушения его корпуса обычно не рассматривают,
так как его прочность, как правило, существенно больше, чем при-
соединенных трубопроводов.

Разрывы высокоэнергетических трубопроводов. Согласно [126],
высокоэнергетическими считаются трубопроводы с водой под дав-
лением не ниже 2 МПа и температурой не менее 100 °С.
В некоторых странах любые трубопроводы со сжатыми газами, не-
зависимо от давления, также считаются высокоэнергетическими.
Опасность их повреждений связана не только с летящими предме-
тами. При разрыве могут происходить биения трубопровода под
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действием реактивных сил, создаваемых истекающей струей. Экс-
перименты и опыт эксплуатации показывают, что трубопровод, как
правило, не освобождается от удерживающих его зажимов. Но его
удары по строительным конструкциям и соседним узлам создают
большие динамические нагрузки, сходные по своему действию с
ударами летящих тел. Кроме этого, возможно образование и летя-
щих тел: выброс целых клапанов и масс, находящихся внутри или
снаружи поврежденных трубопроводов (например, арматуры и глу-
хих приборных каналов). Наконец, большие нагрузки создаются са-
мой струей жидкости.

Обычно консервативно предполагают, что произошел «гильо-
тинный» разрыв по всей окружности трубы и образовался шарнир
пластичности около ближайшей неподвижной опоры. Хотя вероят-
ность разрыва очень мала, общепринято предусматривать на от-
дельных участках трубопровода ограничители, препятствующие его
биениям при разрыве, и включать в проектные нагрузки  воздейст-
вие истекающей струи. Описание методов определения нагрузок
при разрыве трубопровода приведено, например, в [11].

Выброс регулирующего стержня из реактора. При работе реак-
торов некоторых типов (например, ВВЭР) в них вводятся и выво-
дятся твердые регулирующие стержни для поглощения нейтронов.
Кожухи, в которых они перемещаются, образуют глухие каналы в
корпусе реактора. Обычно постулируют, что под действием давле-
ния жидкости в реакторе возможен выброс такого стержня, который
может нанести серьезные повреждения, например, защитной обо-
лочке или соседним регулирующим стержням.

Машины с высоким числом оборотов. На АЭС используется
много таких машин и агрегатов (например, турбина, большие насо-
сы, их двигатели и маховики). Высокооборотные вращающиеся час-
ти обладают огромной кинетической энергией и при разрушении
образуют опасные летящие тела. Предсказать их размеры и форму
достаточно сложно. Эксперименты показывают, что при разруше-
нии тел простых геометрических форм (например, дисков) чаще
всего образуются несколько приблизительно равных сегментов. Но
то, как именно разрушится деталь, в большой степени зависит от
таких труднопрогнозируемых факторов, как локальная концентра-
ция напряжений, неоднородность и дефекты материала и т.п. Быст-
ро вращающиеся части машин обычно ограждают кожухами, кото-
рые должны поглощать часть энергии летящих тел, образовавшихся
при разрушении. Однако иногда для упрощения не учитывают
влияние кожуха, что идет в запас безопасности.

Скопление взрывчатых газов, разрывы баллонов со сжатыми
газами. Методы расчета соответствующих нагрузок, а также пара-
метры и дальность полета образующихся обломков изложены в
гл. 9 и 10.
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Причинами аварий, приводящих к образованию летящих тел,
могут стать ошибки операторов (например, потеря нагрузки турбо-
генератора, приводящая к превышению числа оборотов).

Летящие тела образуются также при разрушении конструкций
и падении тяжелых грузов при транспортировке (см. гл. 11).

При анализе опасности летящих тел следует учитывать не толь-
ко их непосредственное действие, но и создаваемые ими вторичные
воздействия и возможность каскадных разрушений и отказов.
Прежде всего необходимо убедиться в том, что не будут нанесены
повреждения элементам АЭС, которые привели бы к выбросу ра-
диоактивных веществ. Могут быть повреждены высокоэнергетиче-
ские трубопроводы, последствия чего рассмотрены ранее. Возмож-
но образование вторичных летящих тел (например, разлет оскол-
ков бетона с внутренней стороны бетонной преграды при ударе в
нее, см. разд. 7.3.1). Разрушение опорных конструкций может при-
вести к падению тяжелого оборудования и элементов строитель-
ных конструкций.

Повреждение резервуаров и коммуникаций чревато затоплени-
ем, отказом систем энергоснабжения, контрольно-измерительных
приборов и автоматики, пожаром из-за замыканий в электриче-
ских сетях, изменением параметров среды (повышение влажности,
температуры и давления) и пр. Наконец, летящие тела могут на-
нести поражения персоналу АЭС, ответственному за выполнение
станцией функций безопасности.

15.3.2. Анализ опасности летящих тел
Анализ опасности ударов летящих тел основан на оценке веро-

ятности их последствий, или риска. Кратко изложим его общие
принципы.

Вероятность неприемлемых повреждений P можно представить
как произведение трех вероятностей:

P = P1 P2 P3, (15.66)
где P1 – вероятность образования летящего тела; P2 – вероятность
удара в мишень, важную для безопасности; P3 – вероятность нане-
сения неприемлемых повреждений в результате первичных или
вторичных эффектов.

В разд. 14.1 было разъяснено понятие риска, который представ-
ляет собой вероятность недопустимых повреждений АЭС и связан-
ных с этим последствий для жизни и здоровья людей и окружаю-
щей среды. По российским нормам [86] допускаемая величина рис-
ка составляет [R] = 10–7 1/год.

При ударе одного летящего предмета риск R вычисляется по
формуле (14.9), согласно которой он прямо пропорционален веро-
ятности P. Летящий предмет можно не учитывать в проекте, если
P ≤ 10–7 1/год. Поскольку каждая из трех вероятностей в правой
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части (15.66) не больше единицы, то это условие выполняется, если
хотя бы одна из них не больше предельного значения.

Наилучший подход при проектировании состоит в том, чтобы
исключить образование летящих тел (т.е. сделать приемлемо малой
вероятность P1). Следующим шагом является отделение или защита
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ответственных мишеней (т.е. уменьшение вероятности P2). И, нако-
нец, можно уменьшить вероятность P3. Но в некоторых случаях по-
лучить требуемый уровень риска удается только за счет снижения
всех трех этих вероятностей.
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Пример. Продемонстрируем порядок определения риска при
вылете обломка ротора турбины [127]. Последовательность собы-
тий, которые могут произойти вслед за исходным событием (т.е.
вылетом обломка)  и привести к повреждению  строительных кон-
струкций и оборудования, важных для безопасности АЭС, показана
на рис. 15.17. Обычно собственно анализу риска предшествует рас-
смотрение трех основных этапов (групп событий).

Первый основной этап G* связан с образованием летящего тела
(обломка). Он включает в себя несколько событий. Прежде всего
анализируется вероятность первого из них – разрушения ротора
турбины с образованием летящего тела (обломка). Она определяет-
ся или на основе статистики таких аварий, или аналитически, по-
средством вероятностного анализа с использованием дерева собы-
тий (его построение рассмотрено далее), которые могут привести к
вылету обломка. Если вероятность такого разрушения P(G) доста-
точно мала (например, меньше 10−7 за год), то опасность вызванно-
го им удара летящего обломка можно вообще не учитывать. В про-
тивном случае определяются вероятностные характеристики пара-
метров mi  вылетевшего обломка  (форма,  размеры,  масса,  ско-
рость, ориентация) и совместная плотность их вероятности f(M|G).
С их использованием находят вероятность пробивания кожуха тур-
бины и плотность вероятности f(M″|G) параметров обломка, выле-
тевшего за его пределы. Строго говоря, после пробивания кожуха
надо еще оценить вероятности удара обломка в оборудование и
строительные конструкции здания турбины и пробивания послед-
них (этот этап на рис. 15.17 не отображен).

Второй основной этап (группа событий) S – полет обломка ме-
жду сооружениями АЭС. С использованием случайных начальных
условий,  определенных на предыдущем этапе,  рассчитываются ус-
ловные вероятности P(S|G) движения обломка по различным траек-
ториям и, как следствие, мест и направлений удара в строительные
конструкции зданий, важные для обеспечения безопасности АЭС.
В итоге для каждой из строительных конструкций определяются
параметры обломка (масса, скорость и пр.) и условная вероятность
удара f(M″|G,S).

Третий основной этап D связан с оценкой повреждений ограж-
дающих строительных конструкций, важных для безопасности. Для
каждой из конструкций производится прочностной расчет при всех
совокупностях условий удара (линейной и угловой скоростях, массе
летящего тела, его ориентации, направлении удара). В результате
определяются общая прочность и локальные повреждения конст-
рукции. Возможны четыре варианта локальных последствий удара
(см. гл. 7): полное отсутствие повреждений, выкрошивание бетона в
месте удара с лицевой стороны, образование и разлет осколков бе-
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тона с обратной стороны, сквозное пробивание конструкции летя-
щим телом. Исходя из вероятности условий удара определяется ус-
ловная вероятность каждого из видов повреждений P(D|S,G). Сте-
пень повреждения зависит от ориентации конструкции в простран-
стве, толщины стены h, прочностных характеристик материалов.
Какие именно повреждения считать недопустимыми − зависит от
консерватизма принятого критерия отказа конструкции. Обычно
считают, что при полном отсутствии повреждений, а чаще всего и
при выкрошивании бетона только с лицевой стороны удар не пред-
ставляет опасности и может не учитываться, но при сквозном про-
бивании конструкции дальнейший  анализ риска обязателен. Иногда
недопустимым считается также выкрошивание бетона с внутренней
стороны конструкции,  сопровождающееся  разлетом  его  осколков
(вторичных летящих тел). Это консервативный критерий отказа, так
как он неявно предполагает следующее: во-первых, энергия оскол-
ков достаточна, чтобы повредить ответственное оборудование; во-
вторых, оно расположено в непосредственной близости от места
удара; в-третьих, условная вероятность попадания в него осколка
равна 1.

Четвертый этап – собственно вычисление риска R. Как сказа-
но выше, он представляет собой произведение вероятности события
и вероятности P(A) вызываемых им последствий (например, недо-
пустимых доз облучения, болезней, смертей и т.д.). Для нахождения
риска необходимо, зная вероятность недопустимых повреждений
конструкции P(D|S,G), рассчитать возможные траектории движения
внутри здания как самого обломка, так и вторичных летящих тел,
вплоть до полной потери ими энергии. Если происходит их удар в
какое-либо ответственное оборудование (см. рис. 15.17, событие
N1), то вероятность повреждения

P(N1,D,S,G) = P(G)⋅P(S|G)⋅P(D|S,G)⋅P(F1|D,S,G). (15.67)
Таким образом, риск

R(N1,D,S,G) = P(N1,D,S,G)⋅P(A). (15.68)
Если удар ни в какое ответственное оборудование не произой-

дет (событие N2) или он не вызывает никаких опасных последствий,
то P(A) = 0, т.е. риск R = 0.

Как видно, для снижения риска необходимо уменьшить вероят-
ности в правой части (15.66). Этого можно достигнуть путем при-
менения соответствующих объемно-планировочных и проектных
решений. Например, можно вообще исключить возможность попа-
дания вылетевшего обломка ротора турбины в потенциально опас-
ные места, соответствующим образом расположив ее ось по отно-
шению к другим зданиям на генплане АЭС. Можно также увели-
чить толщину ограждающей стены h, использовать более прочные
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строительные материалы, облицевать стену изнутри стальным лис-
том или металлической сеткой для предотвращения разлета оскол-
ков бетона, предусмотреть дополнительные защитные барьеры пе-
ред ответственным оборудованием (например, стальные или желе-
зобетонные экраны) и т.п.

В то же время ясно, что определить вероятность многих собы-
тий, последовательность которых приводит к повреждению ответ-
ственного оборудования, или трудно, или удается только прибли-
женно. Поэтому часто при вычислении этих вероятностей сначала
прибегают к упрощающим предположениям, идущим в запас на-
дежности. В частности, при рассмотрении вылета обломка ротора
принимают следующие предположения. На первом этапе анализа
считают параметры обломка и условия его удара в кожух турбины
наиболее неблагоприятными. На третьем этапе (при рассмотрении
удара обломка в строительную конструкцию) считают, что летящее
тело имеет максимально возможную энергию, его угловая скорость
равна нулю, а ось направлена наиболее невыгодно для преграды.
Принимают также, что удар нанесен по нормали к строительной
конструкции и в наиболее уязвимое ее место. Значения прочност-
ных характеристик материалов задают консервативно, без исполь-
зования возможности их повышения за счет малой вероятности воз-
действия. Часто также принимают консервативный критерий отказа
конструкции, обсуждавшийся выше: отказом считают разлет оскол-
ков бетона изнутри. Если полученная таким образом результирую-
щая вероятность повреждения ответственного оборудования оказы-
вается чрезмерно большой, то, анализируя влияние на эту вероят-
ность каждого из допущений, устанавливают, какие именно из них
требуют дополнительного уточнения.

Рассмотренная последовательность состояла из трех событий,
но в действительности их может быть значительно больше. Анализ
такой последовательности и вычисление вероятности наступления
недопустимых последствий производится с помощью построения
дерева событий. В качестве примера на рис. 15.18 изображено та-
кое дерево разлета обломков при разрушении ротора турбины. В
узлах разветвлений указаны события, а возле ветвей – условные ве-
роятности их реализации.

Само разрушение ротора обозначено как исходное событие B,
его вероятность равна P(B). В результате этого события может об-
разоваться n летящих обломков, различающихся формой, массой,
скоростью (события F1 − Fn). Условная вероятность образования
i-го обломка (событие Fi) равна P(Fi|B).

Прежде чем вывести из строя какую-либо систему, обломок
должен пробить ограждающие конструкции здания, в котором она
расположена. Например, для i-го обломка возможен удар в k таких
конструкций (события M1 − Mk), а условная вероятность пробивания
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j-й конструкции равна P(Mj|B,Fi). Кроме того, рассматривается со-
бытие Mпроч, означающее, что обломок не пробил ни одну из важ-
ных строительных конструкций. Его условная вероятность
P(Mпроч|B,Fi). Сумма условных вероятностей пробивания конструк-
ций каждым из обломков должна равняться 1.

P(Sq|B,Fi,Mj)
Fi

Fn

F1

P(M1|B,Fi)

P(Fi|B)

P(Fn|B)

F2

Fn-1

M1

M2 Mj

Mk

Mпроч

Sпроч

P(Mk|B,Fi)

B

P(F1|B)

P(Mj|B,Fi)

P(Mпроч|B,Fi)

S1

S2

Sr

P(S1|B,Fi,Mj)

P(Sr|B,Fi,Mj)

P(Sпроч|B,Fi,Mj)

Sq ⇒ P(Sqi)

Рис. 15.18. Дерево событий

Пробив j-ю конструкцию, i-й обломок может вывести из строя r
находящихся за нею ответственных систем (события S1 − Sr). Ус-
ловная вероятность отказа q-й из них (событие Sq) равна
P(Sq|B,Fi,Mj). Кроме того, рассматривается событие Sпроч, означаю-
щее, что обломок не поразил ни одну из ответственных систем. Ве-
роятность отказа q-й системы вследствие удара i-го обломка

P(Sqi) = P(B)⋅P(Fi|B) ⋅P(Mj|B,Fi)⋅P(Sq|B,Fi,Mj). (15.69)
Эта же система может быть выведена из строя и другими об-

ломками при пробивании других защитных конструкций. Полную
вероятность ее отказа P(Sq|B) при рассматриваемом исходном собы-
тии получают путем суммирования вероятностей всех отказов.

Данный пример приведен только с демонстрационной целью и
сильно упрощен. В действительности последовательность событий
может включать в себя намного большее их число, а потому дерево
событий может оказаться значительно более «ветвистым». В част-
ности, при разлете обломков, вызванном аварией турбины, необхо-
димо было бы дополнительно учесть пробивание кожуха турбины,
строительных конструкций машинного зала и др.

Следует отметить, что достоверность величины риска, получае-
мой по формуле (15.66), зависит от точности определения вероятно-
стей P1, P2 и P3 в ее правой части. Но ввиду недостатка и неопреде-
ленности исходных данных их расчет является достаточно трудоем-
ким и часто весьма приближенным. Поэтому нередко предполага-
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ют, что летящие тела образуются обязательно (т.е. принимают
P1 = 1) и предусматривают преграды для защиты от них. Кроме то-
го, считают также, что их удар в преграду произойдет обязательно
(т.е. P2 = 1), и проектируют ее так, чтобы исключить пробивание.

Примеры типичных тел, используемых в проектной практике
США, приведены в табл. 15.7.

Таб лиц а  1 5 . 7 .  Типичные летящие тела при авариях,
рассматриваемые в проектной практике США [135]

Летящее тело Масса,
кг

Ско-
рость,
м/с

Площадь
удара,
см2

Кинетиче-
ская энер-
гия, кН⋅м

Шток задвижки
− тяжелый 23 27.5 30 8.7
− средний 14 20 10 2.8
− легкий 0.9 42 5 0.8

Крышка задвижки
− тяжелая 455 80 850 1456
− средняя 180 43 180 166
− легкая 35 37 130 24

Элементы датчиков КИП 2.5 30 8 1.1
Механизм привода регули-
рующих стержней 55 92 16 233
Обломки ротора турбины
Разрыв на малой скорости
− тяжелый 3715 130 5800 31390
− средний 1860 160 3640 23808
− легкий 90 245 440 2701
Разрыв на большой скорости
− тяжелый 3715 200 5800 74300
− средний 1860 235 3640 51360
− легкий 90 300 440 4050

15.3.3. Методы и средства защиты АЭС от летящих тел
Как уже было сказано, прежде всего стремятся исключить саму

возможность появления летящих тел или, насколько удастся,
уменьшить вероятность их образования, т.е. P1. Это достигается пу-
тем применения консервативных подходов при проектировании
оборудования и трубопроводов, проведением регулярных инспек-
ций при их эксплуатации, устройством системы непрерывного на-
блюдения за их работой, применением технических средств, огра-
ничивающих скорость вращения узлов, исключающих превышение
давления, и пр.

Для снижения вероятности удара в элемент АЭС, важный для
безопасности, т.е. P2, необходимо изучить возможные отказы обо-
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рудования, чтобы определить ожидаемые размеры, массы, скорости
и траектории летящих тел. В результате можно исключить из рас-
смотрения те элементы АЭС, до которых эти тела или не долетят,
или, долетев, будут иметь слишком малую энергию. Этого же мож-
но достигнуть, уточнив возможную зону их выброса. Например,
достаточно определенными являются направления выброса клапан-
ного штока, места падения предметов, ударов при биении разо-
рвавшихся трубопроводов, действия струй. Обломки быстро вра-
щающихся деталей также вылетают под малым углом к плоскости
вращения. На основе такого исследования удается сузить круг рас-
сматриваемых элементов АЭС или принять компоновочные реше-
ния, чтобы убрать эти элементы из зоны возможного поражения.

Дальнейшее снижение вероятности P2 достигается путем уста-
новки специальных устройств, удерживающих или отклоняющих
летящие тела вблизи места их образования. Часто эту роль играют
тяжелые стальные корпуса насосов, статоры моторов и генераторов,
которые могут удержать обломки роторов. На участках возможных
разрывов трубопроводов применяют специальные ограничители,
препятствующие биению. Но при установке таких устройств надо
убедиться, что не произойдет их отказ одновременно с отказом обо-
рудования, сопровождающимся вылетом летящих тел, и что сами
они не будут сорваны с места и не превратятся в летящие тела.

Важнейшим аспектом снижения P2 являются принципы компо-
новки оборудования. Разумеется, она выбирается прежде всего по
технологическим соображениям. Но в тех случаях, когда это воз-
можно, удачное размещение оборудования позволяет понизить или
исключить опасность удара в него. Например, вылет обломков ро-
тора турбины, как правило, происходит в пределах угла в 25° к
плоскости вращения. Поэтому часто ось турбины располагают по
радиусу защитной оболочки реакторного отделения, что исключает
попадание в нее обломков ротора. Подобным образом часто можно
разместить клапаны, насосы, баллоны с газом под высоким давле-
нием, чтобы зоной удара обломков оказалась защитная бетонная
конструкция. Единственным ограничением такого подхода является
обеспечение условий обслуживания и инспекции оборудования.

Самым действенным методом защиты является возведение спе-
циальных барьеров между источником летящих тел и ответствен-
ным оборудованием. Чаще всего используют бетонные или сталь-
ные плиты, но могут применяться и другие устройства (например,
стальные сетки или дефлекторы, изменяющие направление полета).
Методы расчета таких барьеров изложены в гл. 7.

Если невозможно доказать, что вероятности P1 и P2 достаточно
малы, то следующим шагом является снижение до приемлемого
уровня вероятности недопустимых повреждений ответственных
элементов, т.е. P3. Один из основных способов достижения этого –
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физическое разделение дублирующих систем безопасности. Это по
существу также вопрос размещения оборудования, о котором уже
говорилось. Вообще физическое разделение систем на АЭС пред-
принимается для обеспечения их независимой работы и уменьше-
ния вероятности отказов по общим причинам. Летящие тела и яв-
ляются одной из таких причин. При образовании только одного-
двух летящих тел (падении предметов, выбросе деталей клапанов,
биении трубопроводов и т.п.) физическое разделение является эф-
фективным способом защиты. Но когда летящих тел образуется
много (при разрыве сосудов, взрывах, превышении скорости вра-
щения и пр.), требуется внимательный анализ возможности пора-
жения сразу нескольких систем.

Как уже было отмечено, вторичным воздействием удара летя-
щих тел может оказаться изменение параметров среды (влажности,
температуры, давления). Необходимо предусмотреть меры сохране-
ния работоспособности оборудования при таких условиях.

При проектировании систем безопасности обычно стараются
закладывать предпочтительный сценарий протекания их отказов, в
том числе безопасную траекторию разлета обломков.



Глава  16
ПРОЧНОСТЬ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

ПРИ УДАРЕ САМОЛЕТА И ВЗРЫВЕ

В данной главе описаны прочностные расчеты строительных
конструкций АЭС на удар самолета и ВУВ. Расчеты выполнялись
детерминистическими методами. Вероятностный анализ при ударе
самолета будет рассмотрен в гл. 18.

16.1. Предварительные замечания
Удар самолета и ВУВ создают очень большие нагрузки на со-

оружения. В связи с этим необходимо проверять не только проч-
ность отдельных конструкций, но также прочность и устойчивость
здания в целом и его фундаментов.

Рассматриваемые воздействия имеют ярко выраженный дина-
мический характер. Поэтому расчет прочности при создаваемых
ими нагрузках должен производиться либо динамическими метода-
ми, либо на квазистатическую нагрузку, найденную с использова-
нием коэффициента динамичности (см. гл. 4).

Для снижения трудоемкости расчетов предпочтительно прове-
рить прочность всех строительных конструкций здания сразу, по
единой конечно-элементной расчетной схеме. Однако чтобы доста-
точно точно определить внутренние усилия во всех конструкциях
реального сложного сооружения, необходима расчетная схема с
очень большим числом степеней свободы, а значит, значительные
вычислительные возможности.

По этой причине часто здание подразделяют на первичные кон-
струкции и закрепленные на них подконструкции (или основную
систему и подсистемы) и выполняют расчет в две стадии. На первой
используется «грубая» расчетная схема для первичных конструк-
ций, в которой вторичные учтены упрощенно. С ее помощью рас-
считывают вынужденные колебания здания и находят законы дви-
жения его точек (чаще всего – ускорения, или «поэтажные акселе-
рограммы», ПА), по которым вычисляют поэтажные спектры от-
клика (ПС). Затем, используя их в качестве возмущающего воздей-
ствия, выполняют расчет вторичных конструкций. Процедура рас-
чета ПА и ПС описана в гл. 17.

Расчет с применением ПА и ПС ничем в принципе не отличает-
ся от расчета конструкций на сейсмостойкость. Если в качестве ха-
рактеристики возмущения использован ПС, то это предполагает
расчет по линейно-спектральной теории. Методы таких расчетов
подробно описаны в [12] и здесь рассматриваться не будут.

Согласно нормам [50], при проверке прочности строительных
конструкций на удар самолета и ВУВ могут использоваться повы-
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шенные прочностные характеристики материалов в соответствии с
нормами [29] (см. гл. 1).

16.2. Общие положения учета
падения самолета на АЭС

16.2.1. Нагрузки и воздействия при падении самолета
Падение самолета на АЭС создает целый комплекс нагрузок и

воздействий. Прежде всего это механические нагрузки на строи-
тельные конструкции, которые разделяются на два вида: за счет
разрушения фюзеляжа и за счет удара твердого обломка самолета
(чаще всего рассматривают удар турбины двигателя). При опреде-
лении нагрузок первого вида фюзеляж самолета рассматривают как
легко разрушающееся тело. Методам определения таких нагрузок
посвящена гл. 8, где приведены примеры нагрузок для самолетов
нескольких типов (для других типов нагрузки можно найти в [19]).
При ударе твердого обломка расчет прочности выполняют по эмпи-
рическим формулам, приведенным в гл. 7.

Помимо механических нагрузок необходимо учитывать воз-
можность пожара и/или взрыва авиационного топлива, количество
которого может измеряться тоннами.

16.2.2. Задачи и методы защиты АЭС от авиакатастрофы
Чтобы гарантировать безопасность АЭС при падении самолета,

необходимо решить следующие задачи.
1. Обеспечение общей прочности и устойчивости зданий АЭС,

в которые нанесен удар.
2. Обеспечение локальной прочности строительных конструк-

ций при действии нагрузок от самолета и его обломков.
3. Расчет вынужденных колебаний зданий АЭС, вызванных

ударом, и определение динамических нагрузок на техноло-
гическое оборудование и трубопроводы.

4. Обеспечение прочности и работоспособности оборудования
и трубопроводов, важных для безопасности, при действии
этих динамических нагрузок.

5. Предотвращение последствий пожара и/или взрыва авиаци-
онного топлива.

Обеспечение защиты АЭС может привести к ее значительному
удорожанию. Поэтому прежде всего стремятся свести к минимуму
количество элементов, для которых необходимо учитывать данное
воздействие. Это достигается путем такого рассредоточения соору-
жений АЭС на генплане, чтобы при падении самолета они не могли
быть одновременно выведены из строя. Так, согласно рекомендаци-
ям МАГАТЭ [112], если здание, в котором находятся дублирующие
системы безопасности, расположены дальше 40 м друг от друга, то
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на нагрузки от разрушения фюзеляжа самолета, которые особенно
велики, их рассчитывать не надо, а только на удары обломков. Это
же относится к подземным трубопроводам, каналам и другим объ-
ектам, если они разнесены более чем на 15 м. Считается, что
1.5 − 2-метровый слой грунта над ними обеспечивает достаточную
защиту от обломков [112].

Защиту дублирующих систем, расположенных в одном здании,
также можно осуществить путем их физического разделения, но
при этом следует учитывать, что динамические нагрузки при ударе
действуют на них одновременно, и необходимо предотвратить их
отказ по общей причине.

16.2.3. Требования к расчетам на удар самолета
Обеспечение прочности строительных конструкций при ударе

самолета регламентируется нормами [50]. При данном воздействии,
как и при всех иных, требования норм направлены на безусловную
гарантию безопасной остановки реактора и поддержание его в оста-
новленном состоянии, отсутствие выхода радиоактивных продуктов
за установленные пределы. Для этого должно быть предотвращено
сквозное пробивание самолетом или его обломками ограждающих
строительных конструкций, обеспечено отсутствие растрескивания
последних и разлета обломков бетона изнутри (если они представ-
ляют опасность), предотвращение попадания внутрь здания авиаци-
онного топлива, что может повлечь за собой взрыв или пожар.

В настоящее время обычно используют консервативное предпо-
ложение о том, что удар нанесен в наиболее опасное место и под
наиболее неблагоприятным наклоном к строительной конструкции
в пределах возможных углов падения самолета. При этом считается,
что угол падения гражданского самолета составляет от 0 до 10° к
горизонту, а военного – от 0 до 45°. Более аккуратный анализ проч-
ности с учетом вероятности как самого удара самолета в здание, так
и его направления приведен в гл. 18.

Напряженно-деформированное состояние строительных конст-
рукций зависит от характеристик грунтового основания, на котором
возведено здание. Однако они не могут быть определены абсолютно
точно и обычно имеют достаточно большой разброс. При расчете
АЭС  на сейсмическое воздействие, учет которого в проекте обяза-
телен, вариация характеристик основания оказывает существенное
влияние на результат и должна приниматься во внимание. Но при
ударе самолета влияние этой вариации невелико, поэтому можно
принимать средние значения характеристик [112].

В сочетания нагрузок, действующих одновременно с ударом
самолета, достаточно включать только постоянные и длительно
действующие нагрузки: собственный вес, вес оборудования, на-
грузки при нормальных условиях эксплуатации АЭС и т. п.
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Максимальные внутренние усилия в строительных конструкци-
ях достигаются вблизи места удара, а в остальной части здания ма-
лы. В этом состоит отличие данного воздействия от сейсмического,
например, при котором внутренние усилия в различных частях зда-
ния имеют примерно одинаковый порядок величин. Такую особен-
ность распределения внутренних усилий следует иметь в виду при
разработке математических моделей рассчитываемых конструкций.
Они могут быть линейно-упругими, за исключением, возможно, об-
ласти, ближайшей к месту удара.

Напряженно-деформированное состояние конструкции при на-
грузке, создаваемой разрушением фюзеляжа, можно найти квази-
статическим или динамическим методом. Квазистатический расчет
производится с применением коэффициента динамичности, на ко-
торый следует умножить максимальное значение динамической на-
грузки, и полученную эквивалентную нагрузку приложить к конст-
рукции как статическую. Примеры коэффициентов динамичности
при ударах некоторых самолетов приведены в гл. 8. Преимущество
такого расчета состоит в его относительной простоте, а также в том,
что эквивалентную статическую нагрузку проще рассматривать в
сочетании с другими, также статическими нагрузками. Однако этот
метод не учитывает действующие на конструкцию инерционные
силы, которые могут быть значительными. Кроме того, невозможно
учесть тот факт, что вследствие колебаний конструкции большие
усилия могут возникать не только в тех же местах, что и при стати-
ческом действии нагрузки, но и в иных (например, эффект «упругой
отдачи» конструкции, см. разд. 16.3).

Значительно более точным, но и более сложным является дина-
мический расчет при задании нагрузки, зависящей от времени.
Внутренние усилия в конструкции, получаемые в результате такого
расчета, также зависят от времени. Поэтому для проверки ее проч-
ности требуется найти момент времени, когда эти усилия наиболее
неблагоприятны, и по ним подобрать геометрические размеры сече-
ний и армирование. Поскольку в разных точках конструкции эти
моменты времени могут не совпадать, то обычно приходится рас-
сматривать несколько вариантов внутренних усилий. Такой анализ
является достаточно трудоемким, но при ударе самолета его упро-
щает то, что наибольшие внутренние усилия достигаются, как пра-
вило, в «пятне удара» и вблизи него, а с удалением от него быстро
убывают. Это позволяет ограничить область, в которой необходимо
производить анализ усилий.

Нормы [50] допускают при расчетах на удар самолета работу
железобетонных конструкций за пределами упругих деформаций,
не ограничивают ширину раскрытия трещин (при условии отсутст-
вия опасности неконтролируемых протечек радиоактивных жидко-
стей и газов).  Очевидно, что точно определить неупругие  деформа-
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ции можно только посредством нелинейного динамического расче-
та. При использовании квазистатического метода иногда учитывают
неупругие деформации полуэмпирическим методом, вводя пони-
жающие коэффициенты к нагрузке или повышающие – к прочност-
ным характеристикам материалов. Но соответствующие коэффици-
енты сильно зависят от особенностей конструкции, и их следует
использовать с осторожностью.

Для того чтобы произвести динамический расчет конструкции,
особенно с учетом ее неупругой работы, необходимо располагать
достаточно мощной вычислительной техникой и совершенным про-
граммным обеспечением. Для уменьшения требований к вычисли-
тельным средствам иногда «вырезают» из всей конструкции рас-
считываемую часть, по контуру которой задают те или иные гра-
ничные условия (чаще всего заделку или шарнирное опирание). Но
при этом надо иметь в виду, что такой прием вносит неопределен-
ность в результаты расчета, так как они зависят и от размера «выре-
занного» участка, и от принятых условий закрепления его границ.
Для исключения этой неопределенности предпочтительнее все же
выполнять динамический расчет здания или ударяемой конструк-
ции в целом.

16.3. Динамический расчет железобетонной
защитной оболочки на удар самолета

В качестве примера приведем результаты расчетов на удар са-
молета наружной защитной оболочки реакторного корпуса АЭС с
водо-водяным энергетическим реактором ВВЭР-1000, компоновка
которого была изображена ранее (см. рис. 14.2). Предполагается
удар большого коммерческого самолета Boeing 474-400 (законы из-
менения нагрузки на строительную конструкцию и площади пятна
удара – см. рис. 8.29 и 8.30).

Оболочка состоит из цилиндрической части и полусферическо-
го купола (рис. 16.1). Наружный диаметр цилиндрической части ра-
вен 54.4 м, отметка линии ее сопряжения со сферической +40.6, от-
метка верха сферической части +67.4. Толщина оболочки была за-
дана на основе опыта ранее выполненных проектов и составляет в
цилиндрической части 2.2 м, а в купольной − 1.8 м.

Расчеты выполнялись с использованием комплекса вычисли-
тельных программ MSC/PATRAN и MSC/NASTRAN [123−125],
разработанных фирмой The MacNeal−Schwendler Corp. Первая явля-
ется многопрофильной коммерческой программой, с помощью ко-
торой создаются конечно-элементные модели для выполнения раз-
личных видов расчетов. Она также дает возможность интерпрети-
ровать результаты численного анализа. Конечным результатом пре-
процессорной стадии расчета являются исходные файлы для расче-
та по второй программе, т. е. MSC/NASTRAN. Это коммерческая
программа общего назначения, позволяющая вычислять по методу
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Рис. 16.1. Конечно-элементная мо-
дель наружной защитной

оболочки

конечных элементов поля пере-
мещений и напряжений в 1-, 2- и
3-мерных конструкциях. Реша-
ются задачи расчета на статиче-
ские и динамические воздействия
при линейной или нелинейной
работе материалов конструкции.
Результаты расчета по этой про-
грамме обрабатываются пост-
процессором MSC/PATRAN.

Приведем результаты удара
по нормали к цилиндрической
части оболочки. Место приложе-
ния нагрузки показано на
рис. 16.1.

Удар вызывает колебания
оболочки. На рис. 16.2 изобра-
жено движение центра пятна
удара. Закон изменения нагрузки
изображен в левом нижнем углу
рисунка. В течение времени ее
действия  происходит  наложение
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Рис. 16.2. Перемещение центра
«пятна удара»

колебаний оболочки на пе-
ремещение, соответствующее
статическому приложению
силы, а после этого оболочка
совершает свободные коле-
бания. Ее наибольший про-
гиб внутрь достигается в мо-
мент времени t = 0.206 с, а
наибольшее обратное пере-
мещение («упругая отдача»)
– при t = 0.56 с.

Характер движения ос-
тальных точек оболочки виден
на  рис. 16.3 и 16.4,  где  внут-

ренние усилия  совмещены с ее деформированным состоянием.
Рис. 16.3 соответствует моменту времени t = 0.206. Как видно, обо-
лочка в месте удара «промята» внутрь, но «раздалась» в поперечном
направлении. На рис. 16.4 оболочка показана в момент времени
t = 0.56 с, когда она «выпучилась» в месте удара и сжалась в попе-
речном направлении. Такое поведение естественно для любой упру-
гой системы с относительным затуханием меньше критического:
будучи отклонена от положения равновесия в одну сторону, она за-
тем качнется в противоположную.
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Изгибающий момент в кольцевом
направлении, кН⋅м/м

12700

10100

7510

4910

2310

−29.4

−2890

−5940

Изгибающий момент в меридио-
нальном направлении, кН⋅м/м

12100

9050

5970

2880

−2130

−3300

−6390

−9480

Продольная сила в кольцевом
направлении, кН/м

17200

11900

6610

1330

−3950

−9230

−14500

−19800

Продольная сила в меридиональ-
ном направлении, кН/м

12700

8930

5130

1340

−2460

−6260

−10100

−13900

Рис. 16.3. Внутренние усилия в оболочке при наибольшем прогибе внутрь
(t = 0.206 с); знаки продольных сил: сжатие +, растяжение –

Так же как и перемещения, внутренние усилия в конструкции
изменяют свои значения и знаки. Изгибающие моменты в меридио-
нальном и кольцевом направлениях при максимальном прогибе
оболочки внутрь показаны на рис. 16.3. Наибольшие усилия дости-
гаются в центре пятна удара, при этом растяжение и раскрытие
трещин в бетоне происходит у внутренней поверхности оболочки.
Распределение внутренних усилий при максимальной упругой от-
даче изображено на рис. 16.4. Наибольшие усилия достигаются в
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той же точке, но при этом растянута и растрескалась наружная по-
верхность оболочки.
Изгибающий момент в кольцевом

направлении, кН⋅м/м
7390

5090

2800

5080

−1790

−4080

−6370

−8670

Изгибающий момент в меридио-
нальном направлении, кН⋅м/м

8740

6668

4670

2660

6490

−1360

−3370

−5390

Продольная сила в кольцевом
направлении, кН/м

17800

13300

8830

4330

−1580

−4650

−9140

−13600

Продольная сила в меридиональ-
ном направлении, кН/м

10300

7430

4570

1710

−1150

−4010

−6870

−9740

Рис. 16.4. Внутренние усилия в оболочке при наибольшей «упругой
отдаче» (t = 0.56 с); знаки продольных сил: сжатие +, растяжение –

Вследствие попеременного изгиба оболочки в противополож-
ные стороны в ней образуются сквозные трещины. Их наличие
очень важно в связи с проблемой предотвращения проникания в
межоболочечное пространство авиационного топлива (керосина),
где возможно его возгорание и/или взрыв. Процент армирования
оболочки был назначен таким, чтобы напряжения в арматуре не
превзошли предела текучести, т. е. чтобы она оставалась в пределах
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упругих деформаций. Поэтому после окончания действия нагрузки
сквозные трещины будут закрыты за счет упругости арматуры. Тем
не менее в качестве дополнительного барьера против авиационного
топлива предусмотрена стальная облицовка наружной оболочки из-
нутри. Она же служит для предотвращения разлета осколков бетона
вследствие растрескивания внутренней поверхности при ударе.

Оболочка выполнена из бетона класса В45, армирование осуще-
ствляется стержневой арматурой класса AIII. Учитывая кратковре-
менность и высокочастотный характер нагрузки при ударе самоле-
та, при проверке ее прочности в соответствии с нормами [50] ис-
пользовались повышенные прочностные характеристики материа-
лов, приведенные в нормах [29]. Расчет прочности выполнялся для
двух вариантов напряженного состояния: при максимальном проги-
бе оболочки внутрь и при максимальной «упругой отдаче». Проч-
ность проверялась тремя способами: по российским нормам [4], по
Еврокоду [114] и по теории деформирования железобетона с тре-
щинами при сложном напряженном состоянии, разработанной
Н. И. Карпенко [33, 34]. Приведем описание и краткое обсуждение
этих расчетов.

1. Проверка прочности по нормам России. Расчет произведен
по нормам [4], так как работа выполнялась до выхода новых норм
[5, 6], но это не изменяет характер выводов. Согласно нормам [4],
для определения необходимого количества арматуры выполняется
следующий комплекс проверок железобетонной конструкции:

а) расчет на действие изгибающих моментов и продольных сил
для обеспечения прочности по нормальному сечению;

б) расчет по наклонным сечениям на действие поперечной силы
для обеспечения прочности по наклонной трещине, который произ-
водится по наиболее опасному наклонному сечению;

в) расчет на продавливание.
Первые две проверки выполняются на действие внутренних

усилий (изгибающих моментов и продольных сил) независимо в
двух ортогональных плоскостях (для наружной оболочки – в коль-
цевом и меридиональном направлениях). Таким образом, нормы [4]
не учитывают сложное напряженное состояние элементов про-
странственной конструкции.

Необходимое количество арматуры в наиболее нагруженном
элементе (центре пятна удара), полученное по нормам [4], приведе-
но в табл. 16.1. Поскольку удар может быть нанесен в любую точку,
такое же армирование следует принять для всей цилиндрической
части оболочки. Результаты расчета будут обсуждены далее.

2. Проверка прочности по теории Карпенко. Теория, разрабо-
танная Н. И. Карпенко и другими [33, 34], описывает деформирова-
ние железобетона с трещинами с учетом двухосного напряженного
состояния конструкции. Суть метода состоит в том, что по внутрен-
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ним усилиям, действующим в ортогональных плоскостях, находят
площадки главных изгибающих моментов, по которым начинается
трещинообразование. После этого определяется необходимое коли-
чество арматуры с учетом расположения трещин. Результат такого
расчета для защитной оболочки приведен в табл. 16.1. Поперечное
армирование по теории Карпенко не определяется и задано таким
же, как по российским нормам [4].

3. Проверка прочности оболочки по Еврокоду. Методология
проверки прочности железобетонных конструкций, заложенная в
Еврокоде [114], существенно отличается от российских норм [4].
Детальный анализ этих отличий выходит за рамки настоящей книги.
Отметим только, что, как и в методе Карпенко, учитывается двух-
осное напряженное состояние конструкции. Имеются также особен-
ности при проверке прочности на продавливание. Ниже приведен
процент армирования, полученный по этим нормам (см. табл. 16.1).

Таблица  1 6 . 1 .  Количество арматуры в наружной оболочке
по разным методам расчета

Вид арматуры
Продольная, % Поперечная

Поверхность оболочки
Наружная Внутренняя
Направление армирования

Способ проверки
прочности
(документ)

Коль-
цевое

Меридио-
нальное

Коль-
цевое

Меридио-
нальное

Диа-
метр
стер-
жней,
мм

Шаг ус-
тановки,

м

Нормы России 0.8 0.9 0.4 0.4 18 0.25×0.25
Теория Карпенко 1.0 1.0 0.4 0.4 18 0.25×0.25
Еврокод 1.3 1.3 0.8 0.9 16 0.25×0.38

4. Обсуждение результатов динамического расчета прочно-
сти оболочки. Расчеты показали, что хотя оболочка при ударе про-
гибается внутрь, требуемое количество арматуры у внутренней по-
верхности оказалось меньше, чем у наружной. Этот кажущийся па-
радоксальным результат имеет следующее объяснение.

Внутреннее продольное армирование оболочки подбирается по
усилиям при ее максимальном прогибе внутрь, а наружное – при
наибольшей «упругой отдаче». Но в первом случае вследствие кри-
визны оболочки продольные силы, действующие на наиболее на-
груженный элемент, являются сжимающими как в меридиональном,
так и в кольцевом направлениях (см. рис. 16.3). При упругой же от-
даче (см. рис. 16.4) эти силы − растягивающие. Следовательно, в
первом случае сечение находится в условиях внецентренного сжа-
тия, а во втором – внецентренного растяжения, что гораздо хуже.

Таким образом, разница в армировании у наружной и внутрен-
ней сторон оболочки объясняется наличием сжимающих сил вслед-
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ствие ее кривизны. Если удар нанесен в ее цилиндрическую часть,
то сжимающие силы в кольцевом направлении больше, чем в мери-
диональном. Если же удар нанесен в полусферический купол (дос-
таточно далеко от границы цилиндра), то эти силы практически
одинаковы. Поэтому, как показывают расчеты (они здесь не приве-
дены), купол обычно может быть тоньше, чем цилиндрическая
часть, что и осуществлено в рассматриваемой оболочке. Напротив,
при ударе в плоскую конструкцию сжатие отсутствует.

Величина упругой отдачи, от которой зависит требуемое коли-
чество продольной арматуры у наружной поверхности оболочки, в
свою очередь зависит от закона изменения нагрузки, создаваемой
ударом самолета, и от соотношения ее длительности и основного
периода колебаний конструкции. Поэтому при ударах различных
самолетов и даже одного и того же самолета, но в разные точки
конструкции величина упругой отдачи будет неодинаковой.

Расчеты показали, что количество продольной арматуры, необ-
ходимое для обеспечения прочности при ударе самолета, достаточ-
но велико. При этом по нормам России и теории Карпенко армиро-
вание получается примерно одинаковым. Согласно же Еврокоду,
количество арматуры больше − от 30 до 200 % и более, т.е. евро-
пейские нормы более консервативны, чем российские.

Если при рассмотренном выше ударе самолета Boeing 474-400
необходима толщина цилиндрической части оболочки 2.2 м, то при
ударах самолетов других типов она может быть меньше. Так, для
защиты от удара истребителя-бомбардировщика Phantom (см.
разд. 8.3.3) достаточно толщины примерно 1.7 м [112], а при ударах
легких самолетов Lear Jet и Cessna (см. разд. 8.3.2) – 0.8 м.

5. Прочность оболочки при ударе двигателя самолета. Про-
верена прочность той же самой наружной защитной оболочки при
ударе двигателя самолета Boeing 474-400. Его масса составляет
M = 4300 кг, диаметр d = 0.91 м, скорость удара v = 150 м/с. Пред-
полагается, что удар нанесен в цилиндрическую часть оболочки
толщиной 2.2 м. Цилиндрическая прочность бетона fc = 26.9 МПа,
плотность ρ = 2350 кг/м3. 

Определена локальная прочность оболочки на пробивание. Дви-
гатель считался абсолютно твердым телом, и проверка производи-
лась по эмпирическим формулам Bechtel Corp. и CEA−EDF, рас-
смотренным в гл. 7. Для краткости расчет здесь не приводится, а
даны только его результаты.

Согласно формулам CEA−EDF, толщина оболочки достаточна
для предотвращения пробивания. По формуле Bechtel Corp. оболоч-
ка также не будет пробита, но произойдет ее растрескивание изнут-
ри с возможным разлетом осколков бетона. Для его предотвраще-
ния требуется толщина оболочки 2.6 м. Однако необходимо отме-
тить, что это значение нельзя считать вполне достоверным, так как
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параметры летящего тела и преграды не соответствуют условиям
экспериментов, на основе которых была получена формула. По этой
причине для предотвращения разлета осколков бетона, которые
могли бы привести к повреждению герметичной внутренней обо-
лочки, предусмотрена облицовка наружной защитной оболочки.
Эта облицовка также препятствует прониканию авиационного топ-
лива в межоболочечное пространство.

6. Прочность оболочки при взрыве авиационного топлива.
Расчет прочности оболочки выполнялся на взрыв 75  000 кг топлива,
которые несет самолет Boeing 474-400. Предполагалось, что этим
топливом является авиакеросин марки ТС-1.

Прежде всего необходимо отметить, что среди специалистов
нет единого мнения относительно самой возможности взрыва авиа-
керосина. Некоторые считают, что может происходить только его
горение, а взрыв невозможен, так как для его реализации необходи-
мо образование взрывной газовоздушной или капельно-воздушной
смеси с достаточно равномерным распределением капель. При
больших количествах топлива это является сложной технической
задачей, даже если используются специальные средства распыле-
ния, применяемые для проведения объемных взрывов. По этой при-
чине авиакеросин, имеющий прочные связи между атомами в моле-
кулах, для объемных взрывов не применяют.

По мнению других специалистов, помимо горения все-таки
возможен взрыв авиакеросина, который будет иметь дефлаграцион-
ный характер (см. гл. 9). Но для этого необходимо образование па-
ровоздушной смеси, на что уйдет от 0.5 с до 40 мин. Учитывая, что
продолжительность действия ударной нагрузки не превосходит
0.4 с, можно сделать вывод, что удар самолета и взрыв не совпада-
ют по времени, т.е. прочность оболочки на эти два воздействия
можно проверять независимо.

Метод расчета нагрузки, создаваемой дефлаграционным взры-
вом, описан в разд. 9.3. Его отличительной особенностью является
то, что максимальное давление ∆pmax в облаке взрыва зависит толь-
ко от скорости горения взрывающегося вещества, но не от его ко-
личества. От последнего же зависит размер облака и длительность
действия нагрузки. Кроме того, при дефлаграционном взрыве время
нарастания давления до максимума обычно велико по сравнению с
основным периодом колебаний конструкции, и поэтому нагрузку
можно рассматривать как статическую (см. гл. 9).

Параметры взрыва авиакеросина ТС-1 были определены в
разд. 9.3.2. Максимальное избыточное давление в облаке взрыва со-
ставляет ∆pmax = 0.35⋅105 Па, а его радиус при взрыве 75 000 кг ке-
росина R = 50.4 м. Таким образом, облако взрыва накрывает всю
защитную оболочку. Поэтому при проверке ее прочности счита-
лось, что к половине ее поверхности статически приложено нор-
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мальное давление ∆pmax. Полученные внутренние усилия показаны
на рис. 16.5. Они существенно меньше, чем усилия от разрушения
фюзеляжа, т.е. прочность оболочки достаточна.
Изгибающий момент в кольцевом

направлении, кН⋅м/м
1030

617

20

−217

−634

−1050

−1470

−1880

Изгибающий момент в меридио-
нальном направлении, кН⋅м/м

406

248

90.6

−67.1

−225

−382

−540

−698

Продольная сила в кольцевом
направлении, кН/м

2760

2030

1290

560

−172

−905

−1640

−2730

Продольная сила в меридиональ-
ном направлении, кН/м

1420

911

401

−109

−619

−1130

−1640

−2150

Рис. 16.5. Внутренние усилия в оболочке при взрыве авиационного топ-
лива; знаки продольных сил: сжатие +, растяжение –

Самолеты других типов несут меньше топлива, чем Boeing 474-
400. Например, в разд. 5.2 был выполнен расчет нагрузки при взры-
ве 10 000 кг авиакеросина, которые несет истребитель-бомбардиров-
щик Phantom. Давление при взрыве будет таким же, как выше, а ра-
диус облака взрыва составит R = 28.3 м.
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16.4. Учет неупругих деформаций конструкций
при ударе самолета

Согласно нормам [50], при ударе самолета допускается появле-
ние в строительных конструкциях неупругих деформаций, если это
не приводит к утечкам радиоактивных веществ. Такой подход по-
зволяет снизить материалоемкость конструкций.

Кроме этого, в настоящее время работает много АЭС, которые
проектировались либо вообще без учета удара самолета, либо, в
связи с ужесточением требований к безопасности, надо учесть бо-
лее тяжелый удар. В этом случае необходимо мобилизовать все ре-
сурсы прочности конструкций, включая их неупругие деформации.

В принципе сегодня имеются вычислительные программы, по-
зволяющие произвести расчет железобетонной конструкции за пре-
делами упругих деформаций. Но, не говоря уже о сложности такого
анализа, на практике при его выполнении возникают проблемы с
заданием характеристик материалов и критериев отказа конструк-
ций. Это вопрос обсуждался в разд. 5.1.

Более просто и ближе к требованиям строительных норм можно
выполнить неупругий расчет с использованием расчетных схем с
шарнирами пластичности, рассмотренных в гл. 5. В этом случае
анализ распадается на два этапа: сначала обычный линейный ко-
нечно-элементный динамический расчет; затем, после достижения
внутренними усилиями в конструкции предельных величин, опре-
деление неупругих перемещений по схеме с шарнирами пластично-
сти. Критерий отказа конструкции – превышение допускаемой ве-
личины неупругих перемещений, указанной в гл. 1.

Посредством неупругого расчета можно также выполнить ана-
лиз последовательного пробивания самолетом нескольких строи-
тельных конструкций. Такая проблема актуальна в том случае, ко-
гда помещения, содержащие радиоактивные среды, находятся внут-
ри неответственного здания, т.е. защищены снаружи строительны-
ми конструкциями, которые могут быть разрушены самолетом.

Пример такого здания показан на рис. 16.6. Предполагается
удар самолета Lear Jet-23, характеристики которого приведены в
разд. 8.2.3. Внутренние помещения, где находятся радиоактивные
материалы, на рисунке затенены. По условиям защиты от радиаци-
онного излучения ограждающие их («ответственные») стены и пе-
рекрытия имеют толщину 600 мм и должны оставаться в пределах
упругости. Снаружи они защищены неответственными строитель-
ными конструкциями, которые могут быть разрушены самолетом.
Например, при ударе самолета со стороны ряда И одна из ответст-
венных стен, а именно стена № 3 защищена двумя неответственны-
ми стенами толщиной по 300 мм – №1 и 2 (см. рис. 16.6). Материал
всех стен – бетон В25, армирование стен симметричное.
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ИЖЕДГВА

№ 1
№ 2
№ 3

Б

Рис. 16.6. Расположение помещений, содержащих радиоактивные вещества
(контур выделен серым цветом), внутри неответственного здания

Обеспечить безопасность ответственной стены № 3 можно раз-
личными способами.

Способ 1 – спроектировать стену № 1 таким образом, чтобы са-
молет не пробил ее. Для этого придется увеличить ее толщину до
600 мм. Здесь возможны два варианта:

а) стена № 1 при ударе сохраняет упругость. В этом случае ее
расчет можно выполнить динамическим методом на нагрузку, пока-
занную ранее (см. рис. 8.11,а), или квазистатическим с использова-
нием коэффициента динамичности (см. рис. 8.11,б). Методы выпол-
нения первого расчета рассмотрены в гл. 2, а второго – в гл. 4. Тре-
буемое количество арматуры показано в табл. 16.2;

б) в соответствии с нормами [50] в стене № 1 допускаются не-
упругие деформации. Неупругий расчет можно выполнить, задав
нагрузку, показанную ранее (см. рис. 8.11,а). В этом случае армиро-
вание стены, требуемое для сохранения прочности, почти в три раза
меньше, чем при сохранении упругости (см. табл. 16.2).

Способ 2 – допустить последовательное пробивание самолетом
стен № 1 и 2, за счет чего погасить его энергию настолько, чтобы
стена № 3 при ударе осталась упругой. В этом случае толщины стен
увеличивать не требуется. Одновременное разрушение самолета и
движения стены рассчитывается по уравнениям (8.79)−(8.80). При
ударе самолета в стену № 1 его скорость равна 100 м/с, а после ее
пробивания падает до 73 м/с; при этом разрушаются передние 4.15 м
фюзеляжа. После пробивания стены № 2 скорость уменьшается до
41.5 м/с, и разрушены 4.22 м фюзеляжа. При ударе в стену № 3 раз-
рушится еще 3.30 м фюзеляжа;  деформация арматуры в стене  оста-
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нется в пределах упругости. При использовании этого способа за-
щиты (см. табл. 16.2) толщины стен увеличивать не надо, а суммар-
ное количество арматуры в них меньше, чем необходимо было бы
поставить в стену № 1 при сохранении ею упругости.

Таблица  1 6 . 2 .  Способы защиты ответственных стен

Способ      
защиты

Толщина стены,
мм

Стадия
работы

Армирование,
см2/м

Упругая 55За счет стены
№ 1 600

Неупругая 19
300 Стена № 1 пробита 15.7
300 Стена № 2 пробита 15.7

За счет про-
бивания стен
№ 1 и № 2 600 Стена № 3 упругая 15.7

16.5. Прочность строительных конструкций при взрыве
Нагрузки на здание при взрывах были рассмотрены в гл. 9. При

детонационном взрыве происходит обтекание здания ВУВ, в про-
цессе которого на его наружные поверхности действует зависящее
от времени давление. Законы его изменения на фронтальной, боко-
вых, тыльной стенах и на кровле приведены в разд. 9.2.3. Прочность
строительных конструкций можно проверить, задав воздействие та-
кой нагрузкой и произведя  динамический расчет по МКЭ.

а)

б)

Рис. 16.7. Формы колебаний балок
при взрыве:

а – однопролетной; б – двух-
пролетной

Другой способ – заменить ди-
намическую нагрузку эквива-
лентной статической, равной
произведению максимального
значения динамической нагрузки
и коэффициента динамичности kд.
При расчетах этим способом кон-
струкция должна быть представ-
лена в виде  эквивалентной сис-
темы с одной степенью свободы,
от  собственной  частоты  которой

зависит коэффициент динамичности. Процедура определения пара-
метров эквивалентной системы, а также значения kд при различных
законах изменения давления приведены в гл. 4.

Иногда в качестве эквивалентной частоты принимают собст-
венную частоту конструкции, соответствующую моде, конфигура-
ция которой близка к перемещениям конструкции при действии
статического давления. Например, для однопролетной балки (рис.
16.7,а) – это первая собственная частота, а для двухпролетной (рис.
16.7,б) – третья.

Обычно раздельно проверяют прочность всего здания (скажем,
устойчивость железобетонного или металлического каркаса) и его
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отдельных конструктивных элементов (например, стеновых или
кровельных панелей).

При проверке прочности всего здания необходимо учитывать,
что при его обтекании ВУВ давление на разных поверхностях
(фронтальной, боковых, тыльной стенах и на кровле) приложено не
одновременно, законы изменения давления на них различны, и оно
действует в разных направлениях (см. гл. 9). Поэтому эти нагрузки
могут в принципе уравновешивать друг друга, но это зависит от со-
отношения размеров здания, длительности фазы сжатия ВУВ и ско-
рости ее фронта. Поскольку эта скорость больше звуковой, в доку-
менте МАГАТЭ [112] рекомендуется при длине здания от 50 до
75 м (в направлении, параллельном движению фронта) приклады-
вать давление ВУВ ко всем наружным поверхностям одновременно.
Для зданий большего размера следует учитывать сдвиг нагрузок по
времени более точно. Отметим, что в [112] эта рекомендация сдела-
на применительно к ВУВ с продолжительностью фазы сжатия, со-
ставляющей десятые доли секунды. Она тем более справедлива при
использовании нагрузки из норм России [50], где продолжитель-
ность фазы сжатия составляет 1 с, а также при расчетах на давление
при дефлаграционном взрыве, продолжительность которого также
измеряется секундами (гл. 9).

Для определения эквивалентной статической нагрузки на все
здание нужно вычислить ее равнодействующую (см. пример 2 в
разд. 9.2.3), а затем умножить ее максимальное значение на коэф-
фициент динамичности. Эквивалентную частоту можно определить
так, как описано в начале данного раздела.

В отличие от этого при проверке прочности отдельных конст-
рукций давление действует с одной стороны и прикладывается во
всех их точках одновременно. Коэффициент динамичности опреде-
ляют для каждого элемента отдельно.

При анализе прочности строительных конструкций на действие
взрыва следует использовать повышенные прочностные характери-
стики материалов, как описано в гл. 1. Кроме того, необходимо за-
давать критерий отказа конструкций исходя из требований к вы-
полнению ими проектных требований. Существенный выигрыш
может дать учет перемещений конструкции за пределами упруго-
сти, если они в ней могут реально развиваться и допустимы по ус-
ловиям эксплуатации. Такие расчеты железобетонных и металличе-
ских конструкций описаны в гл. 5.



Глава  17
КОЛЕБАНИЯ ЗДАНИЙ

И НАГРУЗКИ НА ВТОРИЧНЫЕ СИСТЕМЫ
ПРИ УДАРЕ САМОЛЕТА И ВЗРЫВЕ

Удар самолета и воздушная ударная волна (ВУВ) вызывают ин-
тенсивные колебания зданий АЭС и, вследствие этого, динамиче-
ские нагрузки на расположенные в них трубопроводы и технологи-
ческое оборудование. Они играют роль вторичных систем (или под-
систем, подконструкций), закрепленных на первичной системе (или
основной конструкции), в качестве которой выступает здание. Для
определения этих динамических нагрузок требуется рассчитать вы-
нужденные колебания здания. Таким же образом можно проверить
прочность тех строительных конструкций самого здания, которые
можно рассматривать как вторичные системы, закрепленные на ос-
новной.

Глава посвящена методам расчетов вынужденных колебаний
зданий при ударе самолета и ВУВ и определению нагрузок на вто-
ричные системы.

17.1. Предварительные замечания
Рассматриваемые методы расчета вторичных систем использу-

ются для расчета как технологического оборудования и трубопро-
водов (далее для краткости все они именуются «оборудованием»),
так и строительных конструкций. При действии экстремальных на-
грузок они должны сохранять работоспособность. Далее под этим
термином будем понимать выполнение предъявляемых к ним про-
ектных требований (прочности, плотности, величины перемещений,
функционирования в течение действия динамических нагрузок или
после их окончания и пр.). Для каждого вида оборудования или
строительной конструкции эти требования устанавливаются исходя
из их роли в обеспечении безопасности АЭС.

Первоначально проблема расчета вторичных систем возникла в
связи с обеспечением безопасности АЭС при сейсмическом воздей-
ствии, применительно к которому были разработаны способы зада-
ния динамических нагрузок и проверки работоспособности. Анало-
гичным образом решают эту проблему и при ударе самолета и ВУВ,
хотя характер этих воздействий и создаваемых ими нагрузок не-
сколько отличается от землетрясения.

Основное внимание уделим не самой проверке работоспособно-
сти вторичных систем (для этого применяются методы строитель-
ной механики, изложение которых не входит в задачи книги), а оп-
ределению динамических нагрузок на них и связанным с этим рас-
четам колебаний зданий.
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17.2. Поэтажные спектры отклика
Вынужденные колебания вторичной системы происходят под

действием переносного движения точек ее закрепления на первич-
ной, т.е. при кинематическом возмущении. Расчетная проверка ра-
ботоспособности сегодня чаще всего производится квазистатиче-
ским методом, именуемым «линейно-спектральной теорией» (ЛСТ),
который описан в разд. 4.3. Этот метод предполагает задание воз-
действия с помощью спектров отклика, смысл и свойства которых
были рассмотрены в разд. 4.3.

При расчете вторичных систем используются поэтажные
спектры отклика* (ПС), задающие динамическое воздействие на
отметках здания (первичной системы). Рассмотрим вопросы, свя-
занные с их расчетом.

17.2.1. Процедура расчета поэтажных спектров отклика
Процедура расчета ПС (для определенности – при ударе само-

лета) схематически изображена на рис. 17.1.

ПА

t

Вынужденные колебания
осциллятора

t

ПС

f

Рис. 17.1. Последовательность расчета ПС

Сначала рассчитывают закон вынужденных колебаний требуе-
мой точки или отметки здания (чаще всего поэтажную акселеро-
грамму – ПА, т.е. абсолютные ускорения). Затем, используя этот
закон колебаний в качестве возмущающего воздействия, рассчи-
тывают вынужденные колебания линейных неконсервативных ос-
цилляторов с различными собственными частотами f и значениями
затухания ξ. Наконец, по ним строят ПС. Для этого наносят на гра-
фик значения максимального по модулю отклика осциллятора – от-
                                                          

* В зарубежной литературе они именуются Floor Response Spectra или In-
structure Response Spectra, т.е. спектры отклика внутри зданий.
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носительного перемещения, скорости или абсолютного ускорения,
соответствующие каждой комбинации значений частоты f и затуха-
ния ξ.

17.2.2. Моделирование зданий
для расчета поэтажных спектров отклика

Особенности используемых расчетных моделей. Моделиро-
вание сооружений для расчета ПС при сейсмическом воздействии
подробно описано в [12]. Однако при расчетах ПС при ударе само-
лета и ВУВ имеются некоторые особенности, связанные прежде
всего с более высокочастотным характером этих нагрузок.

Если при землетрясении весь диапазон частот воздействия ог-
раничен 30−33 Гц, а преобладающие частоты – 10−15 Гц, то в час-
тотном составе нагрузок при ударе самолета и ВУВ существенную
роль могут играть частоты порядка 100−200 Гц и более. Поэтому,
для того чтобы отразить влияние высоких частот без искажений,
необходимо использовать значительно более подробные, чем при
землетрясении, модели сооружений. При задании числа их степеней
свободы обычно считают, что количество достоверно определенных
собственных частот и мод равно примерно половине этого числа.

Необходимо отметить, что такой высокочастотный характер
возмущения может объясняться не только реальной природой самих
воздействий, но и неудачным способом задания нагрузок, т.е. яв-
ляться всего лишь математическим артефактом. Удаление этих не-
реальных частот может позволить снизить требования к детальности
математической модели здания. Это будет рассмотрено в следую-
щих разделах.

В настоящее время практические расчеты сооружений, как пра-
вило, выполняют с помощью конечно-элементных вычислительных
комплексов. При этом одним из самых трудоемких этапов работы
является разработка конечно-элементной модели. По этой причине
желательно использовать одну и ту же модель и для расчетов проч-
ности, и для динамических расчетов, в том числе ПС. Современные
программные комплексы и вычислительная техника позволяют дос-
тичь этого.

На рис. 17.2 в качестве примера изображена конечно-элемент-
ная модель реакторного отделения АЭС (часть ее удалена, чтобы
показать внутренние конструкции здания). Ее характеристики: чис-
ло степеней свободы 187 260; количество узлов 31 210; число ко-
нечных элементов 59 917. Расчеты выполнялись с помощью вычис-
лительного комплекса MSC/PATRAN−NASTRAN [123−125].

Вблизи места удара самолета строительные конструкции могут
деформироваться упруго, но в остальной части здания усилия в них
малы. Поэтому для расчета вынужденных колебаний здания, как
правило, используются линейно-упругие модели. При этом массы
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оборудования, жидкости в бассейнах и баках обычно рассматрива-
ют как абсолютно твердые  тела;  учитывают реальные,  а не расчет-
ные (с коэффициентами
перегрузки) величины
временных нагрузок [112].

Интегрирование сис-
темы дифференциальных
уравнений, описывающих
колебания здания, может
выполняться как пошаго-
вым методом, так и мето-
дом модальной суперпо-
зиции (см. гл. 2). При ис-
пользовании последнего
способа очень трудоемкой
частью работы является
вычисление высоких соб-
ственных частот и соот-
ветствующих им мод. Но
зато потом с их использо-
ванием можно достаточно
легко определить ПС при
различных вариантах на-
грузки, местах удара са-
молета и пр.

Z
Y

X

+8.10

+14.55

+26.10

Рис. 17.2. Конечно-элементная  модель
здания реактора

Учет влияния грунтового основания. Интенсивность вынуж-
денных колебаний конструкций здания, вызванных ударом самоле-
та или ВУВ, сильно зависит от податливости основания. Если, на-
пример, произойдет удар самолета в реакторное отделение АЭС, у
которого наружная оболочка соединена с внутренними конструк-
циями только на уровне фундаментной плиты (см. рис. 17.2), то,
очевидно, что при очень жестком основании колебания на внутрен-
ние конструкции почти не передадутся, а при мягком − будут зна-
чительно интенсивнее. Способы учета влияния основания при
сейсмических расчетах сооружений описаны в [12]. Приведем неко-
торые важнейшие положения.

Динамические характеристики грунтов, от которых зависит
влияние основания, − это плотность грунта ρ, кг/м3; динамический
модуль упругости E, Па, и связанный с ним модуль сдвига G, Па;
коэффициент Пуассона ν. Они определяются через скорости рас-
пространения волн – продольных Vp и поперечных Vs, м/с:

1
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2
2

−
−

=
δ
δρ sVE ;

)( 12
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Рис. 17.3. Жесткости и демпферы,
моделирующие влияние основания

Модуль сдвига
2

sVG ρ= . (17.2)
Модули упругости и сдвига и

коэффициент Пуассона связаны
соотношением

)1(2 ν+
=

EG .   (17.3)

Степень влияния основания
на динамическую реакцию со-
оружения зависит от соотноше-
ния их жесткостей. Для гибких
зданий (например, каркасных)
это влияние относительно мало,
и для них часто можно использо-
вать модель недеформируемого
основания. Однако на действие
ВУВ и удар самолета обычно
рассчитывают очень жесткие и
массивные здания АЭС, для ко-
торых влияние основания суще-
ственно.

При сейсмических расчетах считается, что для зданий любого
типа основание можно считать недеформируемым, если скорость
распространения в нем поперечных волн, определенная с учетом
пригрузки от веса здания, Vs ≥ 1100 м/с [102]. Это, очевидно, спра-
ведливо и при других воздействиях.

Основание чаще всего включают в расчетную модель посредст-
вом эквивалентных динамических параметров*. Они представляют
собой совокупность шести присоединенных к фундаментной плите
эквивалентных пружин, отражающих сопротивление основания по-
ступательным перемещениям по трем осям и поворотам относи-
тельно них, и соответствующих шести демпферов (рис. 17.3). Их
характеристики находят из решения задачи о колебаниях штампа на
упругом однородном полупространстве или на слоистом основании,
подстилаемом скалой.

В табл. 17.1 и 17.2 приведены часто применяемые в  мировой
проектной  практике формулы для вычисления эквивалентных жест-
сткостей и коэффициентов затухания для оснований под круглыми и
прямоугольными в плане фундаментами [102]. Эти формулы приме-
няют и для фундаментных плит более сложных очертаний, сводя их
к эквивалентным круглым или прямоугольным. Их размеры опреде-
                                                          

* За рубежом их именуют impedance functions − импедансные функции.
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ляют исходя из равенства с исходной плитой площади их подошвы
(при вычислении линейных жесткостей) или момента инерции пло-
щади относительно соответствующей оси (для угловых жесткостей).

Т а б л и ц а  1 7 . 1 . Эквивалентные характеристики жесткостей
и рассеяния энергии в основании круглого в плане сооружения [102]
Направление
колебаний

Эквивалентные
жесткости

Эквивалентные 
затухания

Горизонтальное ( )
ν
ν
87

132
−
−

=
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G
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=
1
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G
RKb zz
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=
13
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B

b ρ
ϕ

ϕ
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300. , Н⋅м⋅с
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16 GRK =ψ , Н⋅м ψψ
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R
IB m

ρ
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ϕ
−

=  ,5

2
R
I

B m

ρ
ψ

ψ =  где R − радиус фундамен-

та, м; I0m− момент инерции сооружения относительно горизонтальной
оси, проходящей через центр основания, кг⋅м2; Iψm − полярный момент
инерции сооружения относительно вертикальной оси симметрии, кг⋅м2.

Т а б л и ц а  1 7 . 2 .  Эквивалентные характеристики жесткостей
и рассеяния энергии в основании прямоугольного сооружения [102]
Направление
колебаний

Эквивалентные
жесткости

Эквивалентные
затухания

Горизонтальное ( ) BLGK xx βν+= 12 , Н/м

Вертикальное BLGK zz β
ν−

=
1

, Н/м

Как для круглого фун-
дамента радиусом

πBLR =

Качание в вер-
тикальной плос-
кости

2

1
BLGK ϕϕ β

ν−
= , Н⋅м

То же – радиусом
4 3 3 )( πBLR =

Поворот в гори-
зонтальной
плоскости

Как для круглого фундамента радиусом
4 22 6 )()( πLBBLR +=

Обозначения: B − ширина фундамента в направлении, перпендику-
лярном направлению горизонтального возмущения, м; L − длина фунда-
мента в направлении, параллельном горизонтальному возмущению, м;
βx, βz, βϕ − коэффициенты, зависящие от отношения B/L (рис. 17.4).

Жесткости, близкие к вычисленным по формулам из табл. 17.1 и
17.2, получаются из решения статической задачи о штампе на упру-
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гом основании [74]. Для естественных (скальных и нескальных) ос-
нований коэффициенты жесткости часто представляют в виде

Kx = CxA; Kz = CzA; Kϕ = CϕI0; Kψ = CψIψ, (17.4)

а)
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Рис. 17.4. Коэффициенты для определе-
ния жесткости основания:

а – по формулам табл. 17.1; б − по формулам
(17.4) − (17.5) (сплошная линия − жесткий

штамп, пунктир − гибкий штамп)

где Kx − линейная жест-
кость, Н/м, при горизон-
тальных поступательных
перемещениях здания (уп-
ругом равномерном сдви-
ге); Kz − то же, Н/м, при
вертикальных поступа-
тельных перемещениях
(упругом равномерном
сжатии); Kϕ − угловая же-
сткость, Н⋅м, при качании в
вертикальной плоскости
(упругом неравномерном
сжатии); Kψ − то же, Нм,
при повороте в горизон-
тальной плоскости (упру-
гом неравномерном сдви-
ге); A − площадь фунда-
ментной плиты, м2; I0 −
момент инерции площади
фундамента относительно
горизонтальной оси кача-
ния, м4; Iψ − полярный мо-
мент инерции площади
фундамента относительно
вертикальной оси, м4; Cx,
Cz, Cϕ и Cψ − коэффициен-
ты, зависящие от вида
грунта и размеров основа-
ния, Н/м3.

Для однородного осно-
вания коэффициенты Cx, Cz,

Cϕ и Cψ вычисляют по следующим формулам [24, 26, 74]:
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где κx, κz и κϕ − коэффициенты, приведенные на рис. 17.4, а (коэф-
фициенты κz и κϕ даны для двух случаев: когда фундаментная плита
рассматривается как жесткий и как гибкий штамп на упругом полу-
пространстве).
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При поступательных перемещениях значения жесткостей, полу-
чаемые по формулам табл. 17.2, 17.3 и (17.4)−(17.5), достаточно
близки, но при угловых − различие больше. Так, жесткость при ка-
чании прямоугольного фундамента в вертикальной плоскости по
формулам (17.4)−(17.5) примерно равна жесткости по табл. 17.2,
умноженной на LB / . Таким образом, при B/L = 1 они совпадают,
но чем более удлиненным является фундамент, тем разница между
ними больше.

При мягких грунтах формулы (17.5) занижают жесткость осно-
вания [74]. Поэтому для таких грунтов предложены полуэмпириче-
ские формулы, вариант которых содержится в нормах [92]. Соглас-
но ему, жесткости основания рассчитываются по формулам (17.4), в
которых коэффициенты

,;;.; zzzxz CCCCCC
A

AEbC ===







+= ψϕ 2701 10

д0 (17.6)

где b0 − коэффициент, м−1 (для песчаных грунтов b0 = 1.0; для супе-
сей и суглинков b0 = 1.2; для глин и крупнообломочных грунтов
b0 = 1.5); Eд − модуль деформации грунта под подошвой фундамен-
та, Па; A – площадь подошвы фундамента, м2 (если A > 200 м2, то
при вычислении Cz следует принимать A = 200 м2); A10 − площадь
эталонного штампа при испытаниях грунта, A10 = 10 м2.

Приведенные выше формулы дают значения суммарных жест-
костей основания, и в динамической расчетной схеме здания полу-
ченные «пружины» присоединяют в одной точке − центре тяжести
фундамента. Такое представление оправдано, если пренебрегают
податливостью фундаментной плиты. В противном случае, напри-
мер, при конечно-элементной схематизации здания, следует учесть
распределение жесткостей по подошве плиты. Для Kx и Kz это наи-
более просто сделать, приняв для них равномерное распределение.
Тогда суммарная жесткость (например, Kz) раскладывается на сум-
му элементарных жесткостей kzi, пропорциональных площадям, от-
несенным к точкам подошвы (узлам конечно-элементной сетки), в
которых они присоединены. Можно принять более правдоподобное
допущение о распределении жесткостей, например, считать его
«седловидным». Обсуждение этого вопроса можно найти в [12].

Но если линейные жесткости распределены по подошве фунда-
мента, то они оказывают сопротивление и повороту здания. Если,
например, жесткость kzi присоединена в точке на расстоянии ri от
оси поворота (качания), то при повороте она создает угловую жест-
кость 2

izi rk . Для учета этого обстоятельства представим kzi в форме,
аналогичной (17.4), а именно: kzi=Czai, где ai − площадь, отнесенная
к i-й точке подошвы фундамента. Сумма этих угловых жесткостей
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где I0 – момент инерции площади подошвы относительно оси пово-
рота, м4.

Эта угловая жесткость меньше суммарной жесткости Kϕ, и по-
этому к плите необходимо присоединить угловую жесткость Kϕ,к ,
компенсирующую эту разность:

( ) 0к ICCKKK z−=′−= ϕϕϕϕ , . (17.8)
Если обозначить

ϕϕ CCz=∆ , (17.9)
то компенсирующая угловая жесткость

ϕϕϕ KK ∆=к, . (17.10)
Ее распределение по плите можно принять равномерным. При ис-
пользовании формул из табл. 17.1 ∆ϕ = 0.375, а формул (17.6) −
∆ϕ = 0.5.

Аналогично можно получить выражение для компенсирующей
угловой жесткости при повороте в горизонтальной плоскости:

ψψψ KK ∆=к, , (17.11)

где для формул из табл. 17.1 ( )
ν
ν

ψ 87
13
−
−

=∆ , а при использовании

формул (17.6) − ∆ψ = 1.
Здания АЭС часто бывают более или менее заглублены в грунт.

Жесткость боковой засыпки следует добавить к жесткости основа-
ния по подошве фундамента. Ее значение можно вычислить, на-
пример, методом конечных элементов или приближенно (учитывая,
что перемещения происходят по нормали к поверхности контакта со
стеной, воспользоваться формулой для Kz). Однако уже при первых
поперечных перемещениях здания засыпка может частично «об-
мяться», и неясно, какая же часть засыпки в итоге будет оказывать
упругое сопротивление. Поэтому, например, в практике проектиро-
вания АЭС в США исключают из рассмотрения верхние 6 м засып-
ки. Правда, если на поверхности основания рядом с рассматривае-
мым зданием располагается другое массивное сооружение, при-
грузка от которого эквивалентна давлению 6-метрового слоя грунта,
то засыпка учитывается на всю глубину. Кроме того, согласно аме-
риканской практике, если отношение заглубления к эквивалентному
радиусу фундаментной плиты не превышает 0.3, то заглубление
вообще не принимают во внимание. При этом в качестве расчетных
должны приниматься характеристики грунта под подошвой фунда-
ментной плиты [102].
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При сейсмическом воздействии большое влияние на величину
ПС оказывает вариация жесткости основания. Поэтому при этом
воздействии ПС вычисляют при нескольких значениях модуля
сдвига грунта, а в качестве расчетного ПС принимают их огибаю-
щую.

В отличие от этого при ударе самолета и ВУВ влияние вариации
основания на величины ПС существенно меньше. Поэтому в этих
случаях можно их вычислять только при одном, среднем значении
модуля сдвига [112]. Разумеется, это справедливо, если речь идет об
одной конкретной площадке строительства. Если же проектируется
типовая АЭС, которую планируется устанавливать на площадках с
разными грунтовыми условиями, то необходимо учесть весь воз-
можный диапазон изменения жесткости грунтов.

Учет потерь энергии в системе «сооружение − основание».
Величина ПС сильно зависит от потерь энергии в системе «соору-
жение − основание» (см. рис. 4.10): чем они больше, тем меньше
спектральные ускорения в резонансном диапазоне частот.

Формулы для нахождения потерь энергии в основании уже бы-
ли приведены (см. табл. 17.1 и 17.2). Заметим, что, согласно требо-
ваниям надзорных органов США, величина потерь энергии в осно-
вании ограничивается по сравнению с этими величинами.

В табл. 17.3 приведены значения затухания в различных эле-
ментах АЭС при сейсмическом воздействии, заданные в нормах
США [136]. При их использовании надо иметь в виду следующее.

Значения затухания заданы для двух уровней напряжений. Уро-
вень 1 соответствует примерно 67 %, а уровень 2 – примерно 90 %
от предельной прочности конструкции.

Затухание в строительных конструкциях задано в предположе-
нии, что все они относятся к одному типу и выполнены из одинако-
вого материала. Способ задания затухания для конструкций, вклю-
чающих разные подсистемы, можно найти в [12]. Для стальных
конструкций, включающих соединения разных типов, должно ис-
пользоваться меньшее из значений затухания. Допускается задавать
«среднее взвешенное» значение для всей конструкции, определен-
ное в зависимости от относительного количества соединений раз-
личного типа.

При расчетах поэтажных спектров отклика затухание в строи-
тельных конструкциях следует, как правило, принимать, как при
уровне напряжений 1. При этом оно отражает потери энергии толь-
ко в сооружении, но не в его основании.

Значения затухания в трубопроводных системах, приведенные в
табл. 17.3, являются средними. Если динамическое воздействие на
такую систему задано посредством одинакового спектра отклика на
всех опорах, то допускается задавать затухание в зависимости от
собственной частоты, как показано на рис. 17.5.
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Т а б л и ц а  1 7 . 3 .  Коэффициенты относительного затухания ζ
в различных элементах АЭС [136]

Коэффициент ζ  при
уровне напряженийТип конструкции

1 2
Строительные конструкции

Железобетонные 0,04 0,07
Армированные кирпичные 0,04 0,07
Предварительно напряженные железобетон-
ные 0,03 0,05
Стальные сварные и на высокопрочных бол-
тах (фрикционно-болтовые) 0,03 0,04
Стальные на обычных болтах 0,05 0,07

Трубопроводные системы 0.03 0.04
Кабельные коммуникации

Кабельные лотки
Максимально нагруженные 0.07 0.10
Пустые 0.05 0.07
С противопожарным покрытием или уст-
ройствами, удерживающими кабели от
перемещений в лотке 0.05 0.07

Кабельные каналы
Максимально заполненные кабелями 0.05 0.07
Пустые 0.03 0.05

Короба теплоснабжения, отопления, вентиляции
Фальцевое соединение 0.07 0.10
Фланцевое соединение 0.05 0.07
Сварные 0.03 0.04

Механические и электрические устройства
Корпуса моторов, вентиляторов и компрес-
сорных установок (ограждающие и опорные
конструкции) 0.02 0.03
Котлы под давлением, теплообменники, кор-
пуса насосов и задвижек (граница давления) 0.02 0.03
Сварные подставки под аппараты (опорная
конструкция) 0.02 0.03
Электрические шкафы, панели и машинные
центры управления (ограждающие и опорные
конструкции) 0.02 0.03
Колебание жидкости в резервуарах под атмо-
сферным давлением

Импульсивная составляющая нагрузки 0.02 0.03
Нагрузка за счет плеска воды 0.005 0.005

Если расчет трубопровода производится не по спектру отклика,
а на акселерограмму, то применение затухания по рис. 17.5 требует
дополнительного обоснования. Кроме того, этот способ непригоден,
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если с целью увеличения рассеяния энергии в опорах трубопровода
допускаются неупругие деформации.

Для механических и электриче-
ских устройств приведенные значе-
ния затухания применяют для пас-
сивных компонент, работоспособ-
ность которых можно проверить
расчетом. Работоспособность ак-
тивных компонент необходимо под-
тверждать посредством испытаний.

Данные табл. 17.3 можно ис-
пользовать при ударе самолета и
ВУВ. Но в то же время в вопросе
учета потерь энергии в сооружени-
ях при этих воздействиях имеется
достаточно много неясностей.
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Рис. 17.5. Зависимость относи-
тельного затухания в трубопро-
водной системе от частоты

Первая из них связана с рассеянием энергии при колебаниях со-
оружения по высшим модам. Значения затухания в железобетонных
и стальных конструкциях, приведенные в табл. 17.3, основаны на
экспериментах, которые имитировали сейсмическое, т.е. достаточно
низкочастотное воздействие. Оправдано задавать такое затухание
по низшим модам, но неясно, каково затухание по высшим.

При ударе самолета дополнительная сложность заключается в
том, что потери энергии в разных частях сооружения существенно
различаются. Как известно, эти потери тем больше, чем выше внут-
ренние усилия в конструкции. Но если при землетрясении эти уси-
лия имеют примерно одинаковый порядок во всех конструкциях
здания, то при ударе самолета различаются очень сильно: вблизи
места удара они очень велики, а в остальной части здания – малы.
Кроме этого, помимо потерь энергии  в строительных конструкциях
следует учитывать потери в основании здания. Существуют методы
задания эквивалентного модального затухания с учетом неодинако-
вых потерь энергии в разных частях динамической системы [12], но
они достаточно сложны. В практических, массовых расчетах иногда
задают затухание по низшим модам по табл. 17.3 при уровне на-
пряжения 2, а по высшим – при уровне 1.

Отдельный вопрос: каким образом задать затухание в математи-
ческой модели сооружения? Различные способы рассмотрены в [12].
При интегрировании связанной системы дифференциальных урав-
нений пошаговым методом часто используют матрицу диссипации
[C], предложенную Релеем (пропорциональное затухание):

][][][ KMC βα += ,   (17.12)
где [M] и [K] – матрицы масс и жесткости системы; α и β − посто-
янные коэффициенты.
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С помощью этой матрицы можно точно получить необходимые
значения затухания только при каких-либо двух значениях круго-
вых частот ωi и ωn. Если эти затухания должны быть равны ζ i и ζ n,
то надо задать следующие значения α и β:
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α = 0, β ≠ 0
α ≠ 0, β = 0

ζ

ωβα0

ζmin =
αβ=

α ≠ 0, β ≠ 0

Рис. 17.6. Зависимость затухания
от частоты при использовании
матрицы диссипации Релея

На любой другой частоте ω зату-
хание составит







 += βω
ω
αζ

2
1 . (17.14)

Зависимость затухания от ко-
эффициентов α и β изображена на
рис. 17.6. Его минимальное значе-
ние равно αβζ =  и достигается
на частоте βαω = . Варьируя
значения α и β, можно примерно

подобрать необходимую величину потерь энергии в различных
диапазонах частот.

Если интегрирование системы дифференциальных уравнений
производится методом модальной суперпозиции, то необходимые
значения диссипации вводятся непосредственно в дифференциаль-
ные уравнения движения по каждой из мод.

17.3. Поэтажные спектры отклика при ударе самолета
Падающий самолет может обладать огромной кинетической

энергией*. По этой причине удар самолета в здание АЭС, даже та-
кое тяжелое, как реакторное отделение, вызывает его интенсивные
вынужденные колебания и динамические нагрузки на установлен-
ное внутри оборудование и трубопроводы. Проверку их прочности
и работоспособности при этих нагрузках выполняют с помощью
ПС, специфика которых рассмотрена ниже.

Прежде всего отметим особенности колебаний зданий при уда-
ре самолета. Обычно их рассчитывают, задавая в качестве возму-
щающего воздействия нагрузку от разрушения фюзеляжа. Примеры
таких нагрузок приведены в гл. 8. Они отличаются малой продол-
жительностью, небольшой площадью приложения и значительной
интенсивностью, особенно при ударе тяжелых или высокоскорост-

                                                          
* Для сравнения: кинетическая энергия военного самолета Phantom RF-4E

(масса 20 т, скорость 215 м/с) равна энергии товарного состава из 20 вагонов мас-
сой 60 т, идущего со скоростью 100 км/ч. Энергия самолета Boeing 747-400  (мас-
са 390 т, скорость 100 м/с) эквивалентна такому составу из 85 вагонов.
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ных самолетов. Поэтому они вызывают высокочастотные колебания
строительных конструкций с большими ускорениями, особенно
вблизи места удара.

Расчет вынужденных колебаний можно выполнять как прямым
пошаговым интегрированием дифференциальных уравнений дви-
жения, так и методом модальной суперпозиции. В последнем случае
требуется учитывать моды и собственные частоты до 150−200 Гц.
Для получения достаточной точности решения шаг интегрирования
должен составлять не более 1/4 (а лучше 1/8 −1/10) периода колебаний
по высшей интересующей моде. Это требование обусловлено точ-
ностью решения, а не условиями его сходимости, поэтому должно
выполняться и при использовании неявных методов интегрирова-
ния, хотя они и сходятся при любом шаге. Вследствие высокочас-
тотного характера вынужденных колебаний диапазон частот осцил-
лятора при вычислении ПС также должен доходить до 150−200 Гц.
Для сравнения укажем, что при сейсмическом воздействии (которое
обязательно учитывается в проекте любой АЭС) диапазон частот на
ПС ограничен 30−33 Гц.

В качестве примера приведем результаты вычисления ПС при
ударе самолета в здание реактора, компоновка которого была изо-
бражена на рис. 14.2, а конечно-элементная модель – на рис. 17.2.
Здание имеет железобетонную наружную цилиндрическую защит-
ную оболочку с полусферическим куполом. Описание компоновки
здания дано в разд. 14.4, где было отмечено, что его внутренние
конструкции, на которых расположена ядерная паропроизводящая
установка, соединяются с наружной оболочкой только на уровне
фундаментной плиты. Это «смягчает» динамическое воздействие
при ударе, чему способствует также то, что здание расположено на
скальном основании.

Вычислялись ПС при ударах двух самолетов: истребителя-бом-
бардировщика Phantom RF-4E и большого коммерческого Boeing
747-400. Соответствующие нагрузки и размеры пятна удара приве-
дены в разд. 8.3.3 и 8.3.4. Угол наклона удара военного самолета –
от 0° до 45°, а коммерческого – от 0° до 10° к горизонту.

В принципе ПС надо определять при ударах в различные точки
здания и под разными углами, дающими наибольшие значения ус-
корений. Но приведенные ниже ПС даны для примера, поэтому при
их вычислении рассмотрены удары только в следующие три точки
наружной оболочки.

1. Горизонтальный удар коммерческого самолета в низ цилинд-
рической части наружной оболочки. Направление удара – вдоль
глобальной оси X (см. рис. 17.2). Эта точка выбрана потому, что она
находится ближе всего к фундаментной плите, и воздействие наи-
более интенсивно передается на внутренние конструкции.
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Рис. 17.7. ПС ускорений на отм. +8.10
при ударе самолета

2. Горизонтальный удар
того же самолета вдоль гло-
бальной оси X в стык цилин-
дрической части и купола
наружной оболочки. Прило-
женная здесь нагрузка созда-
ет наибольший опрокиды-
вающий момент.

3. Удар истребителя по
нормали к куполу под углом
45° к горизонту в плоскости
осей X−Z. Удар истребителя в
купол оказывается опаснее,
чем удар коммерческого са-
молета: хотя нагрузка от ис-
требителя меньше, но она
прикладывается по нормали к
конструкции, в то время как
от коммерческого самолета –
под углом не более 10° к го-
ризонту.

Расчет вынужденных ко-
лебаний здания производился
методом модальной суперпо-
зиции. Учтены все моды с
частотами до 100 Гц (1865
мод). Интегрирование диф-
ференциальных уравнений
выполнялось с шагом 0.001 с.

При ударах во все на-
званные точки были вычис-
лены ПС ускорений в не-
скольких точках на трех пе-
рекрытиях внутренних кон-
струкций  здания,   а  именно:

+8.10, +14.55 и +26.10 (см. рис. 17.2). Затем по ним построены ре-
зультирующие ПС на каждой из этих отметок как огибающие спек-
тров во всех точках отметки и при всех ударах.

Эти спектры приведены на рис. 17.7−17.8. Их компоненты соот-
ветствуют направлениям глобальных осей, показанным на рис. 17.2.
На рисунках приведены ПС только при двух значениях затухания
ζ = 0.02 и 0.05, хотя на практике их вычисляют для нескольких зна-
чений в диапазоне от 0.005 до 0.3.
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Проанализируем харак-
тер  ПС ускорений. Прежде
всего рассмотрим их зави-
симость от расстояния до
точки удара самолета. Мак-
симальные ускорения стро-
ительной конструкции и,
соответственно, наиболь-
шие значения ПС достига-
ются в точке удара. Если
перекрытие здания соеди-
нено с внешней стеной, в
которую нанесен удар, то и
на нем наибольшие значе-
ния ПС получаются рядом с
местом удара, а по мере
удаления от него быстро
убывают.

Однако на внутренних
конструкциях рассматри-
ваемого здания реактора эта
закономерность не выпол-
няется. Не приводя для
краткости ПС, вычисленные
в различных точках пере-
крытий, опишем их соот-
ношение.

На отм. +8.10 в бли-
жайшей к удару точке и в
середине перекрытия гори-
зонтальные компоненты
спектров X (совпадающие с
направлением удара) близки
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Рис. 17.8. ПС ускорений на отм. +14.55
при ударе самолета

по значениям, а в наиболее удаленной точке в 2.5 раза выше. Ком-
понента Y (перпендикулярная удару) оказалась наименьшей в бли-
жайшей точке, а в середине перекрытия и в удаленной точке ее зна-
чения близки, причем примерно в 1.5 раза выше. Наконец, компо-
нента Z (вертикальная) достигает максимального значения в бли-
жайшей точке, в удаленной – в 1.5 раза меньше, а в середине пере-
крытия – в 5 раз меньше.

Такой же нерегулярный характер имеют ПС и на других отмет-
ках: в их разных точках ускорения одноименных компонент могут
отличаться в 3 − 4 раза, причем, против ожидания, максимальные
ускорения достигаются не в ближайших, а в удаленных от удара
точках.
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Рис. 17.9. ПС ускорений на отм. +26.10
при ударе самолета

Отсюда следует, что рас-
четные ПС при ударе самоле-
та, построенные  как  оги-
бающие  по точкам  отметок
здания,  могут  обладать зна-
чительным консерватизмом.
Если проектирование обору-
дования с их использованием
вызывает затруднения, то
этот консерватизм можно по-
низить, задав отдельные ПС
для различных зон одной от-
метки или даже непосредст-
венно для места установки
интересующей нас единицы
оборудования.

Возвращаясь к рассмот-
ренной выше зависимости
ПС от расстояния до точки
удара,  отметим, что хотя при
землетрясении значения ПС в
разных точках отметки также
неодинаковы, их разброс,
особенно горизонтальных
компонент, обычно гораздо
меньше, чем у самолетных. У
вертикальных компонент,
вычисленных в разных точ-
ках перекрытия  (прежде все-
го в пролете и у стен), этот
разброс может оказаться
больше.

Зависимость самолетных
ПС от высоты также нерегу-
лярна. Сравнение ПС, приве-
денных на рис. 17.7−17.11,
показывает, что с увеличени-
ем высоты отметки ускорения

на компонентах X и Y возрастают. Однако для компоненты Z эта за-
кономерность не подтверждается: наибольшие значения достигают-
ся ПС на отм. +8.10, на отм. +26.1 они в 1.5 раза меньше, а на про-
межуточной отм. +14.55 – в 2 раза меньше. Эта особенность объяс-
няется тем, что сравниваемые ПС построены как огибающие по от-
меткам, а они, как было отмечено, очень сильно зависят от локаль-
ных особенностей строительных конструкций.
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Интересно сравнить ПС
при ударе самолета (для
краткости они именуются
самолетными) и при сейсми-
ческом воздействии (сейсми-
ческие). Такое сравнение
важно потому, что, согласно
нормам [86], любая АЭС,
даже в районе со сколь угод-
но низкой сейсмичностью,
должна быть рассчитана на
землетрясение с максималь-
ным ускорением колебаний
грунта не менее 0.1g (интен-
сивность 7 баллов по шкале
MSK-64 [12]). Но если кроме
землетрясения учитывается
также и удар самолета, т.е.
оборудование и трубопрово-
ды необходимо спроектиро-
вать на оба эти воздействия,
то разница между сейсмиче-
скими и самолетными ПС
становится важной.

Сначала сравним ускоре-
ния самолетных и сейсмиче-
ских ПС в разных диапазонах
частот. Для этого на рис. 17.10
нанесены на один график ПС
при ударе самолета Boeing
747-400 и при землетрясении
интенсивностью 8 баллов по
шкале MSK-64 (максималь-
ное ускорение основания
2 м/с2 [12]). Видно, что на
низших частотах (примерно
до 10 Гц) самолетный ПС
лежит ниже сейсмического,
но на более высоких может
значительно превышать  его.

 Такое соотношение са-
молетных и сейсмических ПС
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Рис. 17.10. ПС (ускорений) на отм.+8.10
при ударе самолета Boeing 747-400 и

при 8-балльном землетрясении

означает, что если оборудование, в динамический отклик которого
основной вклад дают моды с частотами до 10 Гц, рассчитано на это
сейсмическое воздействие, то дополнительно усиливать его для вос-
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приятия нагрузки от
удара самолета не нуж-
но. Но для оборудова-
ния, у которого вклад
высших мод в динами-
ческую нагрузку являет-
ся существенным, тре-
буется дополнительная
проверка на «самолет-
ные» нагрузки.

Приведенные выше
ПС вычислены при уда-
ре тяжелого транспорт-
ного самолета. Посколь-
ку здание реактора име-
ет очень большие массу
и жесткость, при ударе в
него легкого самолета
ускорения колебаний су-
щественно меньше. Но
это не относится к более
легким и гибким здани-
ям, удар в которые даже
малого самолета приво-
дит к значительным ди-
намическим нагрузкам
на оборудование. В ка-
честве примера на рис.
17.11,а изображен раз-
рез здания резервной
дизель-электростанции
(РДЭС), предназначен-
ной для энергоснабже-

ния ответственных потребителей (систем, важных для безопасно-
сти). На рис. 17.11,б приведены ПС при ударе легкого самолета ти-
па Lear Jet-23 (нагрузка была показана на рис. 8.11,а) и при земле-
трясении с ускорением основания 0.25g (более 8 баллов по шкале
MSK-64). Видно, что и здесь на высоких частотах уровень «само-
летных» ПС выше, чем сейсмических.

17.4. Поэтажные спектры отклика при действии ВУВ
При детонационном взрыве отклик сооружения является высо-

кочастотным. Во избежание искажения высокочастотных компо-
нент расчеты ПС производят с применением столь же подробных
конечно-элементных  моделей зданий, как при ударе самолета. По
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этой же причине интегрирование системы дифференциальных урав-
нений движения производится с очень мелким шагом.

Высокочастотный характер отклика в значительной мере объяс-
няется тем обстоятельством, что давление на фронте ВУВ считается
мгновенно возрастающим (см. рис. 9.1). Однако такой профиль
ВУВ является математической абстракцией. Принимая это во вни-
мание, иногда для уменьшения высокочастотной части отклика
«смягчают» возмущающее воздействие, считая, что давление на
фронте волны возрастает не мгновенно, а в течение малого интер-
вала времени (например, за 0.002 с).

Законы изменения давления на различных поверхностях здания
(фронтальной, боковых, тыльной стенах и на кровле) приведены в
разд. 9.2.3. В нулевой момент времени к фронтальной стене прикла-
дывается отраженное давление (см. рис. 9.4,б). Такое же давление
действует и на стены, параллельные фронтальной, но сдвинутые «в
глубину» (как, например, стена надстройки на кровле здания на
рис. 17.11,а). Однако начало действия нагрузки на них запаздывает
на время, равное отношению их расстояния от фронтальной стены к
скорости фронта ВУВ. На тыльную стену действует давление, пока-
занное ранее (см. рис. 9.4,в).

На кровле и боковых стенах, параллельных движению ВУВ,
действует такое же давление, как в падающей волне (см. рис. 9.4,а),
но время начала его действия различно: оно равно времени пробега
ВУВ от фронтальной стены до данного сечения [см. (9.29)]. Для не
слишком больших в плане зданий иногда для простоты этим пре-
небрегают, считая, что во всех точках этих поверхностей давление
прикладывается в один и тот же момент времени (например, дости-
жения фронтом волны середины боковой стены).

Взаимодействие сооружения с основанием учитывают метода-
ми, описанными в разд. 17.2.2. Поскольку при действии ВУВ влия-
ние основания обычно невелико, для определения его жесткости
используют средние значения характеристик грунта, пренебрегая
возможной их вариацией. Относительное затухание в системе «со-
оружение−основание» считают равным 5 − 10 %.

На рис. 17.10,б был в качестве примера приведен ПС при дейст-
вии ВУВ, вычисленный на отметке +4.8 здания РДЭС. Профиль
волны принят в соответствии с российскими нормами [50]: давле-
ние на фронте ВУВ 30 кПа, продолжительность фазы сжатия 1 с.
Для того чтобы достаточно точно вычислить отклик сооружения в
диапазоне высоких частот, интегрирование системы дифференци-
альных уравнений движения выполнялось с очень мелким шагом
(0.0005 с). Видно, что в высокочастотном диапазоне ПС при дейст-
вии ВУВ может оказаться выше, чем ПС при  8-балльном землетря-
сении.
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17.5. Способы снижения динамических нагрузок
на оборудование

Большие значения ускорений в высокочастотной области ПС
при ударе самолета и ВУВ могут создавать сложности при проекти-
ровании оборудования АЭС. Причина заключается в следующем.
Как было отмечено выше, в проекте любой АЭС обязательно учи-
тывается землетрясение, и ее трубопроводы и технологическое обо-
рудование проверяют на сейсмостойкость. Для этого чаще всего ис-
пользуют ПС, рассчитанные при сейсмическом воздействии («сейс-
мические»). При этом, чтобы по возможности уменьшить величину
инерционных сейсмических нагрузок, оборудование стараются
спроектировать так, чтобы его низшие частоты оказались правее
пика на сейсмическом ПС. Но если в проекте АЭС кроме землетря-
сения учитываются также удар самолета и ВУВ, то низшие частоты
оборудования попадают в диапазон наибольших ускорений на  «са-
молетных» и «взрывных» ПС, и добиться уменьшения расчетных
инерционных нагрузок не удается.

Снижения этих нагрузок, прежде всего – создаваемых ударом
самолета, добиваются разными способами. Рассмотрим их.

Конструктивно-планировочные решения. Для уменьшения
динамических нагрузок, передающихся при ударе самолета на обо-
рудование внутри зданий, используют специальные конструктивно-
планировочные решения: отрезают внутренние конструкции здания
от наружных стен, в которые наносится удар самолета, чтобы он не
передавался непосредственно на перекрытия. Соответствующие
способы описаны в гл. 14 (см. рис. 14.2 и 14.3).

Отсечка высокочастотной части ПС. На рис. 17.12,а приведе-
ны сейсмический и самолетный спектры ускорений, а на рис.
17.12,б – самолетный спектр перемещений. Видно, что на высоких
частотах, где самолетный спектр выше сейсмического, перемеще-
ния упругой системы очень малы. Например, в диапазоне частот
выше 20 Гц значения спектра перемещений не превышают 0.001 м.
Экспериментальными  и аналитическими исследованиями  под-
тверждено, что такие малые перемещения не представляют опасно-
сти для горячих трубопроводов и многих типов оборудования, по-
скольку чем меньше перемещения, тем более значительно влияние
зазоров, трения, локальных неупругих деформаций и пр. [88]. Кро-
ме того, на высоких частотах происходят повышенные потери энер-
гии в строительных конструкциях.

Исходя из этих соображений, в некоторых странах выполняют
отсечку ПС на частоте 20−30 Гц. Такая процедура производится по-
сле полного завершения проектирования здания и считается допус-
тимой, только если перемещения не превышают заданного порого-
вого значения [112].
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Иногда частоту от-
сечки задают по зна-
чению спектра пере-
мещений [88]. Пусть
при частоте  fs значе-
ние спектра переме-
щений Sd(fs), а при бо-
лее высоких частотах
− меньше. Если счита-
ется, что такие пере-
мещения не представ-
ляет опасности, то
можно принять fs в
качестве частоты от-
сечки. Для оборудова-
ния и трубопроводов
часто принимают
Sd(fs) = 0.5−1 мм.

Использование это-
го способа показано на
рис. 17.12. Наимень-
шее учитываемое зна-
чение спектра пере-
мещения принято
0.001 м. Соответству-
ющая ему частота от-
сечки fs = 18 Гц. Усе-
ченный самолетный
ПС ускорений показан
на рис. 17.12,а сплош-
ной  линией,  а  отбро-
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Рис. 17.12. Поэтажные спектры отклика:
а – ускорений; б –перемещений

шенная часть исходного – точечной. В диапазоне частот выше fs 
значения усеченного ПС равны ускорению нулевого периода
(смысл этого термина разъяснен в разд. 17.2.1). Хотя на высоких
частотах исходный самолетный спектр намного выше сейсмическо-
го, усеченный − практически не превышает его.

Отметим, что при использования этого способа отсечки не при-
нимается во внимание, какая именно вторичная система будет рас-
считываться по усеченному ПС. Но для разных систем (единиц обо-
рудования) одна и та же величина перемещения может представлять
неодинаковую опасность. Кроме того, ПС перемещений Sd(fs) не
полностью характеризует отклик системы (в том числе перемеще-
ния ее точек), так как он зависит не только от значений спектра, но
и от мод конструкции. Этот фактор учитывается путем ограничения
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при расчете по ЛСТ числа учитываемых мод (этот способ обсужда-
ется далее).

Учет нелинейности деформаций строительных конструк-
ций. Приведенные выше ПС рассчитывались в предположении, что
ударяемая строительная конструкция является линейно-упругой.
Однако если можно допустить ее нелинейную работу вблизи места
удара, в частности, развитие неупругих деформаций, то это «смяг-
чает» удар и приводит к снижению нагрузки на сооружение. При
этом можно учесть отмеченный ранее факт: большие внутренние
усилия и, следовательно, неупругие деформации конструкции раз-
виваются только в непосредственной близости к месту удара.
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Рис. 17.13. Нагрузка при ударе самолета с учетом неупругих
деформаций строительных конструкций:

а – расчетная схема защитной оболочки; б – нагрузки: 1 –  исходная; 2 − скор-
ректированная при ударе в полусферический купол; 3 − сглаженная огибающая

для сферической и цилиндрической частей

Такие расчеты, выполненные применительно к ударам самолета
в различные здания АЭС, описаны в [120]. Использовались конеч-
но-элементные модели сооружений, состоящие из двух частей
(рис. 17,12,а). Основная часть схематизирована с помощью обыч-
ных линейно-упругих элементов типа пластинки-оболочки («гло-
бальная модель»). Область вблизи места удара («локальная мо-
дель») схематизирована посредством объемных элементов, позво-
ляющих учесть нелинейные факторы – пластические деформации,
растрескивание бетона, проскальзывание арматуры (использованная
для этого реологическая модель железобетонной конструкции в
[120] не указана).

Процедура расчета также состоит из двух частей. Сначала вы-
полняется неупругий динамический расчет локальной модели на
исходную нагрузку, соответствующую удару самолета в недефор-
мируемую преграду.  В результате определяется нагрузка  на ее гра-
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ницах («скорректированная»), на воздействие
которой затем рассчитываются колебания
здания по обычной линейно-упругой модели
(глобальной). Такое разделение расчетов по-
зволяет избежать чрезвычайно трудоемкого
неупругого расчета всего сооружения.

Результаты такого расчета железобетон-
ной защитной оболочки показаны на рис.
17.13. На рис. 17.13,а изображены глобальная

а)

Опора
реактора

и локальная модели для осе-
симметричного удара в полу-
сферический купол, а на рис.
17.13,б – исходная и скоррек-
тированная нагрузки для этого
случая. Такой же расчет был
произведен при ударе в ци-
линдрическую часть оболочки,
и построена сглаженная оги-
бающая нагрузок при ударах в
различные точки, показанная
на рис. 17.13,б. С ее использо-
ванием затем производились
расчет вынужденных колеба-
ний здания и построение ПС.

Сравнивая нагрузки на
рис. 17.13,б, видим, что учет
нелинейности деформаций
ударяемой конструкции при-
вел к значительному умень-
шению максимального значе-
ния расчетной нагрузки и уве-
личению ее длительности, т.е.
она приобрела менее высоко-
частотный характер. Правда,
такой эффект достигается не
всегда: при ударе в точку, где
появление больших неупругих
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Рис. 17.14. ПС на опоре реактора:
а – расчетная схема реакторного отделе-
ния; б – горизонтальная компонента ПС;

в – вертикальная компонента ПС

деформаций невозможно (в стык стены и кровли, возле опоры и
т.п.), скорректированная нагрузка мало отличается от исходной.

На рис. 17.14 изображены ПС в одной из точек внутренних кон-
струкций реакторного отделения (на опоре реактора), рассчитанные
по исходной и скорректированной нагрузкам. Как видно, в послед-
нем случае ускорения уменьшились почти на всех частотах.

Однако при использовании описанного способа снижения ПС
необходимо иметь в виду, что, во-первых, он применим только в том



Гл. 17. Колебания зданий и нагрузки на вторичные системы550

случае, если неупругие деформации конструкции допустимы по ус-
ловиям эксплуатации здания. В частности, поскольку допускается
нарушение сплошности конструкции, необходимо убедиться в том,
что это не приведет к выходу радиоактивных веществ за допусти-
мые пределы, а также принять меры для предотвращения проника-
ния внутрь здания авиационного топлива.

Во-вторых, изменение частотного состава воздействия может, в
зависимости от собственных частот внутренней конструкции, при-
вести как к уменьшению, так и к увеличению ПС. Например, ПС на
рис. 17.14,в на некоторых частотах не снизился, а повысился.

Ограничение числа учитываемых мод при расчете оборудо-
вания с использованием ПС. Реальное влияние высокочастотной
части ПС можно более точно учесть, ограничив при расчете по нему
оборудования количество учитываемых мод исходя из условия дос-
таточной точности отклика системы. Эти способы рассмотрены в
разд. 4.4.5. 

Еще один путь снижения расчетных ПС при ударе самолета –
использование вероятностных методов расчета, которые будут
описаны в гл. 18.

Ранее рассматривалось снижение ПС при ударе самолета. При
действии ВУВ это снижение производится аналогичными метода-
ми, прежде всего посредством отсечки высокочастотной части.
Кроме того, можно ограничивать число мод, учитываемых в расче-
тах с их использованием.



Глава  18
ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ ПРОЧНОСТИ

И КОЛЕБАНИЙ ЗДАНИЙ АЭС
ПРИ УДАРЕ САМОЛЕТА

Проектирование АЭС с учетом удара самолета сегодня обычно
ведется по принципу «наихудшего варианта воздействия». Это оз-
начает, что предполагается, будто удар нанесен по нормали к
строительной конструкции, а скорость и масса самолета близки к
максимально возможным. В результате получаются очень большие
нагрузки на строительные конструкции зданий, а также, вследствие
колебаний последних при ударе, на расположенное в них оборудо-
вание. Все это приводит к значительному удорожанию АЭС.

Однако вероятность падения самолета на АЭС очень мала. Кро-
ме этого, создаваемые ударом нагрузки зависят от многих случай-
ных факторов: типа, скорости и массы самолета, точки и угла его
соударения с преградой. При определении динамических нагрузок
на оборудование добавляется еще один случайный фактор – рас-
стояние от точки удара до места расположения рассчитываемой
единицы оборудования. Интуиция подсказывает, что проектирова-
ние по «наихудшему варианту воздействия» приводит к чрезвычай-
но консервативным результатам, так как совпадение самых небла-
гоприятных факторов крайне маловероятно. При этих условиях оп-
равдано использование вероятностных методов анализа. Примене-
нию таких методов к проблемам прочности и надежности строи-
тельных конструкций посвящены многочисленные работы отечест-
венных и зарубежных авторов, но, к сожалению, привести их пере-
чень в ограниченном объеме книги невозможно.

В данной главе изложены вероятностные методы анализа проч-
ности и колебаний зданий АЭС при ударе самолета. Они позволяют
количественно оценить вероятность реализации нагрузок при этом
воздействии, а также задать их расчетные значения исходя из усло-
вия непревышения допустимой вероятности наступления неприем-
лемых радиологических последствий [106, 107].

18.1. Вероятностный анализ прочности
строительных конструкций

18.1.1. Вероятность отказа конструкции
Основным понятием вероятностного анализа является отказ

элемента. Для элементов АЭС под этим понимают потерю способ-
ности выполнять проектные требования. Что именно следует счи-
тать отказом («критерий отказа»), устанавливают исходя из условий
безопасности АЭС. Для строительной конструкции, в зависимости
от ее ответственности и функций, под отказом может пониматься,
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например, ее сквозное пробивание самолетом, растрескивание из-
нутри с разлетом обломков бетона, раскрытие сквозных трещин,
недопустимые остаточные деформации и пр.

Принципиальным отличием вероятностного анализа прочности
от обычно выполняемых детерминистических (т.е. невероятност-
ных) расчетов является то, что его результатом является заключе-
ние не о том, достаточна или нет прочность конструкции, а о том,
какова вероятность ее отказа. Вероятность отказа может не равнять-
ся нулю, но конструкция считается пригодной, если эта вероятность
не превосходит допускаемой величины. Иными словами, допускает-
ся, что отказ все-таки произойдет, но вероятность этого очень мала.

Удар самолета в строительную конструкцию представляет со-
бой случайное событие, которое обозначим B, а его вероятность –
P(B). Согласно (15.23), вероятность однократного удара в поверх-
ность здания

P(B) = э
0

A
A
ν , (18.1)

где ν – среднее число падений самолетов за 1 год на стандартную
площадь A0; Аэ – эквивалентная площадь конструкции, зависящая от
ее формы (значения Аэ для конструкций различного вида приведены
в гл. 15).

Отказ строительной конструкции – это также случайное собы-
тие, которое обозначим F, а его вероятность – P(F). Она равна про-
изведению вероятности удара в конструкцию и условной вероятно-
сти ее отказа при этой нагрузке:

P(F) = P(B)P(F | B) = э
0

A
A
ν P(F | B). (18.2)

Условная вероятность отказа зависит от места и угла удара в
конструкцию, а также от величины динамической нагрузки, которая
в свою очередь зависит от типа, скорости и массы самолета.

18.1.2. Вероятность отказа с учетом угла
и места удара самолета

Сначала определим вероятность отказа с учетом только двух на-
званных в заголовке  факторов. Обозначим как случайное событие
Fs отказ s-го плоского элемента конструкции, нормаль которого nr

наклонена к вертикали на угол ϕs (рис. 18.1). Вероятность удара в
этот элемент − Bs. В соответствии с (18.3) вероятность отказа

P(Fs) = э
0

A
A
ν P(Fs|Bs),  (18.3)

где P(Fs|Bs) – условная вероятность отказа.
Запишем закон изменения нагрузки при ударе самолета в виде



18.1. Вероятностный анализ прочности конструкций 553

)()( max tRRtR 1= , (18.4)
где R1(t) – нормированная нагрузка,
максимальное значение которой рав-
но 1; Rmax – действительное макси-
мальное значение нагрузки.

Прежде всего необходимо про-
верить прочность конструкции, при-
ложив нагрузку (18.4) по нормали.
Если прочность достаточна, то веро-
ятность отказа равна нулю:

 P(Fs) = P(Fs|Bs) = 0,  (18.5)
т.е. отказ элемента не происходит.

Rmax

γs

As
Rlim= Rmaxcosγs

ϕs
n

Рис. 18.1. «Конус удара»

Если прочность конструкции оказалась недостаточной, то надо
определить, какую максимальную нагрузку Rlim она может выдер-
жать. При ударе под углом к нормали прочность строительной кон-
струкции зависит прежде всего от нормальной компоненты нагруз-
ки. Поэтому при вычислении P(Fs|Bs) касательную компоненту в
первом приближении учитывать не будем. Тогда очевидно, что от-
каз произойдет, если нагрузка окажется приложенной в пределах
конуса (далее он именуется «конусом удара»), ось которого совпа-
дает с нормалью, а угол при вершине составляет (см. рис. 18.1)

max

limarccos
R
R

s =γ . (18.6)

Таким образом, условная вероятность отказа s-го элемента кон-
струкции равна вероятности того, что удар нанесен в пределах «ко-
нуса удара». Для плоского элемента она равна значению функции
f(ϕs,γs), вычисленной в гл. 15 (см. рис. 15.11 и табл. 15.4):

P(Fs|Bs) = f(ϕs,γs). (18.7)
Полная вероятность отказа элемента вычисляется согласно (18.3):

0

),()(
A

AfP ssss
νγϕ=F , (18.8)

а вероятность отказа всего здания равна сумме вероятностей отка-
зов всех m его элементов:

∑∑
==

==
m

s
sss

m

s
s Af

A
PP

101

),()()( γϕνFF . (18.9)

Нахождение вероятности отказа упрощается, если несущая спо-
собность всех элементов конструкции одинакова, т.е. одинаков угол
γs при вершине «конуса удара». В этом случае при вычислении ве-
роятностей отказа поверхностей различного вида вместо суммы в
правой части (18.9) используются эквивалентные площади, найден-
ные в гл. 15.
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Горизонтальная плоскость. Угол ϕs = 0; эквивалентная пло-
щадь, как следует из (15.40), равна площади плоскости Aг. Следова-
тельно, вероятность отказа

0
гг ),0()(

A
AfP s

νγ=F . (18.10)

Вертикальная плоскость. Угол ϕs = π /2. Согласно (15.43), эк-
вивалентная площадь равна половине площади плоскости Aв. Веро-
ятность отказа

( )
0

вв 5.0,2)(
A

AfP s
νγπ=F . (18.11)

Круговой цилиндр с вертикальной осью. Из (15.50) видно,
что отличие от предыдущего случая заключается только в том, что
вместо площади Aв в (18.11) должна стоять площадь поверхности
цилиндра Aц:

( )
0

цц 5.0,2)(
A

AfP s
νγπ=F . (18.12)

Сферический сегмент. Вероятность отказа конструкции в
форме сферического сегмента радиуса R, ограниченного конусом с
углом при вершине δ (см. рис. 15.14),

( )
0

сф
2

ц 2
A

aRP s
ν

γδπ ,)( =F  (18.13)

(функцию aсф(δ, γs) см. на рис. 15.15).
Если для определенности принять, что частота падений самоле-

тов такая же, как на территории Германии, а именно: ν = 10–6 1/год,
A0 = 104 м2, то в формулы (18.10)−(18.13) следует подставить

10

0

10−=
A
ν . (18.14)

18.1.3. Учет случайности места, угла удара, скорости
и массы самолета

Нагрузки на строительную конструкцию при ударе самолета за-
висят от его массы и скорости в момент удара. Оба эти параметра
являются случайными, и поэтому вероятность отказа конструкции
зависит не только от места и угла удара, но и от скорости и массы
самолета. Рассмотрим методику вероятностного анализа с учетом
всех названных величин. Для определенности она излагается при-
менительно к падению самолета Phantom.

Для выполнения вероятностного анализа необходимо распола-
гать законами распределения вероятности случайных параметров.
На рис. 18.2 приведены законы распределения скоростей и масс при
катастрофах самолетов Phantom, которые заимствованы из [143].
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Зафиксированные
скорости самолетов v0
составляли от 70 до
240 м/с. Плотность их
распределения удовле-
творительно описывает-
ся сдвинутым логнор-
мальным законом с ма-
тематическим  ожида-
нием 0v = 130 м/с и
стандартным отклоне-
нием σv = 47  м/с.

Массы самолетов m
составляли от 13.5 до
20 т. Их плотность рас-
пределения может быть
принята в виде усечен-
ного нормального зако-
на с математическим
ожиданием 36.17=m  т
и стандартным откло-
нением σm = 1.505 т. От-
метим, что в гл. 2 при
вычислении расчетной
нагрузки, соответству-
ющей удару этого са-
молета, предполага-
лось, что его масса рав-
на 20 т, а скорость
215 м/с. Таким образом,
эти параметры (а значит,

Рис. 18.2. Законы распределения скоростей и
масс самолетов Phantom RF-4Е при авариях:

а – скорости; б – массы

и нагрузка) принимались близкими к максимальным.
Для вычисления вероятности отказа строительной конструкции

необходимо знать закон распределения нагрузки при ударе самоле-
та. Найдем его, сделав следующие упрощающие предположения.

Во-первых, хотя при изменении его скорости и массы изменя-
ются и закон изменения нагрузки, и ее максимальное значение, и
длительность (см. рис. 8.18), но при вероятностном анализе приня-
то, что изменяется только ее максимальное значение. Во-вторых,
предполагается, что диапазон изменения масс − от 12 до 22 т, что
перекрывает реальный диапазон, указанный выше; диапазон изме-
нения скоростей – такой же, как выше. Наконец, считается, что рас-
пределение масс является нормальным (а не усеченным нормаль-
ным) с теми же, что и выше, математическим ожиданием и стан-
дартным отклонением.
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Закон распределения нагрузки как функции случайной скорости
и массы самолета найден посредством следующей процедуры.

Диапазоны вариации скоростей и масс разбиты на интервалы, и
для каждой комбинации скорости vi и массы mj по формуле Риеры
(8.5) найдено максимальное значение нагрузки Rij. Эти нагрузки
представлены как доля наибольшего значения Rmax = 185 МН, соот-
ветствующего скорости 240 м/с и массе 22 т:

max
)( RkR ij

mvij = .   (18.15)

Полученные значения коэффициента лежат в диапазоне
0.17 ≤ kmv ≤ 1.

Чтобы найти плотность распределения pk(kmv), зависимости kmv
от массы m при фиксированных скоростях vi линейно аппроксими-
рованы:

)()( 0>+=
iii

i
vvv

v
mv bmbak . (18.16)
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Рис. 18.3. Плотность распределения и
функция вероятности коэффициента kmv

Поскольку прибли-
женно принято, что
масса самолета распре-
делена по нормальному
закону, то и закон рас-
пределения условной
вероятности )|( )(

i
v

mv vkp i

также является нор-
мальным с математиче-
ским ожиданием

ii
i

vv
v

mv bmak +=)(  и стан-
дартом mv

v
mv i

i b σσ =)( .
Скорость и масса са-

молета – это независи-
мые случайные  величи-

ны. Поэтому плотность распределения коэффициента kmv равна
произведению его условной плотности распределения и плотности
распределения скорости:

)()|()( )( vpvkpkp v
v

mvmmvmv = . (18.17)
Вычисленные таким образом плотность распределения pmv(kmv) и

функция вероятности Pmv(kmv) показаны на рис. 18.3.
Оценка вероятности отказа s-й конструкции с учетом случайно-

сти скорости и массы самолета исходит из тех же соображений, что
и без их учета. Как и в разд. 18.1.2, обозначим отказ s-го плоского
элемента конструкции с нормалью n

r
, наклоненной на угол ϕs к вер-

тикали (см. рис. 18.1), как случайное событие Fs, а дополнительную
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к ней вероятность сохранения прочности – как sF . Кроме того, по-
прежнему считаем, что прочность конструкции зависит только от
нормальной компоненты нагрузки.

Пусть предельная величина нормальной нагрузки, которую мо-
жет выдержать s-я конструкция, составляет Rlim. В соответствии с
(18.15) при определенной комбинации скорости и массы самолета
максимальная нагрузка на строительную конструкцию R = kmvRmax
(индексы i, j для краткости опускаем). Если R ≤ Rlim, то при ударе
под любым углом к нормали разрушение конструкции не произой-
дет, т.е. вероятность ее отказа равна нулю. В противном случае от-
каз возможен, и необходимо найти его вероятность.

Введем обозначения:

max

lim~
R
R

=κ ;    (18.18)

γκ cosmvk= .     (18.19)
Нормальная компонента нагрузки

при ударе под углом γ  к нормали
maxRRn κ= .       (18.20)

Условие отказа конструкции
limRRn > ,     (18.21)

т.е. критерий отказа
κκ <~ .      (18.22)

kmv

γ

0.17

1

0 π/2

γ
κ

cos
=mvk

Рис. 18.4. К вычислению
функции распределения

Pκ(κ | ϕs)

Коэффициент κ является произведением двух случайных вели-
чин, т.е. также является случайной величиной. Найдем условную
функцию его распределения Pκ(κ |ϕs). Она равна затемненной пло-
щади под кривой на рис. 18.4:

( ) == ∫ ∫ γϕγϕκ
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


=

2

0 cos
| . (18.23)

Функция распределения Pmv приведена выше; плотность распреде-
ления pγ(γ |ϕ) была вычислена в гл. 15 [см. (15.37) и табл. 15.5].

Функция )|~( sP ϕκκ  − это вероятность того, что значение κ~  не
будет превышено, т.е. что при ударе в площадку, наклоненную под
углом ϕs, нормальная компонента нагрузки не превысит значение
Rlim. Но это значение не будет превышено также и в том случае, ес-
ли удар в площадку вообще не нанесен, т.е. траектория самолета
лежит в «мертвой зоне» (см. рис. 15.12). Обозначим это событие B0.
Его вероятность
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P(B0) = 1 – f(ϕs, π/2).     (18.24)
Таким образом, вероятность того, что при ударе в s-ю наклон-

ную площадку не произойдет ее отказ,
   )|()|~())|~()| 210 πϕϕκϕκϕ κκ sssss fPPPP −+=+= BF (( .    (18.25)

Вероятность отказа
)|)| ssss PPP ϕϕ FF (( −== 1отк . (18.26)

Ее зависимость от коэффициента κ приведена в табл. 18.1. Из нее
видно, что при κ = 0 (т.е. Rlim = 0) вероятность отказа для горизон-
тальной площадки равна 1, а при других углах наклона площадки –
вероятности удара в нее. При κ = 1 (т.е. если Rlim = Rmax) вероят-
ность отказа 0.

Вероятность отказа элемента в течение одного года вычисляется
по формулам (18.10)−(18.14), в которые вместо f(ϕs,γs) следует под-
ставить Pотк(κ,ϕs).

Т а б л и ц а  1 8 . 1 .  Вероятность отказа Pотк(κ,ϕ) = P(F |ϕ)

ϕ , градусκ 0 10 20 30 40
0 1 0.80150 0.68110 0.60380 0.55620

0.02 0.79974 0.71483 0.62978 0.57078 0.53363
0.04 0.66413 0.61782 0.57656 0.53540 0.50790
0.06 0.52731 0.49947 0.51008 0.49171 0.47572
0.08 0.42525 0.40547 0.44579 0.45131 0.44598
0.10 0.34372 0.32866 0.38063 0.40947 0.41595
0.15 0.20501 0.19744 0.24525 0.29763 0.33331
0.20 0.12308 0.11943 0.15226 0.19992 0.24183
0.25 0.07281 0.07116 0.09224 0.12759 0.16366
0.30 0.04304 0.04237 0.05562 0.07976 0.10753
0.35 0.02560 0.02539 0.03375 0.04935 0.06924
0.40 0.01505 0.01505 0.02027 0.03003 0.04368
0.45 0.00873 0.00880 0.01203 0.01799 0.02689
0.50 0.00500 0.00509 0.00706 0.01065 0.01613
0.55 0.00279 0.00288 0.00405 0.00617 0.00941
0.60 0.00149 0.00156 0.00224 0.00346 0.00528
0.65 0.00075 0.00080 0.00118 0.00184 0.00281
0.70 0.00036 0.00039 0.00059 0.00093 0.00141
0.75 0.00015 0.00017 0.00026 0.00041 0.00063
0.80 0.00005 0.00006 0.00010 0.00016 0.00024
0.85 0.00002 0.00002 0.00003 0.00005 0.00007
0.90 2.5⋅10−6 3.4⋅10−6 5.6⋅10−6 8.7⋅10−6 1.3⋅10−5

0.95 8.1⋅10−8 1.3⋅10−7 2.2⋅10−7 3.2⋅10−7 4.6⋅10−7

0.99 4.8⋅10−8 7.6⋅10−8 1.2⋅10−7 1.9⋅10−7 2.7⋅10−7

1 0 0 0 0 0
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Окончание табл. 18.1
ϕ , градусκ 50 60 70 80 90

0 0.52800 0.51240 0.50450 0.50120 0.50000
0.02 0.51148 0.49919 0.49294 0.49018 0.48866
0.04 0.49125 0.48197 0.47723 0.47476 0.47197
0.06 0.46543 0.45967 0.45658 0.45412 0.44936
0.08 0.44135 0.43865 0.43686 0.43399 0.42720
0.10 0.41697 0.41721 0.41644 0.41281 0.40385
0.15 0.35188 0.35994 0.36085 0.35464 0.34015
0.20 0.27127 0.28762 0.29160 0.28427 0.26607
0.25 0.19161 0.20875 0.21424 0.20811 0.19104
0.30 0.13092 0.14593 0.15114 0.14640 0.13235
0.35 0.08757 0.09999 0.10463 0.10113 0.09009
0.40 0.05716 0.06695 0.07091 0.06847 0.06008
0.45 0.03638 0.04366 0.04689 0.04529 0.03915
0.50 0.02261 0.02780 0.03025 0.02925 0.02493
0.55 0.01362 0.01730 0.01910 0.01848 0.01551
0.60 0.00784 0.01037 0.01173 0.01138 0.00937
0.65 0.00419 0.00580 0.00679 0.00664 0.00534
0.70 0.00211 0.00301 0.00366 0.00363 0.00284
0.75 0.00093 0.00136 0.00174 0.00176 0.00134
0.80 0.00035 0.00051 0.00070 0.00074 0.00054
0.85 0.00010 0.00015 0.00022 0.00024 0.00017
0.90 1.8⋅10−5 2.7⋅10−5 3.9⋅10−5 4.9⋅10−5 3.3⋅10−5

0.95 6.6⋅10−7 9.6⋅10−7 1.4⋅10−6 2.010−6 1.310−6

0.99 3.9⋅10−7 5.7⋅10−7 8.3⋅10−7 1.2⋅10−7 7.3⋅10−7

1 0 0 0 0 0
Как и прежде, вычисление вероятности отказа упрощается, если

несущая способность всех элементов конструкции одинакова, т.е.
одинаковы предельные значения коэффициента κ~ . В этом случае
вероятности отказа для поверхностей различного вида вычисляются
с использованием эквивалентных площадей, найденных в гл. 15. В
приведенных ниже формулах вероятность Pотк(κ~ ,ϕs) следует при-
нимать соответствующей данной величине κ~ .

Горизонтальная плоскость. Угол ϕs = 0. При площади плоско-
сти Aг вероятность отказа

0
готкг )0~)(

A
APP νκ |(=F . (18.27)

Вертикальная плоскость. Угол ϕs = π /2, площадь плоскости
Aв. Вероятность отказа

0
воткв 502

A
APP νπκ .)/~)( |(=F . (18.28)
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Круговой цилиндр с вертикальной осью. Площадь поверхно-
сти цилиндра Aц. Вероятность отказа

0
цоткц 502

A
APP νπκ .)~)( |(=F . (18.29)

Сферический сегмент. Вероятность отказа конструкции в
форме сферического сегмента радиуса R, ограниченного конусом с
углом при вершине δ (см. рис. 15.15),

( )
0

сф
2

сф ,2)(
A

bRP νκδπ=F ,     (18.30)

где

∫=
δ

ϕϕϕκγδ
0

отксф dPb sin)~),( |( . (18.31)

Функция bсф(δ,κ) показана на рис. 18.5.
Если принять, как в Германии, ν = 10–6 1/год и A0 = 104 м2, то в

формулы (18.27)−(18.31) надо подставить ν /A0 = 10−10.
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Рис. 18.5. Функция bсф(δ,κ)

18.1.4. Учет случайности нагрузки
при проектировании конструкций

В предыдущих разделах была рассмотрена вероятность отказа в
течение одного года какого-то одного, s-го, элемента строительной
конструкции. Но удары самолета в разные конструкции здания яв-
ляются  независимыми  случайными  событиями.  Поэтому  полная
вероятность P(F) отказа конструкций здания равна сумме вероятно-
стей отказов всех элементов:
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Эта вероятность не должна превосходить допускаемую вероятность
отказа [P]:

][)( PP ≤F . (18.33)
Значение [P] должно в принципе назначаться на основе вероят-

ностного анализа безопасности всей АЭС и с учетом важности рас-
сматриваемых конструкций. Можно принять его равным наиболь-
шей допускаемой частоте аварийного выброса радиоактивных ве-
ществ в окружающую среду согласно российским нормам [86]:

710−=][P  1/год. (18.34)
Следует отметить, что сам по себе отказ строительных конст-

рукций еще не означает аварийного выброса радиоактивности, так
как для этого должен одновременно произойти отказ технологиче-
ского оборудования с радиоактивными средами. Поэтому допус-
каемая вероятность (18.34) обеспечивает безопасность с запасом.

Подставив (18.28) и (18.30) в (18.29), получим, что строитель-
ные конструкции должны проектироваться исходя из условия

.1
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=
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s
sP

A
ν

(18.35)

Если возможно падение самолетов k различных типов с вероят-
ностями P(Bk), то необходимо сначала найти вероятность отказа
конструкций P(F | Bk) для каждого из них. После этого вероятность
отказа конструкций вычисляется по формуле полной вероятности:

 ∑
=

=
k

k
kk PPP

1
)()|()( BBFF . (18.36)

При вероятностном анализе прочности строительных конструк-
ций могут рассматриваться задачи двух видов, которые условно на-
зовем «прямая» и «обратная».

Под прямой задачей понимается анализ вероятности отказа кон-
струкций, прочность которых известна. Такая проблема может ре-
шаться, например, при анализе безопасности уже построенной АЭС,
в проекте которой падение самолета либо вовсе не учитывалось,
либо появилась необходимость рассмотрения не учтенного ранее
типа самолета. Процедура решения такой задачи совпадает с опи-
санной в предыдущих разделах: сначала вычисляется вероятность
отказа конструкций, а затем она сопоставляется с допускаемой ве-
личиной.

Обратная задача заключается в определении величины расчет-
ной нагрузки, вероятность реализации которой не превышает до-
пускаемую вероятность отказа. После этого производится обычный
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прочностной расчет строительных конструкций на эту нагрузку.
Такая задача может решаться при проектировании новой АЭС.

Преимущества вероятностного подхода видны из приведенных
примеров решения прямой и обратной задач.

D = 40 м

h 
= 

45
 м

R = 20 м

Рис. 18.6. Защитная
оболочка

Пример 1. Определим вероятность отказа
защитной оболочки, размеры которой пока-
заны на рис. 18.6, при ударе самолета
Phantom. Оболочка рассчитана на нагрузку
Rlim = 12 МН, соответствующую удару само-
лета авиации общего назначения Lear Jet (см.
рис. 8.11,а). Максимальная нагрузка при уда-
ре самолета Phantom составляет Rmax = 
= 110 МН (см. рис. 8.16,а). Частота падений
самолетов 10–6 1/год на 104 м2.

Сначала вычислим вероятность отказа
оболочки с учетом случайности  только уг-
ла и места удара самолета, т.е. по методике,
изложенной в разд. 18.1.2. Угол при вершине
«конуса удара» найдем по формуле (18.6):

°=== 7.83
110
12arccosarccos

max

lim

R
R

sγ .

Вероятность отказа цилиндрической части вычисляется по фор-
муле (18.12), куда подставляется площадь ее открытой для удара
поверхности Aц = 4240 м2 (предполагается, что 25 % ее площади за-
щищено другими сооружениями АЭС); ϕ = 90°; γs = 83.7°:

( ) ( ) 1010
цц 1042405078390105090 −− ⋅⋅°°=⋅°= ..,.,)( fAfP sγF .

По рис. 15.11 или табл. 15.4 находим f(90°,83.7°) = 0.465. Таким об-
разом,

710
ц 10990104240504650 −− ⋅=⋅⋅⋅= ...)(FP .

Вероятность отказа сферической части найдем по формуле
(18.30), в которую подставим δ = 90° и γs = 83.7°:    

( ) ( ) 10
сф

210
сф

2
сф 107.83,9020210,2)( −− ⋅°°⋅=⋅= aaRP s πγδπF .

По рис. 15.15 находим, что aсф(90°,83.7°) ≈ 0.35. Вероятность отказа
7102

сф 1088010350202 −− ⋅=⋅⋅⋅= ..)( πFP .
Вероятность отказа всей оболочки

7777
сфц 10108711088010990 −−−− =>⋅=⋅+⋅=+= ][...)()()( PPPP FFF .

Теперь вычислим вероятность отказа оболочки с учетом слу-
чайности угла, места удара, скорости и массы самолета, т.е. по
методике разд. 18.2.2. 
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Найдем по формуле (18.18) коэффициент κ~ :

11.0
110
12~

max

lim ===
R
Rκ .

Вероятность отказа цилиндрической части оболочки вычислим
по формуле (18.29):

10
отк

10
цоткц 10424050900105090 −− ⋅⋅°=°= .).)~)( |.11(|( PAPP κF .

По табл. 18.1 находим, что при 11.0~ == κκ  P(F | 90°) ≈ 0.39, и,
следовательно,

710
ц 1083.01042405.039.0)( −− ⋅=⋅⋅⋅=FP .

Вероятность отказа полусферического купола найдем по фор-
муле (18.14):

( ) ( ) 10
сф

210
сф

2
ц 1011090202102 −− °⋅== .,~,)( bbRP πκδπF .

По рис. 18.5 находим bсф(90°,0.11) ≈ 0.3. Таким образом,
7102

сф 1075.0103.0202)( −− ⋅=⋅⋅⋅= πFP .
Вероятность отказа оболочки

7777
сфц 10][106.11075.01083.0)()()( −−−− =>⋅≈⋅+⋅=+= PPPP FFF .

Видно, что несмотря на то, что нагрузка при ударе самолета
Phantom более чем в девять раз превышает расчетную, вероятность
отказа защитной оболочки оказалась лишь немного больше допус-
каемой вероятности [P] = 10–7. При этом отметим, во-первых, что,
как сказано в комментарии к формуле (18.34), сам по себе отказ на-
ружной оболочки еще не означает выхода  радиоактивных веществ
за установленные пределы.  Для дальнейшей  оценки безопасности
АЭС необходимо вычислить вероятность отказа технологического
оборудования и трубопроводов. Во-вторых, благодаря учету слу-
чайности не только места и угла удара, но и скорости и массы само-
лета вероятность отказа оболочки снизилась на 25 %.

Пример 2. Для той же защитной оболочки, что в примере 1 (см.
рис. 18.6), определим расчетную нагрузку, при которой вероятность
ее отказа не превзойдет [P] = 10−7. Частота падения самолетов такая
же, как в примере 1. При ударе самолета Phantom максимальная на-
грузка Rmax = 110 МН, закон ее изменения показан на рис. 8.16,а.
Будем считать, что расчетная нагрузка Rlim пропорциональна этому
закону, но отличается от него максимальным значением.

Сначала найдем расчетную нагрузку с учетом случайности
только угла и места удара самолета. Согласно (18.35), условие
того,  что  надежность конструкции достаточна, имеет вид

.)],(),(.[)()()( 7
сф

2
ц

10
сфц 10902905010 −− ≤°+°=+= γπγ aRfAPPP FFF
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После подстановки величин Aц и R получим уравнение относи-
тельно угла γ :

( ) ( ) 01,9051.2,9012.2 сф ≤−°+° γγ af .

а)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 ϕ
- 1.0

-0.5

0

0.5

1.0

aсф(90°,γ)

2.12f(90°,γ) + 2.51aсф(90°,γ) – 1 < 0

f(90°,γ)

б)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 κ
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bсф(90°,κ)

2.12Pотк(90°,κ) + 2.51bсф(90°,κ) – 1 < 0

Рис. 18.7. Графическое решение уравнений
для нахождения расчетной нагрузки:

а – с учетом случайности угла и места удара
самолета; б – с учетом случайности угла,
места удара, скорости и массы самолета

Решая это уравнение
численно или графиче-
ски (рис. 18.7,а), получа-
ем значение предельного
угла при вершине «кону-
са удара» γ = 53°. Следо-
вательно, расчетная на-
грузка, при которой ве-
роятность отказа обо-
лочки составит не более
10–7 1/год,

Rlim = Rmaxcosγ =
= 110⋅0.6 = 66 МН.
Теперь определим

расчетную нагрузку с
учетом случайности
угла, места удара, ско-
рости и массы самоле-
та. В этом случае в не-
равенство (18.35) надо
вместо f(90°,γ) и
aсф(90°,γ) подставить со-
ответственно  ( )κ~,°90откP
и ( )κ~,°90сфb . Так же как
и ранее, отсюда получа-
ем уравнение относи-
тельно коэффициента κ :

( ) ( ) 01~,9051.2~,9012.2 сфотк ≤−°+° κκ bP .
Его численное решение (рис. 18.7,б) дает значение 2.0~ =κ . С его
помощью расчетная нагрузка вычисляется по формуле (18.18). Но
при этом следует иметь в виду, что при нахождении распределения
вероятности нагрузки считалось, что Rmax = 200 МН. Подставив в
(18.18) κ~  и это значение  Rmax, получим, что расчетная нагрузка
должна составлять

Rlim = Rmaxκ = 200⋅20 = 40 МН.
Найденные нагрузки показаны на рис. 18.8. Видно, что при уче-

те случайности только угла и места удара расчетную нагрузку мож-
но принимать на 40 %, а при дополнительном учете случайности
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скорости и массы самолета – в 2.5 раза меньше максимально воз-
можной. При этом вероятность отказа оболочки будет не больше
10–7 1/год.
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угла и места удара
самолета

С учетом случайности
угла, места удара,
скорости и массы са-
молета
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Рис. 18.8. Расчетная нагрузка Rlim на защитную оболочку
при ударе самолета Phantom (пример 2)

Пример 3. При тех же условиях, что и в
примере 2, найдем расчетную нагрузку для
защитной оболочки на рис. 18.9, размеры ко-
торой больше, чем у оболочки, показанной на
рис. 18.5. Площадь открытой для удара цилин-
дрической части оболочки составляет
Aц = 7070 м2 (считаем, что 25 % ее площади
закрыто другими сооружениями).

Процедура определения расчетной нагруз-
ки Rlim – та же, что в примере 2. Если учитыва-
ется случайность только угла и места удара
самолета, то угол при вершине «конуса удара»
γ  определяется из уравнения

( ) ( ) 01,9066.5,9054.3 сф ≤−°+° γγ af .

D = 60 м

R = 30 м

h 
= 

50
 м

Рис. 18.9. Размеры
защитной оболочки

Его решение дает γ = 35°, и, следовательно, следует принять рас-
четную нагрузку

9082.0110cosmaxlim =⋅== γRR  МН.
При дополнительном учете случайности скорости и массы

самолета найдем коэффициент κ~  из уравнения
( ) ( ) 01~,9066.5~,9054.3 сфотк ≤−°+° κκ bP .

Полученные значения расчетной нагрузки изображены на рис.
18.10. Их сравнение с нагрузками, приведенными на рис. 18.8, пока-
зывает, что чем меньше сооружение, тем меньше может быть задана
расчетная нагрузка, при которой будет гарантировано непревыше-
ние требуемой вероятности его отказа.
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Рис. 18.10. Расчетная нагрузка Rlim на защитную оболочку
при ударе самолета Phantom (пример 3)

18.2. Вероятностный анализ
вынужденных колебаний зданий

18.2.1. Предварительные замечания
Динамические нагрузки, передающиеся на технологическое обо-

рудование и трубопроводы АЭС при вынужденных колебаниях зда-
ния, вызванных ударом самолета,  задаются посредством поэтажных
спектров отклика (ПС). Их расчету была посвящена гл. 17. Интен-
сивность колебаний рассматриваемой точки здания и, следователь-
но, характер ПС зависят от закона изменения нагрузки и направле-
ния удара, а также от расстояния между этой точкой и местом удара.
Если ПС построен в точке, близкой к удару, то его ускорения, т.е.
динамические нагрузки на оборудование, будут очень велики.

Сегодня принято проектировать оборудование АЭС в предпо-
ложении, что реализуется наихудший вариант внешнего воздейст-
вия, т.е. предполагается падение самолета с массой и скоростью,
близкими к максимальным, удар в самую невыгодную точку и под
наиболее опасным углом. Если строго следовать этому принципу,
расчетный ПС должен строиться как огибающая ПС, соответст-
вующих ударам во все точки здания. Но в этом случае расчетные
ускорения могут оказаться чрезвычайно большими. Кроме этого,
при ударе самолета большие ускорения приходятся на высокочас-
тотную часть ПС, что создает дополнительные трудности при про-
ектировании оборудования (см. гл. 17).

Однако в действительности падение самолета на АЭС – крайне
редкое событие. Кроме того, параметры, от которых зависит уско-
рение колебаний здания, являются случайными, и вероятность реа-
лизации их наихудшего сочетания, при котором ускорения ПС ока-
жутся максимальными, ничтожно мала.

Рассмотрим приближенную методику расчета ПС с учетом всех
названных выше случайных факторов, позволяющую получать на-
грузки на оборудование с требуемой вероятностью реализации, что
позволяет обеспечить необходимую надежность АЭС.
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18.2.2. Рассматриваемые случайные параметры
При расчетах ПС (далее предполагается, что это спектры уско-

рений) учитывается случайность тех же параметров, что и в
разд. 18.1: частота падений самолетов, направление удара, величина
нагрузки, зависящая от типа самолета, его массы m и скорости v0. В
дополнение к этому учитывается случайность расстояния от места
удара до точки построения ПС. В принципе случайные характери-
стики, относящиеся к самолету, должны определяться на основе
анализа статистики авиапроисшествий в окрестности АЭС, но для
определенности они приняты такими же, как в разд. 18.1.

18.2.3. Распределение вероятности
поэтажных спектров отклика

Вынужденные колебания зданий АЭС рассчитывают с приме-
нением линейных моделей (см. гл. 17). Поэтому ускорения точек
здания пропорциональны максимальной величине возмущающей
силы. Если удар в строительную конструкцию нанесен под углом к
ее нормали, то с целью упрощения учитывается только нормальная
компонента нагрузки. Это допущение отчасти оправдано тем сооб-
ражением, что если угол между нагрузкой и нормалью мал, то каса-
тельная компонента нагрузки также мала, а если велик, то возмож-
ны скольжение самолета по поверхности конструкции и рикошет,
что уменьшает нагрузку.

Обозначим событие «удар самолета в j-ю точку здания» Bj. Если
эквивалентная площадь, относящаяся к этой точке (узлу конечно-
элементной сетки), равна Aj, то вероятность Bj вычисляется соглас-
но (18.1).

Предположим, что в точке
удара нормаль к поверхности
строительной конструкции
наклонена к вертикали на угол
ϕ. Если направление удара
совпадает с нормалью, а ско-
рость и масса самолета мак-
симальны, то нормальная
компонента нагрузки равна
Rmax(t). Соответствующий ПС
в точке здания, где закреплено

ffk

Sjk = κS*
jk

Sjk

S

S*
jk = S*

j (fk)

S*
j (f )   Sj (f ) = κS*

j (f )

Рис. 18.11. Зависимость ПС от κ

интересующее нас оборудование, будем обозначать )(* fS j  (для
краткости не обозначается зависимость ПС от затухания ζ, так как
учет последнего не изменит процедуру вероятностного анализа).

Если скорость и масса самолета не максимальны и удар нанесен
под углом γ к нормали, то нормальная компонента нагрузки вычис-
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ляется согласно (18.21), т.е. путем умножения  Rmax на коэффициент
κ < 1, определяемый согласно (18.20).

Так как проблема вычисления ПС линейна, соответствующий ПС
)()( * fSfS jj κ= . (18.37)

Рассмотрим значения ускорений ПС (далее они называются
«спектральными ускорениями») на произвольной частоте осцилля-
тора fk. Их максимальные значения равны )(*

kj fS ; для краткости бу-
дем обозначать их *

jkS . При конкретном значении κ спектральное
ускорение (см. рис. 18.11)

*
jkjk SS κ= .  (18.38)

Поскольку κ − случайное число, то и Sjk – также случайное число.
Оно соответствует удару в j-ю точку здания (т.е. случайному собы-
тию Bj). Значит, плотность его условной вероятности  

( ) 









= **

1

jk

jk

jk
jjk S

S
p

S
Sp κκ B , (18.39)

а интегральный закон распределения

( )jjk

SS

jk
jk

jk

jk
jjk SPdpdS

S
S

p
S

SP
jkjk

ϕκκκ κ

κ

κκκ
*

**

*

)()( ==









= ∫∫

00

1B . (18.40)

Он представляет собой вероятность непревышения отношения
Sjk/S*

jk. Функция Pκ(x|ϕ) вычисляется по формуле (18.26) и приведе-
на на рис. 18.12.

Полная вероятность непревышения значения Sjk

( ) ( ) ( ) ( ) ( )jjjkjjjkjk PSPPSPSP BBB ⋅=⋅= ϕκκκκ
* .   (18.41)
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           Рис. 18.12. Вероятность непревышения отношения Sjk/S*
jk
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Аналогично вычисляются вероятности непревышения спек-
тральных ускорений  на всех остальных частотах осциллятора. Если
удар нанесен в другую, n-ю точку здания (случайное событие Bn),
то можно таким же образом найти вероятность Pκ(Snk) непревыше-
ния спектральных ускорений на частоте fk и всех других частотах.

Случайные события Bj и Bn (т.е. удары в различные точки зда-
ния) являются независимыми, и поэтому плотность вероятности
значений ПС  на произвольной  частоте  равна сумме соответствую-
щих плотностей вероятности
(рис. 18.13).

Выполнив описанные вы-
ше вычисления для всех m то-
чек на открытых для удара на-
ружных поверхностях здания,
найдем плотность вероятности
ps(S) для ПС  во всех  интере-
сующих нас внутренних точ-
ках. Интегральный закон рас-
пределения на частоте fk, т.е.
вероятность непревышения
спектральных ускорений:

SkS*
jkS*

nk

pκ(Sk)

pκ(Snk)

pκ(Sjk)

pκ(Sk) = pκ(Sjk) + pκ(Snk)

0
Рис. 18.13. Плотности вероятности

спектральных ускорений на частоте fk
при ударах в j-ю и n-ю точки здания

( ) ( ) ( )∑
=

⋅=
m

j
jjjkj PSPSP

1

* Bϕκκκ . (18.42)

18.2.4. Допускаемая вероятность
непревышения спектральных ускорений

Вероятностный анализ работоспособности рассматриваемой
единицы оборудования выполняется исходя из требования

Pf  ≤  [P], (18.43)
где Pf  − вероятность ее отказа в течение одного года; [P] – допус-
каемая вероятность отказа.

Вопрос о том, какой может быть принята вероятность [P], дол-
жен решаться на основе анализа вероятности отказа систем с уче-
том параллельной и последовательной работы входящих в них еди-
ниц оборудования, для чего надо построить деревья отказов. При-
ведем некоторые соображения относительно выбора допускаемой
вероятности отказа. Он основан на следующих упрощающих пред-
положениях.

Во-первых, считаем, что превышение ПС в точке установки
рассматриваемого оборудования означает отказ последнего. Это
предположение обеспечивает завышенную оценку вероятности от-
каза, поскольку линейно-спектральный метод расчета дает большие
запасы. Если частота падений самолетов такая же, как в разд. 18.1.2
(ν = 10–6 1/год), то вероятность превышения ПС за год
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)]([)( jj SPSP κ−= − 110 6
пр . (18.44)

Во-вторых, предположим, что отказ рассматриваемой единицы
оборудования или системы приводит к отказу всей АЭС, т.е. к не-
приемлемым радиологическим и ядерным последствиям. В этом
случае допускаемая вероятность отказа принимается в соответствии
с (18.34), т.е. [P] = 10–7. Отметим, что это предположение также
приводит к очень большому запасу надежности, так как не учиты-
вает наличие дублирующих систем безопасности и локализующих
систем, предотвращающих распространение радиоактивности.

Из (18.43) и (18.44) следует
7

c
6 10110 −− ≤− )]([ jSP , (18.45)

откуда получаем требуемую вероятность непревышения ПС
90c .)( ≥jSP .  (18.46)

18.2.5. Примеры вероятностного расчета
поэтажных спектров отклика

Чтобы продемонстрировать преимущества вероятностного рас-
чета ПС, далее приведены примеры вычисленных таким образом ПС
для здания реактора АЭС.  Его конечно-элементная модель показана

Балка
полярного
крана

Проходки
трубопро-
водов

Опора
реактора

Рис. 18.14. Конечно-элементная
модель здания реактора и места

построения ПС

на рис. 18.14. Рассматривался
удар самолета Phantom. По-
строены ПС в трех характер-
ных точках здания: опоры ре-
актора, балки полярного крана
и проходок трубопроводов в
наружной защитной оболочке.

На рис. 18.15 представлены
«вероятностные» ПС, рассчи-
танные описанным выше ме-
тодом (кривые 1). Они найде-
ны исходя из условия (18.46),
т.е. вероятность их превыше-
ния составляет 10–7 1/год. Кри-
вые 2 на рис. 18.15 – это макси-

мальные «самолетные» ПС, построенные обычным  методом, при-
меняемым сегодня: как огибающие ПС, соответствующих всем точ-
кам удара самолета. Они дают наихудший вариант динамических
нагрузок. Наконец, кривые 3 и 4 – это ПС при землетрясениях ин-
тенсивностью 8 и 7 баллов по шкале MSK-64 (максимальное уско-
рение грунта 0.1g и 0.2g).

Можно видеть, что при частотах выше 3−8 Гц «максимальные»
самолетные ПС превосходят 8-балльные сейсмические и дают очень
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большие спектральные  ускорения.  Например,  для проходок тру-
бопроводов, расположенных рядом с местом удара, эти ускорения
больше 30g. В то же время «вероятностные» ПС в этой точке и на
балке полярного крана ниже 8-балльных сейсмических, а на опоре
реактора – ниже 7-балльных.  Это  означает,  что если  в проекте
АЭС учтено землетрясение такой интенсивности, то при проекти-
ровании трубопроводов и оборудования динамические нагрузки от
удара самолета можно не учитывать.

          а)
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Рис. 18.15. Поэтажные спектры
отклика в точках, указанных

на рис. 18.14:
1 – ПС на основе вероятностного ана-
лиза; 2 – максимальный «самолетный»
ПС, построенный как огибающая ПС в
различных точках здания; 3 – ПС при
землетрясении интенсивностью 8 бал-

лов MSK-64 (ускорение грунта
Amax = 0.2g); 4 – то же при 7 баллах

MSK-64 (Amax = 0.1g)

18.3. Заключительные замечания
Сегодня проверку прочности строительных конструкций при

ударе самолета обычно выполняют «по наихудшему варианту»: за-
дают нагрузку, близкую к максимально возможной, и прикладыва-
ют ее в самой неблагоприятной точке по нормали к конструкции.
Такой подход приводит к сильному преувеличению опасности уда-
ра самолета. Методика вероятностного анализа при падении само-
лета, описанная в настоящей главе, дает возможность учесть важ-
нейшие случайные факторы этого воздействия: тип, скорость и мас-
су самолета, определяющие нагрузку на строительную конструк-
цию, а также место и угол соударения с нею. Это позволяет значи-
тельно снизить расчетные нагрузки.
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Так, в примере 1 разд. 18.2 произведен расчет защитной оболоч-
ки на нагрузку при ударе самолета, которая более чем в девять раз
превысила ту, на которую изначально была рассчитана оболочка.
Тем не менее вероятность отказа последней лишь ненамного пре-
восходит допускаемую вероятность наступления неприемлемых ра-
диологических последствий при работе АЭС, установленную рос-
сийскими нормами [86]. При этом надо иметь в виду, что отказ за-
щитной оболочки еще не означает наступления таких последствий.
Для оценки их вероятности необходимо продолжить анализ и оце-
нить вероятность отказа оборудования и трубопроводов.

Вероятность удара самолета в сооружение снижается с умень-
шением размеров последнего. Описанная методика показывает, что
чем меньше сооружение, тем меньше может быть задана расчетная
нагрузка, при которой будет гарантировано непревышение требуе-
мой вероятности его отказа.

Полная вероятность отказа строительной конструкции равна
произведению вероятности попадания в нее самолета и условной
вероятности отказа при этом ударе. Поэтому для небольшой по
размерам конструкции, вероятность попадания в которую мала,
такую же полную вероятность ее отказа можно получить, увеличив
условную вероятность, т.е. уменьшив расчетную нагрузку на
конструкцию.
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− вторичное 463
− экстремальное (ЭВ) 442, 448
   ~ природное 442
   ~ техногенное 442
   ~ ЭВ-классификация 448
Возмущение
− кинематическое 36, 53, 70, 80
− силовое 35, 47, 66, 79
Волна
− воздушная ударная (ВУВ) 260, 266
   ~ дифракция 276
   ~ отражение ВУВ
      ≈ наклонное 277
      ≈ нормальное 274
   ~ по российским нормам 280

~ режим обтекания 275
   ~ скорость горения 265
   ~ скорость фронта пламени 265

~ фаза разрежения 261, 267
~ фаза сжатия 261, 266, 272
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− детонационная 269
− отраженная 189
− падающая 275
− проходящая 274
− сжатия 189
Г
Гамильтона вариационный принцип
     89
Герц Г. Р. 191
Д
Давление
− избыточное 267, 272
− на фронте волны 267, 272, 274
− отраженное
   ~ при детонации 275
   ~ при дефлаграции 296
Демпфирование – см. затухание
Дерево событий 505
Дирака δ-функция 69
Диссипация энергии – см. затухание
Ж
Жесткость
− балки 86
− изгибная железобетонных элемен-
   тов 86
− пластинки цилиндрическая 77
− пружины 33
− эквивалентная 89
З
Затухание
− в строительных конструкциях и
   трубопроводах 535
− критическое 35
− относительное 35
− по Фойгту−Кельвину 33
− пропорциональное 538
Защита от взрыва с помощью экра-
    нов 331
И
Импульс
− давления 276, 282, 291, 314
− силы 170
Интеграл
− двойной, схема вычисления 100
− Дюамеля 36

Интегрирование пошаговое 48
Исходное событие 443
− постулируемое 443
К
Кармана вихревая дорожка 371
Кирхгофа −Лява гипотезы 77
Колебания
− аэроупругие 377, 390
   ∼ вихревое возбуждение 390
   ∼ галопирование гибких конструк-
      ций 407
      ≈ в спутной струе 410
      ≈ связанных цилиндров 412
   ∼ дивергенция 412
   ∼ флаттер 412
− вынужденные 35, 48, 66, 70, 79, 80
− изгибные – см. колебания попе-
   речные
− переходный процесс 72
− поперечные
   ~ пластинок 77
   ~ стержней (балок) 57, 66, 70
− свободные 33, 38, 57, 77
− сдвиговые 82
Количество движения 170
«Конус удара» самолета 553
Координата нормальная (обобщен-
ная) 43
Коэффициент
− восстановления при ударе 189, 339
− динамического упрочнения
   ~ арматурной стали 20
   ~ бетона 21
− динамичности 75, 104
− затухания 34
− пластичности 24
− поглощения 35
− сдвига 82
− участия 49, 54, 67, 68, 72, 81
− эквивалентности для ВВ 266
Кратковременная нагрузка
− импульсивная 33
− ударная 33
Крылова функции 58
Л
Лагранжа уравнение 2-го рода 89
Лапласа оператор 77
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Линейно-спектральная теория (ЛСТ)
   110, 527
Логарифмический декремент коле-
   баний 34, 417
Локальные повреждения
− бетонной преграды 194
   ~ выкрошивание с поверхности
     (spalling) 194
   ~ пробивание (perforation) 194
   ~ растрескивание изнутри (scab-
      bing) 194
− стальных конструкций  214
М
Матрица
− диссипации Релея 537
− жесткости 38, 55
− масс 38, 55
− податливости 56
Метод
− Бубнова−Галеркина 96
− квазистатический 110
− модальной суперпозиции 43, 49,
   54, 66, 70, 80
− разделения переменных 58, 78
− Релея−Ритца 98
− Фурье 58, 78
− энергетический расчета конструк-
   ций 170
Механизм 133
Мишень – см. преграда
Модальные параметры
− внутренние усилия 115
− жесткость 44
− инерционные нагрузки 114
− масса 44
− перемещение 43, 114
− ускорение 114
Моды 38, 59
− масштабирование 46
− нормирование 40
   ~ сумма нормированных векторов
      мод 55
− ограничение числа учитываемых
   мод 50, 118
   ~ по величине «потерянной мас-
      сы» 127
   ~ по точности определения внут-

      ренних усилий 122
   ~ по точности определения пере-
      мещения 118
   ~ по энергии системы 124
− ортогональность 41, 60, 79
− ортонормированные 42
− свойства 41, 60, 79
Н
Надежность 468
Напетваридзе поправка 128
Начальная фаза 34
Норма
− вектора моды 40
− функции моды 60
О
Оболочка защитная 454
− герметичная (внутренняя) 454
− наружная 454
Обрушение зданий 367
Осциллятор
− закон движения при действии
   импульса 104
− линейный 33
− упругопластический 154
   ~ приближенное задание характе-
      ристики пружины 160
− эквивалентный упругий линейный
   89, 98, 101
Отказ 468
Отклик конструкции 110, 465
− модальный 110, 113
− суммарный (расчетный) 112, 116
Оцифровка 36
П
Падение груза
− абсолютно твердого на упругую
   конструкцию 334

~ Кокса метод 335
~ методика ВОДУ 342
~ свободные колебания конструк-
   ции 334
~ учет отскока груза и неупругих
  деформаций конструкции 338

− в резервуары и бассейны 355
− разрушающегося на недеформи-
   руемую преграду 347
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− разрушающегося на податливую
   преграду 352
Пасквилла шкала состояния атмо-
   сферы 495
Перемещение возможное 90
Период колебаний 35
Пластический момент сопротивле-
   ния 141
Полная система
− векторов 41
− функций 61, 79
Полный базис – см. полная система
Поражающее действие взрыва 309
Последовательное пробивание барье-
ров, строительных конструкций
210, 523

Потери энергии – см. затухание
Прандтля диаграмма 23, 155
Преграда 188, 216
− железобетонная, нагрузка при вне-
   дрении жесткого тела 212
− недеформируемая 189, 216
− податливая 225
Предельные состояния строитель-
   ных конструкций 21
Предельный момент 132
Предельный угол раскрытия трещи-
   ны в шарнире пластичности 24
Принцип единичного отказа 444
Пробит-функция 309
Проблема собственных значений 41
Проектные основы АЭС  444
Прочность бетона
− призменная 18
− цилиндрическая 18
Р
Работа деформации 176
Работоспособность конструкции 464
Разлет осколков при взрыве 318
Разложение движения по модам – см.
   метод модальной суперпозиции
Разрыв резервуаров со сжатым га-
   зом 299
Рассеяние энергии – см. затухание
Расстояние приведенное
− при детонации газо- и паровоз-
душной смеси 269

− при детонации твердых ВВ 266

− при дефлаграции 289
Реактор водо-водяной энергетиче-
    ский (ВВЭР) 454
Релея−Ритца метод 98
Ренкина вихрь 429
Риеры формула 218
Риск 444, 468, 499
С
Самолет
− авиации общего назначения

~ Cessna 241
   ~ Lear Jet-23 240
   ~ малый спортивный 242
− военный
   ~ Phantom RF-4E 216, 243
   ~ по нормам России 247
   ~ штурмовик FB-111 248
− коммерческой авиации
   ~ Boeing 707-320 249
   ~ Boeing 747-400 “Jumbo Jet” 250
   ~ АН-26 и АН-24 252
Сейсмограмма 111
Сен-Венан 189
Сирс 191
Система
− вторичная 110
− дискретная 37
− консервативная 38
− континуальная 57
− непрерывная – см. континуальная
− с одной степенью свободы – см.
   осциллятор
− сплошная – см. континуальная
− с распределенными параметрами –
   см. континуальная
Смерч – см. торнадо
− водяной 427
Снаряд – см. тело летящее
Снижение динамических нагрузок
   на подсистемы 546
Собственные значения матрицы 41
Собственные формы – см. моды
Спектр отклика 111
− зависимость между спектрами пе-
ремещений, скоростей и ускоре-
ний 111

− перемещений 111
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− поэтажный (ПС) 111, 527
   ~ при действии ВУВ 544
   ~ при ударе самолета  538
− скоростей 111
− ускорений 111
Стержень
− жесткопластический с распреде-
   ленными характеристиками 216
− нагрузка разрушения 216
− погонная масса 216
Суммирование модальных откликов
   116
− метод CQC (Complete Quadratic
   Combination) 117
− метод ККСК (SRSS) 117
− метод NRL (US Naval Research
   Laboratory – Морская исследова-
   тельская лаборатория США) 117
− правило 10% (10% Method) 117
Т
Тело летящее
− абсолютно твердое 111, 189
− жесткое 188
− легко деформируемое – см. разру-
   шающееся
− линейно-упругое 189
− полужесткое 202
− при аварии 497
− при торнадо 256, 436
   ~ деревянный брус 256
   ~ автомобиль 258
− разрушающееся 188
− с линейно изменяющимися массой
   и прочностью 224
− с постоянными по длине массой и
   прочностью 222
Теорема об изменении количества
   движения (импульсов) 170
Теория предельного равновесия 31,
   131
Техническая теория колебаний
− балок 73
− пластинок 77
Тимошенко балка 73
Торнадо 423
− интенсивность
   ~ шкала Фуджиты 425
   ~ шкала Пирсона 427

− нагрузки и воздействия на конст-
   рукции 431
   ~ ветровая нагрузка 431
   ~ изменение атмосферного давле-
      ния 434
   ~ летящие тела 435
   ~ сочетания нагрузок 438
− по нормам России 428
− физическая модель 429
Точка переменной массы 217
Трение – см. затухание
− вязкое – см. затухание по Фойгту−
   Кельвину
Тромб – см. торнадо
Тротиловый эквивалент 266, 305
У
Удар разрушающегося летящего тела
− по нормали к преграде 216, 226
− под углом к нормали больше угла
   трения 236, 238
− под углом к нормали меньше угла
   трения 230
Уравнение
− вековое 39
− частотное 59
Ураган 439
Уровень отбора событий по вероят-
   ности (УОВ) 444
Ускорение
− абсолютное 37, 112
− «нулевого периода» 111
− относительное 37
Условия
− граничные – см. краевые
− краевые 58, 77
− начальные 38, 58, 77
Ф
Формулы эмпирические для удара
   твердого тела в преграду
− Beсhtеl Corp. 197
− BRL (Ballistic Research Laboratory −
  Баллистическая исследовательская

   лаборатория, США) 214
− CEA−EDF (CEA−Commissariat à

l’Enegie Atomique – Комиссариат
по атомной энергии Франции;
EDF – Elecricité de France) 197
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− NDRC (National Defence Research
Committee – Национальный коми-
тет по исследованию безопасности,
США) 196

− SRI (Stanford Research Institute –
Стэнфордский исследовательский
институт, США) 215

− UK AEA (United Kingdom Atomic
Energy Authority – Надзорный ор-
ган по атомной энергии Велико-
британии) 198

Х
Характеристики основания
− жесткость 531
− рассеяние энергии 531
Ч
Частота
− в герцах (Гц) 35
− кратная 39
− круговая 34
− собственная 34, 39, 61
− с учетом демпфирования 34
− эквивалентная 94, 96
Число
− Рейнольдса 370
− Скратона 391
− степеней свободы 38
− Струхаля 371

Ш
Шаг
− интегрирования 36, 48
− оцифровки 36
Шарнир пластичности 24, 131
Э
Эквивалентная система с одной сте-
   пенью свободы 88
− длина трубы 84
− жесткость 82, 91, 102
− корреляционная длина 392
− масса 82, 84, 85, 91, 102
− нагрузка 91, 98, 102
− частота 94, 96
Элемент АЭС
− активный 445
− важный для безопасности 444
− пассивный 445
Энергия
− деформации 124
− кинетическая 60, 79
− потенциальная 60, 79
Я
Ядерная паропроизводящая уста-
   новка (ЯППУ) 454
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